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AVERTISSEMENT. 


O Traité  osf  divise  en  deux  Parties  qui  peuvent 
ètr<‘  eousiilérces  couuue  formant  deux  ouvraf'es  dis- 
tinets. 

La  première  Partie  {Astronomie  sphérique)  renferme 
la  solution  de  tons  les  prol)lèmes  de  l’Astronomie 
sphérique  et  de  l’Astronomie  nauti(|ue  : on  v trouvera 
en  outre  une  exposition  élémentaire  de  la  méthodt^ 
d(*s  moindres  earrés.  La  seconde  Partie  [Astronomie 
pratique)  contient  la  description  <“t  la  théorie  des  in- 
struments fixes  (lunette  méridienne,  cercle  méridien, 
équatorial,  etc.)  et  des  instruments  transportahles 
(théodolite,  sf'xtant,  i‘tc.),  ainsi  que  plusi«‘ui's  Tables 
destiné(‘s  à simplifier  la  réduction  d(îs  observations. 
Des  exemples  multipliés  et  ch*  nombreuses  fij^ures  fa- 
cilitent l’intelligence  du  texte. 

Ce  Traité  sera  donc  pour  les  Astronomes,  les  Ma- 
rins et  les  Vovagenrs  un  excellent  .\ide-Mcmoire  ; les 
Auditeurs  des  Cours  d<-  .nos  l'acullés,  les  Elèves  de 
nos  Écoles  y puiseront  d’utiles  renseignements. 

Nous  sommes  heureux  de  remercier  ici  M.  Hrünnow 
<les  excellents  conseils  qu’il  nous  a donnes,  et  d’ex- 
primer à M.  Wolf  toute  notre  reconnaissance  pour  le 
concours  bienveillant  et  précieux  qu’il  nous  a si 
gracieusement  prêté. 

É.  LUCAS.  C.  ANDRÉ. 
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PRÉFACE. 


I«i  jnihlicatinii  tlaiis  notre  langue  du  Lehrbiich  (1er 
sphcvrischen  Aslronomie  de  M.  Itriinnow  répond  à un 
I)esoin  qu’ont  s«‘iiti  tous  ceux  qui  ont  eu  à fair<‘  leur 
propre  éducation  astronomique,  ou  à dirigi'r  celle  des 
Élévi's-  Vstronoines.  Nous  ne  |)ossédons  actuellement 
en  France  aucun  Traité  praticpic  intermédiaii’e  entr«‘ 
la  Mécanique  céleste  et  les  (iosmograpines  ou  les  Ou- 
vrages élénnmtaires  puremcmt  tlescriptifs.  Kn  effet,  ou 
bien  les  Auteurs,  s’étant  prtqmsc  d’embrasser  tout 
rensemble  tic  rAstronomi»*,  n’ont  pu  donner  les  dé- 
tails nécessiiires  sur  les  problèmes  de  l’Astronomie* 
spbéricpn*,  qui  constituent  en  réalité  le  fondement  d<‘ 
la  Science  pratique;  ou  bien  les  métbodes  qu’ils 
exposent  ont  déjà  vieilli,  l.es  Iraités  de  l)<-land)re  et 
de  I^alande,  très-intéressants  au  point  de  vue  bisto- 
rûjue,  sont  aujourd'bui  hors  d’usage.  M Astronomie 
pratûjue  de  Francxiîur,  cpii  a obtenu  un  succès  réel, 
est  surtout  une  explication  de  la  Connaissance  des 
Temps,  et  d’ailleurs  cet  Ouvrage  ne  se  trouve  pins  dans 
le  commerce.  Lejeune  Elève-Astronome  ne  sait  donc 
où  jjuiser  les  notions  dont  il  a besoin  pour  passer  de 
l’Astronomie  théorique  aux  applications. 

Cette  pénurie  paraît  avoir  sa  cause  première  dans 
ce  fait  qu’en  France  l'éducation  astronomique  existe 
à peine  en  dehors  de  l’Observatoire,  où  elb*  se  trans- 
I.  b 


Digitized  by  Google 


XVIII  l'KKFACE. 

met  par  tradition  orale;  et  en  mi'-nie  temps,  elle  a 
eontrilnié  à maiiiteiiii-  iiii  état  de  choses  eoiitraii  e aux 
xéritahles  intérêts  de  la  science.  Tandis  qn’en  Alle- 
niai'iie,  en  Italie,  les  cours  d’Astrononiie  des  Tnix'er- 
sités  s<’  font  autour  des  instruments,  par  ceux-là  même 
<pii  les  (‘inploient  chaqiK'  jfnir,  chez  nous  les  cours 
pnlilics  sont  forcément  de  théorie  |nire.  De  là  une 
ignorance  prc'sipie  complète  chez  les  Élèves  de  nos 
Ecoles,  même  les  pins  savant(>s,  des  procédé“s  et  des 
métliod(“s  d’ohservation.  l’endant  (pie  les  lahoratoires 
s'oiivi'aient  an  grand  jour  et  devenaient  les  lieux  ha- 
hitiiels  de  réunion  <h's  .Savants,  l’Ohservatoire  a con- 
servé pour  le  public  .son  aspi'ct  mystéi  ieiix , il  est 
resté  le  temple  d’une  science  d’initiés,  au  giiind  dé- 
triment de l’Astronomii*  et  des  antres  Sciences,  (pii  ne 
peuvent  (|U(“  gagner  les  unes  et  les  autres  à iin  échange 
continuel  d’idées  et  de  méthodes.  De  là  enfin  pour 
nos  Établissements  astronomiques  une  tivs-grande 
difliculté  à trouver  où  recruter  leur  jvi'rsonnel,  tandis 
(pi’à  l’étranger  ce  ivcrutement  se  fait  d’une  manière 
tonte  naturelle,  la  vocation  astronomique  naissant 
spontanément  chezqiiehpies-unsde  ces  Étudiants  sans 
cesse  en  rap|)ort  avec  le.s  Astronomes  e4  h*s  instru- 
ments. 

('/est  encore  à ce  mod<^  d’eus(‘ignemeut,  ou  phiti'it 
à cette  absence  d’un  enseiguemi'iit  ininu'uliatement 
a|)|)licahle  à la  pratique,  qu’on  peut  attribuer  en  tr(‘s- 
grande  partie  l’infériorité  on  la  France  .se  trouve  sous 
le  rapjKU't  du  nomlvre  des  Observatoires.  Tandis  (jue 
nous  ne  pos.sédons  qu’un  Observatoire  à Paris  etchnix 
en  pnvvince,  la  (îrandivHretagne,  l’Amérique,  l’.Alle- 
niagne  comptent  par  donzaines  leurs  établissements 
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astroiion)i<[iies.  1/Ualit*  au  milieu  de  ses 

bouleversements,  a su  conserver  m*s  Obsc'i’vatoires, 
“race  au  mode  ireusei“uemeiit  de  s<‘s  Liiiversilés. 
L’uniformité  et  la  tendance  purement  spéculative  tl<' 
notre  enseignement  supérieur  n’étaient  giière  pro|;res 
à relever  ceux  dont  la  France  était  peuplée  au  siècle 
dernier.  Si  aujourd'hui,  chez  nous,  comme  chez  nos 
voisins  d’outn>-mer,  la  mode  revenait  aux  instru- 
ments d’.\stronomie,  et  il  n’en  faut  pas  ilésesjiérer,  le 
j)ropriétaire  d’un  Ohserv  atoin'  serait  bien  endjarrasse 
pour  trouver  à cpii  confier  les  travaux  «l’observation, 
ou  pour  .savoir  où  en  aj)prendre  lui-méme  l’u.sage. 

Cepemlant,  gràc«‘  à l’initiative  «l’im  Ministre  dent 
on  ne  .saurait  trop  louer  l’ardente  iinpiiétude  à la  re- 
cherche du  l)ien,  ikjs  Kcoles  vont  peut-être,  dans  un 
avenir  prochain,  se  trouv  er  en  nn*.sure  «le  fournir  à 
leurs  Fllèves  c«'s  notions  prati«pit*s,  indispen.sahl«‘.s 
pour  l’avancement  «le  la  .sci<‘u«e  et  la  civation  «les 
.savants  eux-mêmes.  Ce  «pie  les  Clau«l«‘  lîernaril,  les 
H;  Sainte-Claire  Deville,  les  Wurtz  ont  fait  pour  la 
Physi«)l«)gle  «‘t  la  (.liimie,  il  reste  à le  Taire  pour 
r A.stron«)mie  : l’Kcole  pratitpie  d«*s  llaut«‘s  Ktinles 
peut  et  «loit  rép«»n«lre  à «o  besoin. 

lai  Observatoire  en  efh't  ne  peut  pas  ouvrir  s«‘s 
p«)rtes  au  public  et  ra«!mettre  à y suivre  «l«\s  cours; 
le  travail  astronomi«pie  «loit  se  faire  dans  le  recu«-il- 
lement  et  le  sil«-nce,  et  s’afHomnnuh'rait  mal  du  bruit 
«le  la  foule.  Mais  à un  Observatoire  «pii  vanit  vivre  et 
se  per|)étiier,  il  faut  d«‘s  Klêv«>s.  Il  faut  «pie  la  pratiipie 
journalière  «l«>s  instruments,  les  «‘ntretiens  avec  leurs 
«bnanciers  et  leurs  maUios,  la  vu«‘  continindle  «1«>  ta- 
bU^aux  rejvrésentant  l«>s  aspects  «l«^s  astres,  les  initient 
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|)ar  tous  les  sens  à la  fois  aux  s('('r<’ts  et  aux  beautés 
(les  lieux;  il  faut  qu'ils  jniisiait  ilaus  ce  conimerrxi 
contiiiiK‘1  reiitliousiasnie  pour  leur  sci(‘uc(‘,  ce  feu 
intérieur  qui  doit  piider  (*t  aniuu'r  tout  le  travail  de 
l’Astrouoiue,  s’il  ue  veut  se  réduin*  au  triste  n')le  de 
niauanivre. 

Alais  la  science  est  loupue,  et  les  iioi  ices  ont  beau- 
coup à apprendre.  b’Astrouonu;  peut  bien  guider  ses 
Élèves,  leur  iudiqui'r  lessourcesoù  ils  doivent  puisi'r; 
il  lui  est  plus  difficile,  s’il  travaille  lui-iuéuK',  de  b'ur 
expo.ser  à fond  toutes  les  tbéori(*s  si  diverses  dont 
l’application  constitue  l’Astrononiie  pratique.  Il  ne 
pt'Ut  alors  que  renvover  ces  jeuiu's  intelligences  à la  lec- 
ture des  Mémoires  originaux,  des  travaux  del$essel,de 
(îauss,  d’Encke,  de  M.  Le  \ eiTi(‘r,  etc.  ; mais  c’est  là 
s(.mvent  une  nourriture  trop  forte  t*t  peu  eu  harmonie 
avec  les  prt'miers  besoins  dt»s  Elèves. 

L’Astronome  trouve  à ce  moment  le  plus  utib'  se- 
cours dans  l’Ouvrage  de  M.  lirünnow,  dont  le  but  est 
de  remplir  la  lacune  que  je  viens  de  signaler.  I>a  po- 
pularité dont  il  jouit  en  Allemagne  et  en  Angleterre, 
où  il  a été  traduit  d’abord  par  .M.  !\Iain,  puis  par 
AI.  Brünnow  lui-même,  montre  que  1<‘  but  a été  at- 
teint. I.e  Lehrhuch  der  sphcjerischen  Astronomie,  dont 
MM.  Lucas  et  .André  offrent  anjourd’liui  une  (xlition 
française,  réunit  en  effet,  sous  une  forme*  simple  et 
peu  volumineuse,  toutes  les  motions  |)reniièr(*s  indis- 
pensables à la  |)ratiquede  l’Astronomie. 

l«a  tlu'oriedes  instruments,  (pii  ne  setron\ c exposée 
dans  aucun  antre  Ouvrage  ilidactirjne,  forme  ici  une 
partie  importante.  Non  pas  que  la  simple  lecture  de 
ces  pages  puisse  suppléer  à la  pratiepn*  di's  instruments. 
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mais  elle  en  <‘st  la  préparation  et  le  complément  in- 
dispensable. Cepend.ant,  en  raison  du  but  que  se  pro- 
posait M.  briinnow  et  d(*s  circonstances  dans  li's- 
(pielles  il  a publié  son  Ouvrage,  il  n’a  consîicré  à cette 
théorie  qu’une  faible  fraction  de  son  Traité.  Il  suffit 
en  eCFet  de  se  reporter  à l’origine  de  cette  œuvre  pour 
comprendre  la  pensée  dans  laqiudle  elle  a été  conçue. 
« Ce  qui  m’a  beaucoup  facilité  l’exécution  de  ce 
Traité,  ditM.  liriinnow  dans  la  lYéface  de  .sa  première 
édition,  c’est  cette  circonstance  que  j’ai  eu  le  bonheur 
d’entendre  .sur  les  mêmes  sujets  les  leçons  de  mon 
vénéré  maître,  le  Profes.seur  Encke;  et  l’ordonnance 
de  l’ensemble,  comme  la  manière  particulière  de 
' traiter  chaque  proldème,  e.st  en  quelque  sorte  la  re- 
production des  méthodes  que  suivait  habituellement 
cet  illu.stre  Astronome  dans  .ses  cours.  » .Ainsi  c’est  à 
l’Observatoire  même  de  berlin,  dans  les  h'çons  pra- 
tiques que  le  Directeur  faisait  à ses  Elèves,  que  l’un 
d’eux,  aujourd’bui  Directeur  de  l’Observatoire  de 
Dublin,  puisait  l’idée  première  de  cet  Ouvrage,  et, 
par  son  expérience  personnelle,  le  moulait  dans  la 
forme  la  plus  convenable  pour  l’enseignement  de  la 
science  pratique. 

On  voit  par  là  sous  quelles  garanties  .se  prési'utait 
au  public  le  Traité d' Astronomie  sphérique  . brün- 
now,  et  l’on  comprend  l’accueil  si  favorable  qui 
lui  a été  fait  dans  toutes  les  Universités  étrangères. 
Mais  en  même  temps  on  doit  penser  que  sa  destina- 
tion toute  spéciale  était  de  former  les  jeunes  .Astro- 
nomes dans  un  Ob.servatoire,  en  complétant  les  le- 
çons <lu  Maître.  Un  tel  but  devait  suffire  dans  un 
|)ajs  où  il  est  si  facile  de  s’initier  à la  pratique  des 
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instruments,  en  raison  de  la  nmitiplieité  des  Ol)ser- 
vatoires. 

Kn  France,  il  loi  fallait  qnel<|ue  chose  île  plus.  Si 
d’ailleurs  MM.  Lucas  et  .Vndré  s’étaient  hornésà  offrir 
une  traduction  littérale  de  l’Ouvrage  de  M.  Itrünnow, 
on  pourrait  contester  l’utilité  de  leur  travail.  Le  temps 
n’est  plus  on  la  langue  allemande  était  lettre  clo.se 
pour  les  Elèves  de  nos  Écoles;  aujourd'iuh,  grâce  à 
une  impulsion  énergiipie,  sous  l’action  de  l’aiguillon 
autrement  puissant  encore  de  la  néce.ssité,  nos  Ltu- 
diants  peuvent  lire  les  Ouvrages  scientifupies  anglais 
et  allemands  dans  les  originaux.  Et  ce  .serait  peut-être 
leur  rendre  un  mauvais  service  que  de  leur  faciliter  le 
travail  par  la  traduction  littérale  d’un  livre  étrangei-. 

Mais  il  v avait  d’abord  à niettre  les  formes  de  dé- 
monstration ilu  Traite  allemand  en  harmonie  avec  les 
méthodes  usitées  chez  nous  : l’éducation  de  l’Ecole 
Normale  ri'ndail  me.s  jeunes  (’ollègucs  part  kniliérement 
aptes  à ce  travail.  Il  fallait  aussi  généraliser  l’utilité 
de  l’Ouvrage  en  complétant  dans  certaines  parties  les 
notions  succinctes  données  par  l’Anteur.  Oràce  au 
désintéres.si*ment  de  l’Liliteur  de  ce  Traité,  les  Tra- 
ducteurs ont  pu  donner  au  Livre  de  M.  lîrünnovv,  et 
avec  l’assentiment  de  l’Auteur,  des  développements 
ipii  dans  certaines  j)ai'ties  en  font  un  Ouvrage  entié- 
r<*mcnt  nouveau.  D’après  ce  que  je  viens  de  dire,  c’est 
sui'tout  dans  rex|>osition  des  méthodes  d’ohservalion 
<pie  ces  changements  et  additions  ont  dû  être  intro- 
duits. Ils  ont  eu  particulièrement  pour  but  <le  faire 
connaître  les  procédés  employés  à l’Oh.servatoire  de 
Paris  ; aussi  a-t-on  mis  largement  à contribution  les 
Annales  de  l' Obsenaloire  et  les  Instructions  rédigées 
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pour  le  srrvico  iiitcririir  (le  rEtal)liss(‘rm‘iit.  La  théorie 
(les  instruments,  qui  ne  forme  qu’une  d(‘s  sept  parties 
(lu  Traite  (le  M.  lîrünnow,  occupe  la  seconde  Partie 
pres(pie  entii're.  Enfin  l’Ouvrage  a été  comjilété  et 
rendu  plus  prati(pieparrad(lition  deTahh'sauxiliaiia's 
calcidées  spécialement,  ou  extraites  de  fraités  qui  ne 
se  trouvent  plus  dans  le  commerce,  comme  l((s  Tables 
de  Warnstorff,  etc. 

Ainsi  déveIop])é,  ce  Livn'  s’adresse  donc  à la  géné- 
ralité des  Etudiants  (pii,  dans  les  Ob.servatoires  ou 
au  d(>bors,  désiitait  se  familiariser  avec  les  méthodes 
et  les  ('alcids  fondanumtaux  de  l’Astrononiie.  Il  in- 
di(pie  et  la  manière  de  faire  les  observations,  et  les 
réductions  (pi’eii  doivent  subir  les  résultats,  avant  de 
pouvoir  figun'r  dans  l(^s  calculs  (pii  si*  rattachent  à 
une.  branche  plus  élevée  de  la  science,  la  .'\lécani(]ue 
céleste. 

f.es  Marins  et  les  Ingénieurs  trouveront  (•gaiement 
dans  cet  Ouvrage  le  plus  utile  .secours  : toutes  les 
méthodes  de  détermination  de  l’heure,  d(‘.s longitudes, 
latitudes  et  azimuts,  sont  exposées  avec  détails,  (irâce 
à l’initiative  du  linreau  des  Longitudes,  des  Officiers 
et  des  Ingénieurs  hvdrographes  sont  aujourd'hui  di- 
rigés sur  différents  jioints  du  globe,  dans  le  but  de 
déterminer,  par  des  observations  a.stronomi(pies,  les 
positions  d’un  certain  nombre  de  méridiens  fonda- 
mentaux, devant  servir  à assurer  les  longitudes  des 
lieux  intermédiaires.  L’Ouvrage  de  M.  Itriinnow  peut 
leur  être  offert,  ainsi  (pi’à  tous  les  missionnaires  de 
la  Science,  comme  une  sorte  de  Manuel  ou  d’.Aide- 
Mémoire  d’.\stronomie  pratique. 

Mes  jeunes  Collègues  ont  bien  voulu  croire  qu'il  v 
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aurait  quelque  avantage  à ce<|iu' je  revisse  les  épreuves 
(le  leur  travail,  et  j’ai  iléféré  avec  enqiresseinent  à leur 
désir..  J’ose  espérer  <pie  la  conrcfioii  du  texte  laissiTa 
peu  à désirer,  et  que  cette  Traduction  ne  déparera  pas 
la  belle  Collection  d’Ouvrages  scii'iitiliques  sortis  des 
pres.ses  de  la  niai.son  C.autliier-A  illai^s. 

Puissent  ces  efforts  réunis  être  de  cpieUpie  utilité 
aux  p^ersonnes  qui  voudront  consacrer  leur  temps  à 
l’étude  de  l’Astronomie!  I/ambition  des  I raducteurs 
de  cet  Ouvrage  sera  satisfaite,  s’ils  ont  contribué, 
dans  la  modeste  mesure  de  leur  pouvoir,  à ranimer  en 
France  le  goût  de  la  plus  noble  et  de  la  plus  attravante 
des  sciences. 

C.  WOLF. 

Paris,  i'**  juillet 
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D’ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE 


INTRODUCTION. 


1.  — Thansi'objiatio'i  des  ccm)rdonnées.  — Formules 
DE  LA  Trigonométrie  sphérique. 

1 . Transformation  des  coordonnées . — L'Astronomie  sphérique 
a pour  but  de  déterminer  la  position  apparente  des  astres  sur  la 
voûte  céleste  au  moyen  de  coordonnées  sphériques  rapportées  à 
certains  grands  cercles,  ainsi  que  les  relations  qui  lient  ces  coor- 
données entre  elles.  On  peut  encore  indiquer  le  lieu  d’un  astre 
dans  l’espace  par  des  coordonnées  polaires  : ce  sont  les  angles  que 
la  droite  menée  de  l'astre  an  centre  de  la  sphère  céleste  forme 
avec  certains  plans  et  la  distance  de  l’astre  au  centre  de  cette 
sphère,  dont  le  rayon  sera  toujours  pris  pour  unité.  Les  coor- 
données polaires  se  transforment  facilement  en  coordonnées  rec- 
tangulaires; toute  l’Astronomie  sphérique  étant  ramenée  à des 
transformations  de  coordonnées  rectangulaires,  nous  commen- 
cerons par  rechercher  les  expressions  générales  de  ces  transfor- 
mations. 

Considérons  dans  un  plan  un  système  d’axes  rectangulaires,  et 
désignons  par  jc  et  y*  les  coordonnées  d’un  point,  par  r la  lon- 
gueur de  la  droite  qui  joint  ce  point  à l’origine,  et  par  v l'angle 
de  celte  droite  avec  la  partie  positive  de  l’axe  des  x;  on  a 

x=rcosi’,  ^ = rsini’. 

Prenons  maintenant  dans  le  même  plan  un  autre  système 
I.  I 
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(l'axes  de  même  origine,  et  désignons  les  nouvelles  roordonnées 
par  x',  y'  et  r';  on  a 

y = /■  cosi'',  /'  = /-sini''. 

Soit  .aussi  ic  l'angle  que  fait  la  partie  positive  de  l'axe  des  x' 
avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x,  et  comptons  tous  les  angles 
dans  le  même  sens  de  o"  à 360“;  on  a 

V z=v  tv, 

eldès  lois 

x = rcosp  cosiv  — rsine'siniv, 
y — r sine'  cosie  + rco%v'  sin«>, 

ou  bien 

X ■=.  x'  cosie  — y'  sinw, 
y ■=!  x'  sin  w -+-y'  cosiv, 

et  de  meme 

x' = .rcosie -t- / siniv, 
y'  — — X sincv  +_)•  cos  (P. 

Ces  formules  sont  vraies  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives  de  x,y  et  «•. 

2.  /Application  îles  formules  précéilentes  aux  coordonnées  po- 
laires. — Soient. z les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  0, 
a'  l'angle  que  le  rayon  vecteur  passant  par  ce  point  fait  avec  sa 
projection  sur  le  plan  des  xy , B'  l'angle  que  cette  projection  fait 
avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x,  ou  l’angle  qu’un  plan  pas- 
sant par  l’a.xe  des  z et  par  le  point  O fait  avec  le  plan  des  xz,  et 
compté  de  0“  à 36o°  de  la  partie  positive  de  l’axe  des  .e  vers  la 
partie  positive  de  l’axe  des/.  Kn  prenant  le  rayon  vecleur  égal  à 
l’unité,  on  a 

X = cos  B' cos  fl',  / = sin  B' cos  fl',  z = sin  a'. 

Si  l’on  appelle  a l’angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  par- 
tie positive  de  l'axe  des  z,  et  si  l’on  compte  cet  angle  de  o"  à 
36o"  de  la  partie  positive  de  l’axe  des  z vers  la  partie  positive  des 
axes  des  x et  /,  on  a alors 

x = sin  fl  cos  B',  / = sin  a sin  B',  z = cosa. 
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Si  l’on  conçoit  maintenant  un  second  système  x',jr',  z'  de  coor- 
données rectangulaires  dans  lequel  l’axe  des^'  coïncide  avec  celui 
des/,  et  les  axes  des  x'  et  des  z'  font  l'angle  c avec  les  axes  des  x 
et  des  z;  si  l’on  nomme  b l’angle  que  le  rayon  vecteur  fait  avec  la 
partie  positive  de  l’axe  des  z'.  A'  l’angle  jjue  fait  le  plan  passant 
par  le  point  O et  l’axe  positif  des  z'  avec  le  plan  passant  par  les 
axes  positifs  des  x et  des  z [les  deux  angles  b et  A'  étant  comptés 
respectivement  dans  les  mêmes  sens  que  a et  B'),  on  a 

x'  sin  b cos  A' , r ' = sin  i sin  A' , z'  tzz  cos  b. 

Et  comme,  d’après  les  formules  de  transformation  des  coor- 
données, 

z = x'  sin  c -I-  z'  cos  c, 
x = x'  cos  c — z'  sin  c, 

on  obtient 

cos  O = sin  6 sin  e cos  A'  -i-  cos  b cos  c, 
sin  ti  sin  B'  = sin  b sin  A', 
sin  <1  oosB'  sin  b cos  c cos  A'  — cos  b sin  c. 

3.  Formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique,  — 
Supposons  maintenant  une  sphère  ayant  pour  centre  l’origine,  et 
décrite  d’un  rayon  quelconque  (supposé  égal  à l’unité);  si  l'on 
joint  par  des  arcs  de  grands  cercles  le  point  O et  les  intersec- 
tions Z,  Z'  des  axes  des  z et  des  z'  avec  la  surface  de  la  sphère, 
on  obtient  ainsi  un  triangle  sphérique  OZZ'  dans  son  acception  la 
plus  générale,  les  angles  et  les  c6té*s  pouvant  être  plus  grands 
que  i8o°.  Les  trois  cotés  OZ,  OZ',  Z'Z  seront  respectivement  a, 
b,  c.  L’angle  sphérique  A au  point  Z',  formé  par  les  plans  pas- 
sant par  O et  Z'  et  par  Z'  et  Z,  sera  égal  à A',  tandis  que  l’angle  B 
au  point  Z sera  généralement  égal  à i8o° — B'.  Si  l’on  introduit 
donc  A et  B,  au  lieu  de  A'  et  B',  dans  les  équations  du  n°  2,  on 
obtient  les  formules  suivantes,  applicables  à tout  triangle  sphé- 
rique : 

cos  a — cos  b cos  c -+-^sin  6 sin  c cos  A , 
sin  O sin  B = sin  ê sin  A, 
sin  a cosB  ~ cos  i sin  c sin  b cos  c cos  A. 
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Ce  sont  là  les  trois  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie 
sphérique,  <|ui  n'exi)i  iincnt  autre  chose  qu'une  simple  transforma- 
tion de  coordonnées. 

On  peut  toujours  considiTer  un  sommet  quelconque  d’un  trian- 
gle sphérique  comme  ^lant  la  projection  du  point  O sur  la  sur- 
face de  la  sphère,  et  les  deux  autres  sommets  comme  les  points 
d’intersection  des  axes  des  z et  des  z'  avec  cette  surface  ; alors 
les  formules  précédentes  sont  applicables  aux  autres  éléments,  si 
l’op  permute  convenablement  entre  eux  les  cotés  et  les  angles.  On 
aura,  en  rassemblant  tous  les  cas, 


(2) 

(3) 

(4) 


1C0S  a = cos  b cos  c -t-  sin  A sin  c cos  A , 
cos  b = cos  a cosc  -|-  sin  a sin  c cos  B, 
cos  c =:  eos  a cos  A -I-  sin  a sin  A cos  C ; 

I sin  a sin  B =-  sin  A sin  A, 

< sin  a sin  C = sin  c sin  A, 

( sin  A sin  C =:  sin  r sin  B ; 


isinfl  cosB  = cos  A sine  — sin  A cosc  cosA, 
sina  cosC  cosc  sin  A — sine  cos  A cosA, 
sin  A cosA  = cosfl  sine  — sina  cosccosB, 
sin  A cosC  = cosc  sina  — sine  cosa  cosB, 
sine  cos  A = cosa  sin  A — sina  cosA  cosC, 
\ sine  cosB  =:  cos  A sina  — sin  A cosa  cosC. 


Divirses  forniuirs  de  Trignnomètrie  xi>hériquc.  — Si  l'on 
divise  les  formules  (4)  par  les  formules  (3)  correspondantes,  on 
obtient 

sin  A cotB  = cot  A sine  — cosc  cosA, 
sin  A cote  = cote  sin  A — cos  A cosA, 
sin  B col  A = cota  sine  — cosc  cosB, 
sin  B cote  = cote  sina  — cosa  cosB, 
sine  cot  A = cota  sin  A — cos  A cose, 
sine  cot  B = cot  A sir. 7“  rosa  cose. 
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Si  l'on  donne  à la  dernière  équation  lu  forme 


. „ . cosèsinasinB  . _ „ 

sinCcosH=:  , cosa  sin  B rosC, 


on  obtient 


sin  b 

sinC  cos  B ==  cos  è sin  A — cos  a sin  B cos  C, 
sin  A cosi  = cosBsinC  sinB  rnsC  cosa. 


Celte  équation  correspond  à lu  première  des  équations  (4)  où  les 
angles  sont  changés  en  côtés,  et  réciproquement.  En  permutant 
les  lettres,  on  obtient  les  si\  équations 

sin  A cosè  = cos  B sinC  + sin  B cosC  cosa, 
sin  A COSC  = cosC  sinB  -I-  sinC  cosB  cosa, 
sin  B cosa  = cos  A sinC  -I-  sin  A cosC  cosi, 
sin  B COSC  = cosC  sin  A -4-  sinC  cos  A cosi, 
sin  C cosa  = cos  A sinB  -I-  sin  A cos  B cosc, 
sin  C cos  b = cos  B sin  A -i-  sin  B cos  A cosc . 


La  division  de  ces  équations,  par  les  équations  (3)  correspon- 
dantes, donne 

sina  col  b — cotB  sinC  -t-  cosC  cosa, 
sinacotc  = cotC  sin  B -I- cosB  cosa, 
sin  b cota  — col  A sin  C -I-  cosC  cosb, 
sin  b cote  = cote  sin  A + cosA  cosè, 
sine  cota  = cot  A sin  B 4- cos  B cosc, 
sine  coté  = cotB  sin  A -(- cosA  cosc. 

Les  équations  (G)  donnent  ensuite 

cosA  sinC  :=  sinB  cosa  — sin  A cosC  cosè, 
cosB  sinC  = sin  A cosi  — sinB  cosC  cosa. 


Si  l'on  substitue  dans  la  première é(|uation  la  valeur  de  sin  A cosA 
tirée  de  la  seconde,  on  obtient,  en  divisant  par  sinC, 

cos  A = sinB  sinC  cosa — cosB  cos  C, 

I 
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et,  par  une  permutation  des  lettres,  les  trois  équations  suivantes 
correspondantes  aux  formules  (a),  où  les  côtés  sont  changés  en 
angles  et  vice  vend  : 

cosA  = sinB  sinC  cosa  — cosB  cosC, 
cosB  = sin  A sinC  cosi  — cos  A cosC, 
cosC  = sin  A sinB  COSC  — cosA  cosB. 

5.  Formules  de  Dclambre  et  de  A'éper.  — Si  l’on  ajoute  les 
deux  premières  des  formules  (3),  on  obtient 

sina[sinB  -+-  sinC]  sinA[sinô  -1-  sine] 
nu 

sin]  a cos]  (B  — C)  cos]  a sin]  (B  -I-  C) 

— sin  ] A sin  ] (6  4-  c)  cos]  A cos]  (ô  — c), 

et  par  soustraction 

sin  ] a sin  ] (B  — C)  cos  ] a cos  ] (B  4-  C ) 

= sin  ] A cos  ](ô  4-  r)  cos  ] A sin  ] (ô  — c). 

On  obtient  de  mémo,  par  l’addition  et  la  soustraction  des  deux 
premières  formules  (4), 

sin]  a cos  ] (B  — C)  cos]  a cos]  (B  4-  C) 

— sin]AsinJ  (5  4- c)  sin]  A cos  ] {b  4- c), 

sin]  asin]  (B  — C)  cos]  a sin  ] (B  4-C) 

= cos]  Asin  ] (6  — c)  cos]  Acos]  (ô  — c). 

Ces  quatre  équations  contiennent  le  produit  de  deux  des  for- 
mules de  Delambre,  et  on  peut,  par  la  combinaison  de  ces  équa- 
tions, obtenir  ces  formules  isolément;  il  faut,  à cet  effet,  se 
procurer  encore  une  autre  équation  dans  laquelle  paraisse  une  ^ 
combinaison  nouvelle  de  ces  formules.  Pour  cela  nous  nous  ser- 
virons d’une  des  équations  suivantes  : 

cos]  acos]  [B  4-  C;  cos]  a sin  ] (B  4-  C) 

= sin  ] A cos  ] ( é 4-  c)  cos  ] A cos  ] ( ô — c], 
sin  ] a cos]  (B  — C)  sin]  a sin  J (B  — C) 

= sin  ] A sin î A sin]  (ô  — c), 
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que  l’on  obtient  par  l'addition  et  la  soustraction  des  deux  pre- 
mières formules  ((J) 

Si  l'on  pose  maintenant 


sin 

; A 

sin  J (ô  4-  c) 

«, 

sin  j 

a 

cos 

1(B 

-C) 

= a', 

sin 

iA 

cos  y {b  + c] 

cos  y 

O 

cos 

i(B 

+ C) 

= P'. 

co$ 

f A 

1 

C 

= r. 

sin  y 

a 

sin 

ï(B 

-C) 

= 7'. 

l*OS 

ÎA 

cosÿ  (i  — e) 

= <î, 

cos  J 

a 

sin 

HB 

+ C) 

= S', 

les 

six 

équations 

v'P' 

= 7P. 

a P 

t __ 

»p, 

*’v'  = “7> 

Y S’ 

= yS, 

P' 5'  = 

d'où  l'on  tire 

«'  = a,  p’  = p,  3'  = S, 

ou  bien 

«'  = — a,  p'  = — p,  ■/'  = — ■),  J'  = — J. 

On  a ainsi,  entre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  sphérique, 
les  relations  suivantes  : 


I sin  i A sin  I (i  -I-  c)  = sin  j «cosÿ  (B  — C), 

) sin  j A cosy  {b  4-  c)  = cos  J n cos  J (B  -H  C), 

j cosy  A sin  J (ô  — r)  = sin  j sin  j (B  — C), 

I cos  J A cos,  {b  — r)  cosj-'n  sin  ÿ (B  -+-  C), 

ou  aussi 

sin  y A sin  ) ( ô 4-  c)  = — sin  J a cos  J (B  — C), 

sin  y A cos  ÿ ( i 4-  c)  = — cos  J a ^ ÿ (B  -t-  C), 

cos  j A sin  y (ô  — c)  m — sin  J o sin  J [B  — C), 

cos  j A cos  J [b  — c)  = — cos  J n sin  ÿ (B  4-  C). 


Cf 


Soit  que  l’on  cherche  deux  côtés  et  l’angle  compris,  ou  bien  un  côté 
et  les  deux  angles  adjacents,  les  deux  systèmes  d’équations  donnent 
les  mêmes  valeurs,  ou,  du  moins,  des  valeurs  nedifférant  entre  elles 
que  de  Sfio".  Si  par  exemple  on  cherche  K,  b,  c,  alors  les  deux  sys- 
tèmes donneraient  pour  ÿ (ô  4-  c)  et  y (é  — c)  les  mêmes  valeurs 
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et  pour  j A des  valeurs  différant  de  i8o",  ou  liicn  pour  |A  les 
mêmes  valeurs,  el  pour  i ( i + c),  J ( 6 — e)  des  valeurs  différant 
de  iSo”.  Ainsi,  dans  tous  les  ras,  les  valeurs  de  A,  de  b et  de  r, 
tirées  de  l’un  ou  de  l’autre  système,  ne  différeront  jamais  que  de 
36o°:  ces  quatre  formules  (9)  sont  d<inc  générales,  cl  il  est  indif- 
férent, dans  le  calcul  de  A,  b,  c,  d’employer  les  valeurs  n.  B,  C, 
ou  ces  mêmes  valeurs  augmentées  ou  diminuées  de  3()0"  (*). 

Les  quatre  équations  (9)  sont  employées  lorsque,  connaissant 
un  côté  et  deux  angles  adjacents,  ou  bien  deux  côtés  el  l’angle 
compris,  on  cherche  les  trois  autres  éléments  du  triangle;  on  s’en 
sert  le  plus  commodément  île  la  manière  suivante. 

Supposons  que  n.  B,  C soient  donnés;  on  cherchera  d’abord 
les  logarithmes  de 


(') 

cos  ; ( B — 

C), 

(4) 

cos 

j(B-f-C), 

(’■) 

sin  ; n. 

(5) 

ros 

(3) 

sin^(  B — 

C). 

(6) 

sin 

; (B-^c), 

et  ceux  de 

(7)  sin; 

jri  cosj  (B 

-C), 

(9) 

sin  J 

a sin  j 1 B — 0), 

(8)  eus;  acos;  (B -f  C),  (lo)  cos  ; a sin  ; ( B -t- C). 

Les  quotients  de  (7)  par  (8)  et  de  (9I  par  (10)  sont,  d’après 
les  formules  de  Delambre,  égaux  à 

lang{  f ô -t- c'i  et  tang;  (i  c), 

ce  qui  fait  connaître  b el  c.  Ensuite  on  cherche  cos;  (ô  -t-  c)  ou 
sin  ;-(6  -t-  c).  selon  <l"®  cosinus  est  le  plus  grand,  ou  le  sinus; 
et  lie  même  pour  cos;  (é  - c)  et  sin^*  ~ «n  retranche  le 
logarithme  du  premier  (cos  ou  sin)  du  plus  grand  des  deux  lo- 
garithmes {7)  on  (8)  et  le  logarithme  du  second  du  plus  grand 


C)  Cos  rormulcssont  désignées  en  France  sous  le  nom  dejormuirt  de 
Detamhrr,  qui  les  publia  pour  la  première  fois,  en  1807,  dans  la  fonaao- 
ranee  des  Temps  pour  1809  (p.  443)-  'i'"’  "'■*  P'“* 

tard  dans  l'ouvrage  Thi  oria  motus  cvipoium  calesvum,  p.  5o  el  sui». 

(iYo/^•  des  iraducteurs.) 
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(les  deux  logarithmes  (g)  ou  (lo),  on  obtient  ainsi  sin  j A et 
cos  I A;  de  là  on  tire  tangj  A,  et  par  t,-onsé(|uent  A.  Comme 
sin  J A et  cos  j A doivent  donner  le  même  angle  que  lang  ) A,  on 
a là  un  moyen  de  contrôler  l'cxaclitude  du  calcul. 

Faemple.  — Soient  données  les  valiurs  suivantes  {*) 

a = I i“25'56",  3, 

B =;  184  ■ 6.55  ,4> 

C = I I . 18. 4»  I 3, 

on  a 

; (B-c  ) = m-'i.yf,  55,  ; (b+c)  ^ 97»42'47",85. 

cost  (B — Cj  ...  2,797  64i3,  cos  j (B-i-C)  ...  i ,127  8o46n, 

sin  J a ...  2,998  2605,  cosj  a . . 1 ,997  835i , 

sin  I (B— C)  ...  I ,999  1432,  sin  \ ( B-f-C) . . i ,996 o526, 

sin  J a ros  J {B  — C)  ...  3,7959018,  sin  J a sin  J (B— C)  ...  2,997  4‘’^7> 

cos  J a cos  J (B-t-C) ...  1,125  6397//,  cos  J a sin^  (B-t-C) ...  i ,993  8877, 

• 5(*-+-<^)  ~'77”'9'‘3".49»  ; (4  — c;  — 5«45'24",i3, 

COSy(4  + C)...  1,9995248a,  cosJ(4 — c, ...  1 ,997  8042, 

sinj  A ...  t ,126  1 149,  4.=r  i83"  4^  ^7"*  62, 

cos  J A ...  1 ,99^3  o835,  c — 1 7 1 . 33 .49  ,36, 

;a  — 7»4o'59",38,  A=  15.21.58,76. 

Si  l'on  avait  pris 

B = - 175»  53’  4",  6, 

et  par  conséquent 

; ( B 4-  C j — 82.17.12  , 1 5, 

HB  — C)  = — 93. 35. 52  ,45, 

un  aurait  eu 

y(4-t-c'  = 2.40  46  ,5l, 

;-(4-r;=  185.4524,13. 

(*)  I.H  lettre  n |ilacêc  un  lo|janlhnic  iiKlit|iie  que  le  nombre  <ioit 

être  pris  avec  le  signe  — . 
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et  enfin 


b=  i83»  4' 37", 62, 
c = — 188.26.10  , 64 . 


On  trouve  les  y4nnlogies^dc  Ncpcr,  en  divisant  les  formules  de 
Delambrc  les  unes  par  les  antres.  .Si  l’on'remplare  respectivement 
A,  B,  CparBjC,  A et  a,  b,  e par  b,  c,  a,  les  équations  (g)  donnent 


(î)®) 


tang;(A  -4-Bj  = 
tangi{A-B)=^ 
tang;-[fl  -)-i)  = 
tang;  (n  - b)  = 


COS 

1 (" 

— M 

ros 

;(« 

+ b)' 

sin 

-b) 

sin 

1 (« 

V) 

cos 

i fA 

- B) 

cos 

;(A 

+ B) 

sin 

;{A 

-B), 

■B) 


cot  J C, 
cot  J C , 

I •angj'-. 

tang;e. 


().  Emploi  d'un  angle  auæitiaire.  — Comme  presque  tontes 
les  formules  des  n“  8 et  i eonliennent  des  binômes,  et  sont  par 
consé<|uent  incommodes  pour  le  calcul  logarithmique,  il  peut  ^ 
avoir  avantage  à les  convertir  en  monômes;  on  y parvient  par 
l’introduction  d’angles  auxiliaires.  Soient  deux  quantités  quel- 
conques, X et  positives  on  négatives;  on  peut  toujours  poser 
les  équations 

X = m sin  M, 


alors 


y — m cosM, 

X 

tang  M — -1 

m — /r’  -4-  y’, 


et  les  valeurs  de  M et  m sont  toujours  réelles.  Or,  d.tns  tontes  les 
formules  précédentes,  les  binômes  sont  formés  de  deux  termes 
dont  l’un  contient  le  sinus  et  l’autre  le  cosinus  d’un  même  angle. 
Si  l’on  suppose  les  coefficients  du  sinus  et  du  cosinus  proportion- 
nels au  sinus  et  an  cosinus  d’un  même  angle  auxiliaire,  on  ponrrat 
appliquer  les  formules.connues  pour  le  sinus  et  le  cosinus  d’un 
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I I 

binôme,  et  obtenir  de  celte  manière  des  expressions  commodes 
pour  le  calcul  logarithmique. 

Soient,  par  exemple,  à calculer  les  trois  formules 


cos  n = cos  b cos  c + sin  b sinccos  A, 

f 

sin  a sin  ^ = sin  ô sin  A, 

sina  cos  B = coi  b sin  c — sin  6 cos  c cos  A. 


L 


h 


On  posera 

sin  ô cos  A = /n  sin  M , 
cos  b = ni  cos  M ; 

on  a alors 

cos  a =z  m cos(c  — M), 
sin  a sin  B = sin  ô sin  A , 
sin  a cos  B = rn  sin  ( c — M ). 

Lorsqu’on  connaît  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  B,  on  peut, 

en  remplaçant  m par  sa  valeur  ^ ^ servir  des  formules 

sin  M 

suivantes.  On  calcule  d'abord 


et  l’on  trouve 


tangM  = tang  b cos  A, 


tang  B — 


tang  A sin  M 
sin  ( c — M) 


tang  <7  = 


lang  (c  — M ) 
cos  B 


Il  faut  remarquer  qu’au  moyen  des  Tables  de  logarithmes  de 
Gauss,  qui  donnent  le  logarithme  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence de  deux  nombres  connus  seulement  par  leurs  logarithmes, 
un  calcule  plus  aisément  les  trois  équations  sous  leur  première 
forme  sans  le  secours  d’aucun  angle  auxiliaire.  Ces  Tables  ont  été 
publiées  par  Zech  avec  sept  décimales,  et  par  Hoüel  avec  cinq 
décimales. 


7.  Calcul  approché  d 'un  angle  au  moyen  de  la  tangente  ou  du 
sinus.  — En  général,  on  détermine  toujours  les  angles  que  l’on 
cherche  jiar  leurs  tangentes;  car  celles-ci  variant  plus  rapide- 
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ment,  la  valeur  de  l’angle  est  alors  déterminée  avec  une  plus  grande 
approximation. 

Suit  une  variation  très-petite  de  l'angle,  on  a 

A Ltangx)=  

sma.e 


On  exprime  ordinairement  les  variations  d’angle  en  secondes  ; 
mais  comme  la  tangente  est  exprimée  en  parties  du  rayon  pris 
pour  unité,  il  faut  exprimer  la  variation  Ax  aussi  en  parties  du 
rayon,  par  conséquent  la  diviser  par  le  nombre  206  264 ,8  ( *). 
Les  logarithmes  employés  ici  sont  hvperbolit|ues  si  l’on  vent 
introduire  les  logarithmes  de  Briggs,  il  faut  encore  multiplier 
par  le  module  M=  0,4342945.  Enfin,  si  l’on  veut  exprimer 
A(lngtangx)  en  unités  de  la  dernière  décimale  des  logarithmes 
employés,  il  faut  encore  inulliplier  par  10'  lorsque  les  logarithmes 
ont  sept  décimales.  On  obtient  ainsi 


A(log  tangx; 


Ax" 


2M 


sin  2x  206  264 


42.1 


d’où 


„ sin2J* 

Sx*'  = A(ïogtanb'x). 


Cette  éqiialiini  fait  voir  avec  <[iiellc  exactitude  on  peut  obtenir 
la  valeur  d'un  angle  au  moyen  de  la  tangente.  Kn  effet,  suppo* 
sons  que  l'on  emploiedes  logarithmes  à cinq  décimales  seulement; 
comme  le  calcul,  en  général,  n’est  sûr  qu’à  deux  unités  près  de 


(”}  Le  nombre  206  qui  a |iour  logarithme  S»3i4  tonjour*  em- 

ployé lorsqu'on  veut  conrertir  en  secondes  d'arcs  des  grandeurs  exprimées 
en  parties  du  rayon,  et  tuer  vrrsâ.  i e nombre  de  secondes  contenues  dans  la 
circonférence  est  1596000,  et  la  cireonférciice  exprimée  m parties  du  rayon 
est  5 îT  = 6,28^  i853.  Le  rapport  de  ces  deux  noiubret  est  ao6  Si 

011  veut  convertir  en  lecondcs  d'arc  des  grandeurs  cxpriméi's  en  parties  du 
rayon,  il  faut  multiplier  ces  grandeurs  par  ce  nombre,  et  les  diviser  au  con- 
traire par  ce  nombre  lorsqu'on  veut  exprimer  en  parties  du  rayon  des 
quantités  donnee.s  en  secondes  d'are.  Ce  nombre  n'est  d'ailleurs  autre  chose 
que  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon,  et  son  inverse  ex- 
prime  le  sinus  ou  U Ungente  d'une  seconde. 
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I;i  dernière  décimale,  on  a 

A (loj;  tang.r)  200, 

et  l’erreur  résultant  pour  l'angle  sera 

„ 200"  , . 

A X — f sin  2j:  = 5 sinax. 

42,1 

Ainsi,  avec  cinq  décimales,  l'erreur  ne  sera  jamais  plus  grande 
que  5"sin2a:,  et,  comme  le  maximum  de  sin  2x  est  rmiitc,  la  plus 
grande  erreur  ne  montera  qu'à  5",  pour  un  angle  voisin  de  45°. 
Avec  des  logaritliiAes  à sept  décimales,  l'erreur  sera  cent  fois  plus 
|ietile,  et,  par  conséquent,  l’incertitude  de  la  valeur  d'un  angle, 
calculé  par  la  tangente,  montera  au  plus  ù o",o5. 

Mais,  <|uand  on  calcule  un  angle  par  le  sinus  ou  par  le  cosinus, 
A(log  sin  jr)  ou  i (log  cosx)  contiennent,  au  lieu  du  facteur  sin  2a-, 
les  facteurs  tangx,  ou  cou,  dont  les  valeurs  peuvent  varier 
de  O à QO  . On  voit  donc  que  de  petites  erreurs,  dans  le  loga- 
rithme du  sinus  ou  du  cosinus  d'un  angle,  peuvent  produire  de 
grandes  erreurs  dans  la  détermination  de  l’angle,  et  qu'il  est  ainsi 
toujours  préférable  de  calculer  les  angles  par  les  tangentes. 

8.  Formules  relatives  aux  t/ianf;les  rectangles.  — Si  dans  les 
formules  de.s  triangles  sphériques  obliquangles  on  fait  un  des  an- 
gles ég.il  à 90°,  on  obtient  les  formules  pour  les  triangles  rectangles 
Dans  la  suite,  nous  représenterons  toujtnirs  l’hypoténuse  par  /i,- 
les  deux  côtés  de  l'angle  droit  par  c et  c',  et  les  angles  respective- 
ment opposés  par  C et  C'.  Si,  dans  la  première  des  formules  (2), 
on  pose  A = 90",  on  a 

cosA  = cosc  cosc', 

et,  dans  la  même  hypothèse,  la  deuxième  des  formules  (3)  donne 
sin  A sin(l=  sine. 

De  1.1  première  des  formules  (4),  on  tire 
sin  A cosC  = cosc  sine'. 
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et,  en  divisant  par  la  valeur  de  cosA,  on  a 
lang/i  cosC  = tangc', 

tandis  que  si  l'on  divise  par  sin  A sinC  sine,  on  a 
cote  = cote  sin  c' 


ou 

tangc  tangCsinc'. 

On  aurait  pu  aussi  obtenir  ces  deux  rormules  par  la  deuxième 
des  équations  (5)  et  la  troisième  des  équations  (^),  en  y posant 


A _ 90». 

En  multipliant  la  dernière  équation  par  l’équation  analogue 
tangc'  = tangC'  sine, 


on  obtient 


cosA  = cotCcotC'; 


enlin,  si  l'on  combine  les  deux  équations 


sin  A sinC'=  sine', 
sinA  cosC  = COSC  sine', 

on  obtient 

eosC  — sinC'  cosc. 


Ainsi,  on  a les  six  formules  suivantes  qui  comprennent  toutes 
les  combinaisons  des  cinq  éléments 


(lo) 


ros  A = cosc  cosc', 
sine  = sin  A sinC, 
tangc=  tangA  cnsC', 
tangc=  tangC  sine', 
cosA  = rotC  cote', 
cosC  = cosc  sinC', 


au  moyen  desquelles,  deux  éléments  d'un  triangle  rectangle  étant 
donnés,  on  peut  trouver  les  autres. 

La  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du  n“  6 montre 
que  l'emploi  des  grandeurs  auxiliaires  in  et  M repose  sur  la  dé- 
composition du  triangle  quelconque  en  deux  triangles  rectangles. 


Digilized  by  Google 


FORMULES  DIFFÉREMI'IELLES. 


l5 


En  tTfet,  si  on  abaisse,  par  exemple,  du  sommet  C d'un  triangle 
quelconque  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  le  côté  c, 
m représente  dans  les  formules  du  n"  6 le  cosinus  de  cet  arc  per- 
pendiculaire et  M la  portion  du  côté  c comprise  entre  le  sommet  A 
et  le  pied  de  l’arc  perpendiculaire. 

9.  Formules  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphérique.  — 
En  Astronomie,  il  faut  toujours  emprunter  certaines  données 
ü des  observations  dont  on  ne  peut  jamais  garantir  l’exactitude 
absolue;  on  doit  donc  admettre  pour  chaque  donnée  la  possibilité 
d’une  petite  erreur.  Dans  chaque  problème,  on  aura  .i  discuter 
l’influence  d’une  petite  variation  des  données  sur  le  résultat 
cherché.  Mous  sommes  ainsi  conduits  à différentier  les  formules 
de  la  Trigonométrie  sphérique,  en  regardant  toutes  les  grandeurs 
comme  variables. 

Si  l’on  différentie  la  première  des  équations  (a),  on  a 

— iinada  = [ — sinô  cosc  cos  ô sine  cos  A]  db 

■+■  [ — cosb  sine  -4-  sin  b cosc  cosA]  de 
— sin  A sin  c sin  A r/  A. 

I4:  coefficient  de  db  est  égal  .à  — sinncosC;  celui  de  de  est 
égal  à — siiirtcosB,  et  si  l’on  renq>lace  le  coefficient  de  r/A  par 
— sinn  sine  sin  B,  on  obtient  la  formidc  différentielle 

du  = coiC  db  cash  de  4- sine  sin  Brf  A. 

Différentions  la  première  des  équations  (3),  après  avoir  pris  les 
logarithmes  des  deux  membres 

eotada  -f-  cotBr/B  = col  b db  cot  Ar/A . 

Au  lieu  de  différentier  la  première  des  formules  (4),  différentions 
la  première  des  formules  (5),  résultat  de  la  combinaison  des  for- 
mules (3)  et  (4)«  nous  obtiendrons 

— ^ ^ _l_  Trot  B cos  A — sin  A coscl  r/A 

sin»  B '■ 

.f  r . . ■ 1 . 

== : — - db  4-  cot  A cosc  4-  rosA  sine  de, 

sin'A  '• 
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cosC 


sinA  cosi;  ,,  sine  cosn  . 

rfB — f/A  = —y  flb  + ,lc. 

siu'B  sinB  sin’b  sini 

En  multipliant  celle  é(|ualion  par  siiiB,  un  truuvc 

siiifl  sinC  cosflsinB  , 

— - — r rfB  — cosCf/A  = : — -rlh  H . , — de, 

un  b sin  & sino 

nu  enÜn 

sinr?r/B  — sinCr/A  — cosn  sin  Br/r  — sin  i cos  G f/A. 


La  première  des  formules  (8),  traitée  comme  la  première  des 
forinules  a),  donne 

f/A  = — cosff/B  — cos  Af/C  -I-  sin  b sinCf/a. 

En  résumé,  les  équations  différentielles  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique sont  donc 

dn  = cosCf/A  cosBf/c  + sin  A sin  Ci/ A , 
cotfjf/«  + cotBf/B  = cotAf/A  -I-  colAf/A, 
sinof/B  — sin  G f/A  — cosn  sin  B f/c  — sin  A cosGc/A, 
dK  — — cosff/B  — cosAi/G -t-  sinAsinCf/o. 


10.  Formules  approchées  pour  de  petits  angles.  — Quand  on 
emploie  de  petits  angles,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  prendre 
le  cosinus  égal  à l'unité,  et  l'arc  égal  à son  sinus  ou  à sa  tangente; 
ainsi,  si  l'on  veut  exprimer  l'arc  en  secondes,  on  peut  remplacer 
sinn,  ou  tangn,  par  7.06265  a.  Mais,  si  les  angles  ne  sont  pas 
assez  petits  pour  qu’il  soit  permis  de  négliger  le  carré  de  l’arc, 
on  peut  procéder  de  la  manière  suivante;  on  a 


Sinn 


= I — ; n' 


et 

d’où 


cosn  =1  — V n'  -t-  u' 


^ cosn  = I — ÿ fl'  -4-  ...  , 
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On  uLlIcnt  donc,  en  ne  conservant  (juc  les  troisièmes  puissances, 


= y c«s« , 


a = sin«  y secrt  . 

Celte  formule  peut  être  cniploycc  jusqu’aux  angles  de  io“,  pour 
lesquels  l'erreur  M'atteint  pas  une  seconile,  car 


log  sin  t o"  y sec  1 u"  = i , , * 

et  en  y ajoutant  le  logarilhnie  5,3i4  425i,  on  trouve  pour 
nombre  corresjmndant  36ooo",  j4  •o"o'o*,74- 

11.  Dvorlnppvments  en  nrrirs  /'rri/iie/nnir/it  ciiiplorrs  lions 
V Aslnmumie  sphéiiijue.  — 1“  Si  l'on  a une  expression  de  la  forme 


I — « cosx 

on  peut  facilement  développer^  en  une  série  ipii  procède  d’après 
les  sinus  des  multiples  de  l'angle  x.  En  eilct,  posons  tang:  = — , 
nthn  — milii  . , 

d ou  f/:  — . I expression  precedente  nous  donne,  en 

III’ -I- II’ 

considérant  a et  y eoiiime  variables, 

»/>  sin  r 

ilii  I — 'J  U cos  .1  a ' 

et  si,  par  la  meiliode  des  coefficients  indéterminés,  noj.s  dévelop- 
pons en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  noos  avons, 
en  snppesant  a i , 

ity  . . . _ 

rr:  sin  J- -i- a sin  2.r -+- a’S!n3ar -f- . . :*). 
du  ' 


(•  On  voit  facitemeni  que  te  premier  terme  est  sin  J et  que  te  eoetll- 
cient  (Je  a"  se  trouve  par  t.a  relation  de  reciirreiiee 

= ’’  '1,-1  eos  -v  — A,-:- 
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Inl>’grons  cctli-  cqiialjun,  en  observant  que  y s'annule  avec  a:, 
nous  obtenons 


(12)  = rt  sin  J-  + ^ d’siii  2x  + j n’sinîx  -t-  . . . . 

2°  On  reneontre  souvent  deux  éijiiations  de  la  forme 

A sin  B ^ O s;n.r , 

A cos  B _ 1 — acosx. 

Il  s'agit  d'exprimer  B et  log  \ eu  séries  procédant  suivant  les  sinus 
et  les  cosinus  des  iiiiilliples  de  x.  Or 

osinx 

tang  B = 

I — O cosx 


La  formule  (12),  appliquée  à l'angle  B,  le  donne  immcdiatenient 
eu  une  série  procédant  suivant  les  sinus  des  multiples  de  x.  Pour 
développer  log  A en  série,  prenons  la  valeur  de  A 

A — V 1 — 20  cos.e  -i-  a’. 

La  méthode  des  coeificienls  indéterminés  donne 

n eus  X — o ’ , , ■> 

_ _ — «cosx -t- a-C0S2x o' cos 3r + ..  . I ). 

I — 2«  cosx  + «’ 

f/« 

En  multipliant  cette  expression  par , Je  premier  membre 

est  égal  à 

1 t/log(i  — 2«cosx-t-n’)  ' 

2 >/o  * 


et,  en  intégrant,  il  vient 

,j  ^ j fos-c  «’  — log  A 

^ ‘ i — — (n  cosx  + ! «’ COS2  r -t- I «’cos  3x -t- . .), 


ear  pour  « = o,  on  a log  A o. 


(*)  On  voil  f^uc  le  cocfticicDl  tie  « csl  cosjt  et  ejue  le  coeflicient  de 
est  donriê  par  Ki  relutiun 

= 3 cosx  — A^^,. 
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3"  Soient  le»  deux  autres  équations 

A sin  B = a sin2 , 

AcosB  =:  I -I-  acosx, 

en  remplaçant,  dans  (ta)  et  (i 3),  x par  i8o"  — æ,  on  obtient 

(■4)  B = asinx  — j a’ sin  2x  j a‘ sin  3 x — . . . , 

log  y*i  + aa  cosx  -i-  — log  A 

= acosx  — Ja’cosax  +■  ÿa’cosSx  — 

4“  Lorsqu’on  a l’expression 

tang/  = n tangx, 

on  peut  la  ramener  facilement  il  la  forme 


car 


tang/  = - 


a sin  .r 
— acosx' 


tang  (r-x)=z 

1 -I-  tang.)  tangx  i + /itang’x 

(n  — i)  sin  X cosx 

cos’.r  -f-  nsin’x 

(n  — i)  sinx  cosx 


Il  un 

h - cos  2x  H — cos  2X 

a 2 2 2 

n — I . 

, . sin  2 X 

\n  — I ) sin  2 X « -t-  I 

(n+i) — (n  — ijcosax  n — t 

I cos  2 X 

n -+-  I 


Ainsi,  étant  donnée  l’équation  tang.r  = n tangx,  on  obtient 


(.6) 


n — \ . I / „ _ , \ J 

sinax-f--  - sina.r 

n — I 2 I / • 


sin  6x-l-  . . . . 


2. 
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astronohir  sphérique. 


Si  l'on  fait 

/?  = cos  a , 

un  aura 

* ,1 

_^_=_tang’,x. 

et  l’équation 

tang  / = cosx  tangx 

donne 

(.7)  i"=: 

— tang’  4 X sin  2 X -t-  j tang'  j asin{  x 
\ tang''  4 xsintîx 

Si 

n — séc  a , 

alors 

n — ! 


//  -h  ï 


— lang’}*, 


< t IVqualion  tang/  = séca  tanga:  donne 

(i8)  _^  = a-  -t-  lang’7  stsin  2 a-  -1-  lang‘  J asin  4‘T  + • • • • 


l’uisque  l’on  a 


cos  * — cos  8 ...  . I , . > 

. ■ tang  - 6 — x)  tang  -,  (p  + a), 

COS  3t  -h  eus  P 


vt 


sm  a — sin  f 
sin  a *+*  siii  { 


— lang  ; ( K — P)  cot  {-  (x  -I-  P)  ; 


cos  a 

lin  obiiendra  donc,  si  lang/  = — ^ langa-, 

y ^ JC  — tang  j (x  — P ' tang  1 {a  + S)  sin  2.r 

-t-  ; tang’  a — P)  tang’  i(x  -I-  p)sin4-r  — . . 

sin  X 

i t SI  tang  r = — -tang.r, 
smp 

X — .r  -h  tang  j(x  — P)  cotj{x  + p)siir>  j 

-H  I tang’  ; (x  — P)  cot’  5 (a  -I-  P)  sin4-r  + . . • • 
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An  moyen  des  deux  dernières  fornniles,  on  peut  développer 
en  séries  les  analogies  de  Néper,  car  l'équation 


tangi 


, , sini  (A  — B)  , 

b)  — — -i-  tangif 

sin  J ( A + B j ® 


donne 


ou 


^'.a  — b)  — \c  — tang  j B col  ] A sin c 

-f  \ tang’  ’ B cot’i  A sin3c  — .... 

— b)  ■+■  tang  J B rot  j A sin  (n  — h) 

-I-  -J  lang’j  B cot’ÿ  A sin3.(«  — i)  + . . . . 


De  même  l'équatiou 

tangi  («  + h) 

donne  les  séries 

i ((7  -l~  i)  =;  i f -f-  tangi  A tangi  B sinr 

-f-  -i-lang  i A tang’  J B sin  3 c -t-  , 

— tang  j A tang  i B sin  (ti  -t-  b) 

-f-  -J-  tang’  J A tang’  J B sinî.fo  -I-  6)  — .... 

On  transforme  en  séries  semblables  les  deux  autres  analogies 
î - B)  - H -8o»-  Cl. 

cos  ~ f ft  — b)  , - 

tangi  ( A -T-  B)  — — tang  1-  (180"  — C ). 

5"  Il  arrive  souvent  qu’une  quantité  j-  donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

cos  r — cosj-  -I-  b, 

doit  être  develo|)pée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  b. 
Le  théorème  de  Taylor  appli>|ue  à l'equation 

arc  cos  (cos.r è ) , 


cos  J { A — B ) 

c-^;ta:t-b;‘^"«’' 
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* 

donne,  en  posant 

cosx  = i et  y =z/^z -i- b), 

el  pui$(|iie 

/(*)  = 


il  - 

dx 

I 

dz 

r/(cosx) 

sinx 

d'f  _ 

\ sinx. 

> 

cos.r 

dz' 

iix 

rf(cosxJ 

sin'x 

ai- 

\ sin'x 

) dx 

I -1-  3 cot’x 

dz^ 

dx 

</(cosx) 

sin'x 

(■9) 


b b’ 

y—x T , cola:  

sinj;  sin’.r 

— j ( I + 3 col’x)  + . . . . 

' sin'x 


()°  De  même  si  on  avait  l'équaiion 

sinj-  = sinx  -f-  6 , 

on  aurait  la  série 


(30) 


b . i’ 

r — X H h J cot  X — — 

cosx  cos’x 

b^ 

+ i [ I -4-3  tani>’xl H . , 

• ‘ ^ eos’x 


Remarrjite.  — Voir,  pour  les  iléveloppemenls  en  séries,  un  Mé- 
moire de  Encke,  inséré  dans  le  n“  5Ga  des  Aslrononiisrhe  N/ic/i- 
ric/iten. 


II.  — I.NTERI'OLATIO.N. 


12.  But  de  l'interpolation.  — On  se  sert  ronstamment,  en 
Astronomie,  de  Tables  tpii  donnent  les  valeurs  de  certaines  fonc- 
tions correspondant  à des  valeurs  déterminées  des  variables.  Mais, 
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dans  l'applicalion,  on  a aussi  besoin  de  connaître  les  valeurs  de 
la  fonction  pour  des  valeurs  des  variables  qui  ne  sont  pas  conte- 
nues <lans  les  Tables.  Les  métbodcs  qui  permettent  d'obtenir  ce 
résultat  portent  le  nom  de  ntillinilrs  el'inlerpolalion.  Elles  ont 
pour  but  de  substituer  à la  fonetion,  dont  l'expression  analytique 
est  ou  entièrement  inconnue,  nu  incommode  pour  le  calcul  nu- 
mérique, une  antre  fonction  plus  simple,  déduite  des  valeurs 
numériques  données,  et  qui  puisse  remplacer  la  véritable  fonc- 
tion dans  les  limites  des  applications  qti'on  veut  en  faire. 

D’après  le  théorème  de  Taylor,  on  peut  toujours  développer 
une  fonction  en  série,  suivant  b s puissances  entières  des  varia- 
bles. Ce  théorème  ne  souffre  d’exception  que  dans  le  cas  où,  pour 
une  valeur  déterminée  delà  variable,  tin  des  coeflicienls  différen- 
tiels devenant  infini,  la  fonction  cesse  tl’ètre  continue  dans  le  voi- 
sinage de  cette  valeur;  le  calcul  d’interpolation  étant  une  con- 
séquence de  ce  théorème,  exige  que  la  fonction  soit  continue 
entre  les  limites  des  appliralions. 


Notation  des  différences,  — Soit  iv  l'intervalle  oti  la  diffé- 
rence de  dettx  arguments  consértitifs  ( différence  qu’on  regarde  ici 
comme  constante);  un  tics  arguments  étant  représenté  par  a,  un 
atitre  le  sera  par  n-t-me,  n étant  la  variable;  soit,  de  plus, 
y(o  -f-  mv)  la  fonction  correspondante  à cet  argument. 

Désignons  par  /‘'[a  -t-  n -(-  {)  la  differct.ee  entre  deux  valeurs 
consécutives  /{a  -t-  me),  et  f\a  -t-  {«  H-  t)<e],  {a  -é  n -h  J ) est 
la  moyenne  arithmétique  des  deux  arguments  consécutifs,  le  fac- 
teur le  étant  sous-entendu  (*).  Ainsi,  la  différence  /{a  4- «•) — f[a) 
est  dé.signée  par  /'{a  ■+■  ));  la  différence /{a-ht-ir) — /[a  H-  ce) 
est  désignée  par  /'la  -t-  ’).  La  même  notation  sert  pour  les  diffé- 
rences d’ordres  supérieurs,  ordres  tpii  sont  inditjués  par  le  nombre 
des  accents.  Par  cxenqile,  la  différence  /'{a  ■+■  -‘- ) — /'{"  + î)  tst 
désignée  par  /"(a  -+  9),  différence  secomle. 

On  a ainsi  le  tableau  suivant  des  arguments,  des  valeurs  cor- 
respondantes de  la  fonction  et  de  ses  iliffcrences. 


(*)  Cctlc  notation  trrs>cumniodc  a clé  iiitroiiiiite  par  Enck<^  »oii 

Mciiiuiro  Sur  les  tjuutii  atures  jnrcttniifuet^  dans  1<‘  Jahihuch  dû  Horlin,  1837. 
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Argument. 

Fonction. 

Diff.  I 

Diir.  II. 

DifT. 

lit. 

Diff.  IV. 

n — 3tu 

f{a—Z  te 

a — 1 fl* 

f(n  — ite 

/'(«- 

/'(«■ 

i\n  — 

i) 

-î) 

/' 

a — 

f[n—  IV 

) 

/'(«  - 

i) 

/"(« 

{i 

/' 

a 

/(") 

/'(«) 

A" 

f'[  n -t- 

i) 

a il' 

/(«-t-  (*■ 

) , 

fia  -f- 

t) 

/' 

/'(«  -r- 

') 

■n 

/*'(« 

a a IV 

a»' 

/'(cr^ 

î) 

«1-3(1'  y'{rt-4-3(i') 


Toutes  les  differcnres  qui  ont  im-ine  argument  sous  le  signe 
fonctionnel  se  trouvent  sur  la  même  ligne  liorizonlalc;  les  diffé- 
rences d'ordre  impair  ont  toutes  un  argument  égal  à n augmenté 
ou  diminué  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  a. 


13  Formule  d'interpolation  de  Neiflon.  — D'après  le  théo- 
rème de  Taylor,  on  a 

(n)  y (a  + nce]  = a -(-  p me  -f  yn’  (c’  -f  . . . . 


Si  l'expression  analylique  de  la  fonction  était  connue,  on  pour- 
rait évaluer  (»,  p,  7,  o, . . . , car 

a=/H,  p_-^,.... 


or  on  suppose  que  cette  expression  n’est  pas  donnée,  ou  du  moins 
ne  peut  être  emplovée,  et  ipi’on  connaît  seulement  des  valeurs  nu- 
mériques de  la  fonction  répondant  à des  valeurs  déterminées  de 
l’argument.  Mais,  si  dans  l’équation  (n)  on  substitue  successive- 
ment les  diverses  valeurs  de  n,  on  obtient  autant  d'équations 
qu'on  connaît  de  valeurs  de  la  fonction,  lesquelles  serviront  à 
faire  connaître  autant  de  coeflicienls,  a,  p,  7,  lî, . . . . 

On  voit  immédiatement  que  a—f\n)  et  que  p(V,  yo--, 
s’expriment  linéairement  au  moyen  des  différences  de  la  fonction 
donnée  qui  peuvent  elles  niéines  se  ramener  à une  certaine  série 
de  dilferenees,  de  telle  sorte  qu’en  général  /[a  + me)  peut  être 
pris  sous  la  forme 

f[n  -t-  mv)z=:/[a]  -t-  -t-|)  + t)  + 
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où  A,  B,  C, . . . sont  drs  fonctions  de  n dclerminées  par  l'intro- 
duction de  certaines  valeurs  de  cette  variable. 

Si  n est  un  nombre  entier,  la  fonction  ntv)  se  déduit  de 

f[a)  et  des  différences  precedentes  par  de  simples  additions  suc- 
cessives, en  considérant  les  différences  d’nn  certain  ordre  comme 
constantes,  supposant  ainsi  ejue  les  valeurs  de  la  fonction  for- 
ment une  progression  arithmétique  d'ordre  supérieur.  Si  les  dif- 
férences premières  sont  constantes,  f[tt  -+■  mv)  sera  siinpleincr.t 
égal  à /{a)  -I-  nf'[a  -4-  J ) ; si  les  différences  .secondes  sont  con- 
stantes, on  devra  .ajouter  .à  la  valeur  précédente  le  produit  de 
/"{a  -f-  t)j’ar  lu  somme  des  nombres  de  i à n — i,  c’est-i-dire 

n n — il  . 

par \ St  les  différences  troisièmes  sont  constantes,  on 

1.2 

devra  ajouter  à la  valeur  obtenue  précédemment  le  produit  de 
y",n  -1-  ’ ) par  .la  somme  des  nombres  i , i -t-  2,  i -t-  2 -I-  3, . . . , 

/ . . 1-  1 

I -I-  2 -t-  ...  (n  — 2),  c est-a-dire  par  — ■ On  a donc, 


en  général, 
A - //, 
et  par  suite 

I /("  - 

(')  ' 


B=- 


/i(/i  — 1) 


C- 


1.2.3 


« [n  — i)  (//  — 2) 

r.“2T3  ’■ 


Hie)  nf'[a  4-  | ) -4 --'-/"(n  ■ 


n{n  — I ) [n  - 

t .2.3 


2I 


• n- 


(')  On  le  voit  aisément  par  la  inaiiiêrc  dont  la  fonction  est  formée  à 
l'aiilt?  de  scs  diffcrcnces.  Si  ou  les  desi^pic  eu  cricl,  pour  abrc(]er,  par 
obtient  le  tableau  suivant: 


/;«) 

A“)  

if’-i-/" 

/.‘O-'i/'-r- 

/a)-t-  i/'-t-  lo/‘ 

/(«)  -I-  (>/'-!-  i5/'-i-  70/' 

/(‘■)-4-7/'+''/’-4-3.V 


—T 


r 

/'-I- 

/'-i-C/'-i-ii/"' 


iiitt  II  Dur.  lit 


r 

/'-t-i/" 

r+ij" 


r 

r 

r 

r 

r 
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Cette  formule  est  connue  sous  le  nom  de /onnitle  d 'interpolation 
rie  Newton.  Le  coefficient  de  la  dilfcrence  de  l’ordre  n est  le  coef- 
ficient de  X"  dans  le  développement  de  (l  .r)“. 

Exemple. — Jabrbueh  de  Berlin  de  i85o  donne  pour  les 
longitudes  heliocentricpies  de  Mercure,  à midi  moven  : 


Janv.  o 
2 
4 
& 
8 
10 


O / n 

3o3  a5  1,5 
3(0.  G.5i ,5 
3iy.  7.29,5 
324.29.39,9 
332. iG. 17,2 
340.30.20,6 


Diff.  I. 

O f 0 

-4-  G 4>  5o,o 
-4-7.  0.38,0 
■+■  7.22. 10,4 
-4-  7-46.37,3 
-4-  8. 1 4 - 3,4 


Diir.  II. 

-4-  18  46,0 
-4-21.32,4 
-4-  24.26,9 
-4-  27.26,1 


Diir.  III.  Diir.  IV. 


+ 2' 44’ 4 

-4-10, 1 

-4-  2. 5^,5 

4,7 

-4-  2.59,2 


Si  l’on  veut  en  déduire  la  longitude  de  Mercure  à raidi  moyen  • 
pour  janvier  1,  on  fera 


/(«)  = 3o3"25'i",5  et  « = 


ensuite 


ProdniU- 
3°  20'  55”,o; 


«-4-4)  = -I- 6“4 1' 5o',o,  fl  — f 
/I  -4-  I ) = -4-  0. 18.48 ,0,  ^ = — f — O.  2.21  ,0; 

«-4-|)  =-4-0.  2.44,4,  = -4- fj  -4-0.  0.10,3; 

:«  + 2)  =-4-0.  0.10,1,  O.  0.4. 

Il  faut  ajouter  4 y(n) 

-4-  3‘>i8'.f3",f). 

La  longitude  de  Mercure,  pour  janvier  i à o’’,  est  donc 

3oG->43'45",4. 

La  formule  de  Newton  peut  s’écrire  sous  une  forme  plus 
commode  tjiii  offre  l’avanlage  démultiplier  par  îles  fiaetions  plus 
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simples 

f[a  + « «.)  =/(«)  H-  n f\a  + ; ) + ^ }/"(«  + ■) 

On  a alors  dans  l'exemple  précédent 

*■  ProduiU. 

/'’((?  4- 2)  =4-0“  o'io",  r,  — =: — I — 0°  o'  6", 3 

. 4 

/' (a  + I)  — o'  6",3  =4- O.  2 38,1,  — ——  { —O.  I 19  ,0 

/"(«  4-  i)  — 1. 19  ,0  =4-  0. 1 7 . 28  ,8,  — — ï — O.  4 - >2 

./'  («  4- i)  — 4-^’-  .2  =+ 6.37.27  ,8,  ^=4-|  4-3.18.43,9 

/(a)4-3»i8'43",9  = 3o6"43'45",4, 

14.  Autres  formules  d’inter/iolation.  — On  peut  encore  trans- 
former la  formule  de  Newton  de  manière  ù n’employer  qne  les 
différences  ))lacées  sur  une  même, ligne  horizontale,  c’est-à-dire 
en  parlant  de  f(n),  les  différences  qui  ont  pour  argument  a et 
a 4-  4;  les  deux  premiers  termes  de  la  formule  de  Newton  sont 
ainsi  conservés;  et  on  a 

/"(a4-l)=/''(a)-^/-{a4-M, 

/'(a4-î)^/“(a  + ;)+/-(a4-  1) 

==/>  -t- 1)  +/■'(«; .-!-/'{«  -f-  4}. 

/•'(a4-2)=:/"(a  4-  l)  4-/’(a  4-  J) 

= /"'(a)  ?■/',«  -t-  ÿ)  +/"(a  i). 

/'(a  4- I )=/'(«  4-  4- /-(a  4- 5) 

= /’'(a  4-  ; ) -(-/"‘(a  4-  1)  -+-/''(â  4- 2), 

•••  y 

on  obtient  ainsi,  pour  coeflicient  de /"(a) 

2 ' 
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])Our  coefficient  de  /"(a  + j ) 


n[n  — i)  n[n  — i)  (/j  — 2)  (ri-hi)n(n — i) 

1.3  1.2.3  I .2.3  ' 

|>oiir  coefficient  de /”(«) 

n{n — 1)  (n — 2)  n {n — i)  {«  — 7.){n — 3) (n-t-  i)//{n — 1 ) ffr  — 2) 

1.2.3  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4 

et  enfin  pour  coefficient  de  + l) 

n( fl  — i)(^  — 2)  ■ n {n  — i)(«  — 2)  ^ n — 3) 

1.2.3  ^ 1.2. 3. 4 

n{n  — i)(n  — 2)(«  — 3){«  — 41 

H ,.“2. 374 15  ”■ 

i'h  H- 2)  {n  + :)«(/?  — i)  « — 2' 


1 .2. 3. 4. 5 

La  loi  de  formation  est  évidente,  et  la  formule  complète  s'écrit 


/(«+««■;— /(a)  -f-  n/'[a  -f-  J)  + -/"{n) 


(n  -f-  i)  a (a  — i) 


(2)  i 


\ 


(n- 


1.2.3 

_ 1)  _ 2) 


I . 2 . 3 . 4 


/• 


(n  + 2)  H -h  i)n[-’i — l)  («  — 2^ 

• 17^73:4.5  ^ 


A la  place  des  différences  contenant  («  + }),  introduisons  les 
différences  contenant  (n  — -t  il  vient 

/'(«  + ï)=/'(«-^) +/"(«;. 

/’(«  + 4) -/'(a -;)+/’■(«). 


Ainsi,  les  coefficients  des  différences  d'ordre  impair  restent  les 
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niènies,  tandis  que  le  coefficient  de  /"[a)  est 

n(n  — i)  n n -t-  1) 

n H 1 

1.2  12 


et  le  coefficient  de  f"[a)  est 

(«-t-i)n(n — 1)  ^ (n-f-i)n(n — i)(« — 2)  _{n — i)  «(n-)- i)(n-l-2) 

r?T3  ' nrfi  1.2  3.4 


On  obtient  ainsi 

/{a  +nw)  —f[a)+nf'[a  — ^)  + 


{n  — i)  n(n  + 
I 2.3 


/^H-,)/»(«-M)(«+2) 

1.2. 3. 4.  ^ ' ' 

(/I— 2)(rt  — l)n{«  + l)(/i +2) 

• ■ i.2.3;4".5‘  ' 


où  la  loi  de  furnialion  est  évidente. 

Quand  on  doit  interpoler  une  valeur  dont  l'arguinent  tombe 
entre  a et  o — u>,  rt  est  négatif.  Mais  si  l'on  veut  (jiie  n soit  tou- 
jours une  quantité  positive,  il  faut  dans  la  formule  précédente 
remplacer  n par  — n\  et  l'on  a 


I 1.2 


l3)  I 


{n  -+-  \ ) n {n  — i)(n  — 2) 

1 . 2 . 3 . 4 


/■'(«) 


(rt4-2l,/l-f-l)«>— 0(7  — 2)  ,,,  ,,  , 

r:2. 3.4.5  ■'  ^ — 


On  emploiera  cette  formule  dans  tous  les  cas  où  l'on  vomira  in- 
ler|)oler  pour  <les  argumi  nts  qui  précèdent  ri. 

En  écrivant  les  formules  (2)  et  (3)  comme  on  a fait  précé- 
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(leimiieni  pour  lu  formule  de  Nenton,  on  obtient 

|/(o  + «<«•)  =/(  fl)  + n I /'(a  -t-  })  + 


l3fl) 


|/(fl  — «'•■)— /(fl)  — " I /'("  — ï)  — 


On  emploiera  la  première  formule  (ifl)  si  (fl  + ««■)  est  plus 
près  de  a que  de  (fl  -t-  «’),  lu  seconde  (3a)  si  (fl  — «»•)  est 
plus  près  de  a que  de  (a — «■)  ; et  si,  dans  le  tableau  donné 
ci-dessus  des  fonctions  et  de  Kurs  différences,  on  imujjine  une 
droite  horizontale  dans  lu  région  de  la  valeur  de  la  fonction  qu’on 
veut  inter))(»ler,  il  faudra  toujours  se  sc’rvir  des  différences  qui 
sont  les  plus  rapprochées  de  la  ligne  horizontale,  sc^t  en  dessus, 
suit  en  dessous.  On  n'a  pas  besoin  d'avoir  égard  aux  signes  des 
différences,  il  faut  seulement  corriger  chaque  différence  de  ma- 
nière qu’elle  se  rapproche  de  celle  qui  est  de  l’autre  côte  de  la 
ligne  horizontale.  Par  exemple,  si  l’on  emploie  la  première  for- 
mule, et  que  l'argument  .tombe  entre  a et  a -f-  J le,  la  droite 
horizontale  passera  entre  f a)  et  /‘"(n-t-i);  il  faudra  donc 
ajouter  à f"(a) 

+ ^-/'(fl  + ;)  = + [/>  + ■)-/"(«)]• 


Donc  suivant  que  /"{n)  sera  plus  grande  ou  plus  petite  cpib 
/''(»  -t-  i),  f\n)  sera  diminuée  ou  aogmenti-e  par  cette  correc- 
tion, et  ainsi  s’approchera  toujours  de  f“[a  -i-l). 

On  atteint  enuire  une  exactitude  plus  grande,  si  l’on  prend 
pour  dernière  différence,  la  moyenne  aritiiméti(|ue  des  diffé- 
rences «pu  sont  les  plus  rapprochées  de  la  ligne  horizontale. 
INous  di-signerons  la  moyentie  arilhmétique  des  deux  différences, 
eu  conservant  le  même  nombre  d’accents,  et  «m  mettant  entre 
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parenthèses  la  moyenne  arithmétique  des  deux  arguments,  de 
sorte  que 


/'(«-f  />)=-- 


f'{a  -+-  /J  — 


•+•  à) 

2 


Alors,  contrairement  à ce  qui  avait  lieu  précédemment,  on  a 
des  fractions  pour  les  différences  d'ordre  pair,  et  des  nombres 
entiers  pour  les  différences  d’ordre  impair,  de  sorte  qu’au- 
cune ambiguïté  n'est  à craindre.  Par  exemple,  si  l’on  s’arrête  à 
la  seconde  différence,  dans  cette  extrapolation,  on  prendra  la 
moyenne  arithmétique  entre  et  c’est-à-dire 

f"{a  -I-  au  lieu  du  terme 


/"(«)> 


on  prendra  le  terme 


c’est-à-dire 


Lorsqu’on  ne  prenait  que tout  le  troisième  terme  manquait, 
tandis  que  maintenant  il  manque  seulement 


r n [n  — 0(/r  -t-  l)  _ n — i)~1 

|_  1.2.3  1 .2.2  J 

n i n — \ \ { n — ^ ) 

/>  + ;)■ 


1.2.3 


Ainsi,  pour  n =;  { , l’erreur  qui  ne  di'pend  que  des  différences 
troisièmes  est  exactement  nulle. 

Pour  le  cas  de  n = J , interpolant  au  milieu  de  l’intervalle,  il 
est  indifferent  il'employer  la  formule  (2)  ou  la  formule  (3), 
car  on  peut  interpoler  en  avant  avec  rargiiment  n,  et  en  arrière 
avec  a -H  le.  La  combinaison  des  deux  équations  donne  une  for- 
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mille  plus  commode.  Pour  /?  = i,  la  formule  (2)  devient 


/>  + 2 =/(")  + i /'(« 


1. 2.3.4 


/■’(")  -4-- 


Au  contraire,  la  formule  (3)  appliquée  U l’argument  a -h  w 
donne 

/("  + ; “•)  =/(«  + ■)  - ; /'i^  -I-  ;-)  + />+ o 


(-  n 


i\  I s 

3 2 


I,,  2v3 


Si  l’on  prend  la  moyenne  aritlimétiqiie  des  deux  formules,  les 
termes  contenant  les  différence-s  d’ordre  impair  disparaissent,  et 
on  obtient,  pour  l'interpolation  faite  au  milieu  de  l’intervalle  des 
arguments,  la  formule  suivante  qui  est  très-commode  et  ne  con- 
tient que  les  moyennes  aritlimétiqiics  de-s  différences  d’or.Ire  pair 

/(o  + io.)=/(«-P  + 

■f'TT7/”('*  + 1)  — rrrr/’K"+ 
ou 

, . i /(" + i •>•)  =/(«  + î)  - i (•/"(«  + ;) 

où  la  loi  de  lormation  est  évidente. 


F.vr.upi.K.  — Clierclions  la  longitude  de  Mercure  pour  jan- 


vier  4, >2'’.  Nous  emploierons  la  forimile  ^2« 

) et  le-s  différences 

suivantes  ; 

Diff.  1.  Diff.  II. 

Diff.  III.  Diff.  IV. 

-+■  7°  o'38',o 

+ 2’ 44",  4 

Janv.  4 317"  7'ïg',  5 -i-2r32'',  .f 

— ïo",  1 

-t-  7 . 22 . 1 0 , 4 

-f- 2.54  ,5 

G 32i.2i).3ç)  .g  -1-24.20, g 

-■  4,7 
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Ici  donc  en  ne  faisant  aucune  attention  aux  signes 

n — I 3 «-f-i  5 « — 2 7 

2 8 3 ta’  4 *6' 

et  l’on  obtient 

Moyunno  arithmétique  clos 

Diff.  IV o“  o'  7",4XTi— O"  o'  3", 2 

DÛT.  III  corrigées o.  2.5i  ,3x-i\  = o.  i . 1 1 ,4 

Diff.  II  corrigées 0.22.43  ,8  X J =o.  8.3i  ,q 

Diff.  1 corrigées 7.13.39  ,0  X 1 — t.  4^-24  i7 

la  longitude  de  Mercure  pour  janvier  4i5  est  donc 

3i8”55'  54",  2. 

Si  l'on  cherche  la  longitude  pour  janvier  5,5,  on  emploie  la 
formule  (3n),  et  l’on  prend  les  différences  qui  se  trouvent  des 
deux  côtés  de  la  ligne  horiauiitale  inférieure.  On  trouve  ainsi  : 

Janvier  5,5,  longitude  = 322°36'56",  7. 

Comme  application  de  la  formule  (4")>  chercherons  la 
longitude  pour  janvier  5,o.  Nous  obtenons 

Moyenne  arithmétique  des 

Ciff.  IV X--f.  = — o»  o'  i",4 

Diff.  II  corrigées X — J = — o.  2.52  ,3 

Vaictirs  de  la  fonction.  . = 320.48.34  >7 

et,  par  suite,  la  longitude  pour  janvier  5,o  est 

32o”45' 42",4  (*)• 

Formons  maintenant  le  tableau  des  valeurs  interpolées  et  de 
leurs  différences  : 


("j  Hantim  a donné  dans  ses  Tabtet  de  ta  Lune  des  Tables  qui  facilitent 
remploi  des  formules  précédentes. 


I. 


3 
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Diir.  1. 

Uilf.  II. 

um.  III. 

Janv.  4>o 

317”  7' 29",  5 

1-48' i4', 7 

4,5 

3i8.55.54,a 

e i'23”,5 

-f-  1 

1.49.48,2 

• 2',f. 

5,0 

320,45.4^)4 

--  1.26,1 

-t-  ; 

1 . 5 1 . 1 4 , 3 

- 2,8 

5,5 

322.36.56,7 

^ 1.28,9 

-t-  1 

1.52.43,2 

f.,o 

3ï4. >9.39,9 

La  régularité  de  la  marriie  des  différences  montre  l’exactitude 
du  calcid  de  l'interpolation.  Celte  jtrciivc,  au  moyen  <les  diffé- 
rences, est  souvent  employée  dans  les  calculs  servant  à la  déter- 
mination d’une  série  de  valeurs  d’une  fonction  dont  les  arguments 
croissent  par  intervalles  égaux.  En  effet,  si  par  exemple  il  s’est 
introduit  dans  le  calcul  de/(rr)  une  erreur  x,  le  tableau  des  dif- 


férences  deviendra  le 

' suivant  : 

f {a  - 3ie) 
/ («  — 21e) 

/ (rt  — H-  ) 

rn,  s . 

/ (I— i)-f-ar 

/'(rt-i)-t-a- 

f[a)^x 

fin)  — IX  /■*(fl)-t-6,r 

/"(«-i-2)-i-3.r 

/(«  r-H'j 

f[n-r\'\-\-X  /”  (rt  -r  1)  — 4 J- 

f'(a  + \) 

/"(rt-t-  ;)-a- 

f [a  -e  21e) 

,r(«-t-2) 

/(«  ^ 3«') 

./■’(«  r-î) 

On  voit  ainsi  que  le  calcul  des  différences  met  en  évidence 
l’erreur  commise  sur  la  valeur  de  la  fonction,  et  que  la  plus 
grande  irrégularité  se  manifeste  dans  la  ligne  liorizonlalc  conte- 
nant la  valeur  inexacte  de  la  fonction. 

IS.  Calcul  iL-s  tlérivées  d'une  fonction  donnée  par  des  valeurs 
numériques.  — Il  arrive  souvent  qu’on  ait  à employer  les  valeurs 
numériques  des  dérivées  d’une  fonction  dont  l’expression  analy- 
tique est  inconnue,  et  qui  n’est  donnée  que  par  une  série  de  va- 
leurs numériques  correspondantes  à des  valeurs  équidistantes  de 
l’argument.  Pour  trouver  dans  ce  ras  les  valeurs  numériques  des 
dérivées,  on  se  sert  des  formules  d’interpolation. 
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Si  l’on  développe  lu  rorimile  d'interpolation  de  ?ii'wlon  suivant 
les  puissances  de  n,  on  a 

_/'  ( « -(-  «le  ) 

=/(")  + "[/'(«  + ;)  ~ n-..  j 


on  a aussi,  par  le  théorème  de  Taylor, 

,,  \ n s f{")  n’ie’ 

«fl  rtrt’  I . 2 


et  par  la  comparaison  des  deux  séries, 

= I [/'(»  + ;)  - ;/■("+')  +i/'i«  + 
= i !/>  + ■)  -/V  + SI+...I. 


On  trouve  des  valeurs  plus  commodes  pour  les  dérivées  à l’aide 
de  la  formule  (2)  du  n"  li.  Inlrodiiisotis  dans  cette  formule  les 
moyennes  arilhinétiijiies  des  différences  d’ordre  impair  en  posant 

/'(«  + !)-/'(") +7/"(«). 

/”;«  + {)=/-(«)  4- i/’'(fl), 


nous  obtenons 

/(fl  i- ««■)=/(fl) 4- n/’{a)  4-  -/"{'’l 


(n4-  1)  fl'(«  — i) 

1 .23.4 


/■'(<') 


formule  qui  contient  les  différences  d’ordre  pair  qui  se  trouvent 
sur  la  même  li"ne  horizontale  que  /(fl),  et  les  moyennes  arith- 
métiques des  différences  d’ordre  impair  qui  sont  des  deux  côtés 

3. 
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de  cette  ligne.  Si  on  la  développe  siiivanl  les  puissances  île  n 
on  a 


f\ti  -(-  me) 

=/(")  -+-  «[/'(")  — Tî/'{«)  — TTT /'"(") 

+ [/"(")  - Tï/”(")  -H  - . . .] 

+ 7^  [/'('’)  - - • • •] 


et,  par  suite, 


U»  - -•  • •], 


f/rt*  ir* 

I 

//ft* 


si  l'on  rlierelie  les  dérivées  pour  une  v.ileiir  de  la  fonction  qui  n'est 
pas  comprise  dans  les  données,  par  esemple  /(«-(-  me),  on  rem- 
placera dans  ces  formules  a par  (n  -f-  n),  de  sorte  que 


r/f:'n  me) 


r/n 


(<i) 


-t-  —/'{»  + «)—••■]• 


I rf  f(r7-t-  n»)  _ _1  4.  „) 
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I.es  dilTi'rencps  que  l'on  doit  cmplovcr  ne  se  iroiivcnl  p.is  dans 
le  tableau,  il  faut  les  calculer;  pour  les  diflerenres  d’ordre  pair, 
par  exemple  /"(o-t-n),  cela  est  facile,  car  on  peut  les  obtenir 
par  l'inlerpolalion  ordinaire  en  considérant  /"[ti  ■+■ 

coniuie  les  lonrlions,  et  les  différences  troisièmes,  ctiitime  leurs  dif- 
férences premières.  Quant  aux  différences  d’oidre  impair,  ce  sont 
des  moyennes  aritliméliqiies,  et  l’on  doit  tout  d’abord  trouver  une 
formule  pour  l’inlerpolalion  des  moyennes  arillimélii|ues.  !\cius 
avons 

/'(«  + «)  A" 

et,  par  la  formule  (2)  du  n"  iï, 

(n  -h  ])  n ( >1  — I ) 


/'(«  _ i + «)=/'{«  - i)  -1-  «/'■{«)  . 


1.2.3 


/’{<>  + 4 -H  « : =/'(«  + ; + «/"(«)  + 'il" 


( « -1-  i)  n (// 

r.  2 3 


'/’'(«}  + ••• 


On  obtient  ainsi,  en  prenant  leur  movenne  arithmélicjue,  la  for- 
mule d’interpolation  des  moyennes  arithmétiques  : 

/'(«  -t-  «:  =/'(«)  «/"{«) 


les  deu.x  termes 


n , , , (/I  -h  l)  — I ) , , . 

„/-(,,)  + — 


proviennent  en  effet  de  la  moyenne  arithmétique  des  termes 


et  '!h±^r[n 


tjui  donne 


7-/»  + 4-  4)  - ;ii. 
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En  comliinant  les  deux  termes  qui  conlienneni  on 

pourra  écrire  ainsi  la  forimilc  préicclente 


Lorsqu’on  donne  une  série  de  valeurs  numériques  d’une  fonc- 
tion dont  les  arguments  procèdent  par  intervalles  égaux,  on  peut, 
avec  les  formules  ( 5 ),  (G)  et  {^),  calculer  les  valeurs  niimeri(|ues 
des  dérivées  de  cette  fonction  pour  un  argument  quelconque,  au 
moyen  des  différences  d’ordre  pair  et  des  moyennes  arithmétiques 
des  différences  d’ordre  impair. 

On  peut  encore  trouver  |)our  res  dérivées  d’autres  formules 
dans  lesquelles  on  emploie  les  différences  d'oidre  impair  et  les 
moyennes  arithmétiques  des  différences  d’ordre  pair. 

En  effet,  si  dans  la  formule  d'interpolation  (3)  du  n“  1^  on 
introduit  la  moyenne  arithmétique  des  différences  d’oidre  pair, 
en  posant 

/['')=  /(®  “I"  — i /’("  "t"  î)> 

+ î). . 

/•'{«)  =/”(<'  - î/'("  ■+■  f'. 


» 

et  remarquant  que 

(«  -4- il  «{n  — l)  I n{n  — i) n(n  — l)f/>  — ÿ) 

1.2.3  7.  1.2  1.2.3 


17) 


|/'("  + ")—/'(«)  •+  "/"(«) 


2/)’ 


on  obtient 

/("  + "»')  =/("  -1-  s)  + ("  — !)/'("  -f"  i)  H — /"i"  + i 1 


njji  — I )(«  — ^1 

~772.3 


I . 2 . 3 . 4 
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Si  l'on  remplace  n par  n 


la  loi  (les  coefficients  devient 


pins  simple,  et  on  a 


/[n + {« +;)«■]=:/(«  + J’ -t- 77/' {a -f-  )) 


(«  + ;)(«-  ; 


t.2 

(«  -+-  ',)  n{n  ■ 

1.2.3 


+ ;) 


^1.2. 3.4 


En  développant  cette  formule  suivant  les  puissances  de  «,  on 
obtient,  d'après  la  formule  (4)  du  n°  14, 


"-640^ 


.X3T4  il  “ ■^"■J 


La  comparaison  de  cotte  formule  avec  le  développement  de 
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I)tv]  donné  j)ar  la  série  tie  Taylor,  montre  que 


(*^)  { d'*  fia  -f-  ' «') 


ï) 


Ces  formules  sont  surtout  comnioiles  qiuind  on  veut  calculer 
les  dérivées  d’une  fonction  pour  un  argument  qui  est  la  moyenne 
de  deux  arguments  consécutifs.  Soit  rargiimenl  n + (n  -t-  |)«e, 
on  aura 


(9)^ 


i!f\  a { n l)  nA  1 

■ lu, =/("  + . + ")-^/  1"  + ,-^") 


et  alors  on  calculera  la  différence /'(a  | + n)  et  généralement 

toutes  les  différences  d’ordre  impair  par  les  formules  ordinaires 
de  l’interj>olation.  Comme  les  différences  d’ordre  pair  sont  des 
moyennes  iiritlimétiqiies,  la  formule  à emplovcr  se  déduira  de  la 
formule  (’j)  pour  l’interpolation  des  moyennes  arithmétiques  d’or- 
dre impair,  en  y remplaçant  u par  a -t- ÿ et  en  augmentant  tous 
les  accents  d’une  unité;  on  aura,  par  exemple. 


„)  =/"{„  + 1)  + ;i 

+ - /■'(«  4- 


- 


Exempi.k.  — Dans  le  Jnlirhiiclt  de  Berlin  de  1848,  on  trouve, 
pour  les  ascensions  droites  de  la  Lune,^ 
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h 

Il  m • 

niii.  1. 

DUT.  II. 

nur.  III. 

nur.  IV. 

0 

ifi  i4  26.33 

m t 

dzlài  3,gg 

« 

L2 

i6.3ç).3o,32 

*-•23,75 

i 

-'-aS.a7,74 

-‘.39 

» 

0 

17.  4.58,06 

-4-22,36 

— 0.85 

-4-2.5.50, 10 

—2.24 

1^ 

17. 3o. 48, 16 

-H ‘AO,  la 

—0,79 

-t-26. 10.22 

-3,o3 

Hz 

0 

17. .56. 58, 38 

-f-17,<M) 

—0,67 

-1-26.27,31 

— 3,70 

Là. 

18. 23.25, 60 

-(- 1 3 , 3() 

-(-26.40,70 

îV, 

0 

1 8 . 5o . 6,3q 

• 

si  l’on  cherche  la  dérivée  première  pour  juillet  ijj  lo**,  Liii 
et  1 2**,  à l’aide  de  la  formule  (9),  on  doit  d’abord  calculer 
pour  ces  épo<]ues  les  différences  premières  et  les  différences  troi- 
sièmes. La  troisième  des  différences  premières  se  rapporte  à l’ar- 
gument juillet  G'';  elle  est  f'{n  J ).  Pour  10**,  1 1’’,  1 a*’, 
n sera  res|>cclivement  -j,  J.  Si  l’on  interpole  d’après  la  mé- 
thode ordinaire,  on  obtient 


y (rt-e  i -e  WJ.  y J w' . 

Pour  Lü!; -H  t5'"57*,  1 1 — 2*,5i, 

Pour  oJi  -4-  -yü.  fïH  ,81  , — 2,58, 

Pour  12*' -1-  2().  o ,4g  — 2 ,<)4. 


Pour  un  intervalle  <e=  12**,  les  dérivées  sont  donc 


Pour  lqÎî -t-  25'"  5*;*,  2 1 , 

Pour  1 1 *‘ ■ . ■ -4-  25.58, g?. , 

Pour  12*' -t-  28.  o,()o; 


si  l’on  veut  les  avoir  pour  i*"  d’intervalle,  on  doit  diviser  jiar 
et  l’on  obtient  les  valeurs  suivantes 


Pour  10'' -4-  a“'  g‘,7'7 , 

Pour  11*' -4-  2.  g,qi. 

Pour  12*' -4-  a . 10  ,o5, 

qui  expriment  pour  ces  époques  le  mouvement  horaire  de  la  Lune 
un  ascension  droite. 
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On  aurait  pu  employer  la  foriniile  (6),  cpii  renferme  les 
moyennes  aritliméliipies  des  ilifferenccs  d'ordre  impair;  alors, 
en  prenant  a = juillet  i3,  12’'  et  « = — J,  ce  qui  correspond  à 
juillet  i3,  10*’,  et  en  remarquant  que  d’après  la  formule  (’]) 

/'{«- ;|^-i-25">5C.',77  et  />-;)=.- 2%5i, 

on  aurait  obtenu  pour  valeur  de  la  dérivée 

Les  différences  secondes  sont 

Pour  io'‘ -4-  20', 55, 

Pour  II'' -t-  20 , 34  , 

Pour  12'' -t-  20 , 12 . 

0 

En  retranchant  le  douzième  des  différences  quatrièmes  et  divi- 
sant par  i44,  on  obtient  les  dérivées  secondes  : 

Pour  lo*" -t-o*,  1432, 

Pour  II'' -f-o  , 1417, 

Pour  12'’ -t-o  , i4o2  , 

où  l’heun-  est  prise  pour  unité  de  temps. 


Brmarqur,  — CnnstiUrr  sur  rinlcrpolation  lo  Memoire  de  Knckc,  dans  le 
Jrthtbuch,  pour  t83o,  et  1»^  Mémoire  déjà  cité  sur  les  quadratures  iiiecanique», 
doriK  le  Jahrùttchp  pour  i83y. 


III.  — TlIKOniK  DE  orKLOï’K^  INTÉGR.\I.Eî>  PÉEIMES  KMPLüVÉEîi 
EN  Astronomie  spiiÉnigLE. 

Jr*  «5 

e~''dt.  — L'intégrale 

O 

entre  les  limites  o et  » , o et  T,  T et  x , est  assez  souvent  em- 
ployée en  Astronomie  pour  que  nous  établissions  quelques  théo- 
rèmes tpii  s’y  rapportent  et  quelques  formules  qui  servent  ù son 
évaluation  numérique. 


/ 


prise 
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J'’* 

c dt  est  une  transformation  de  l’intégrale  eii- 

0 

lérienne  de  |)remière  espèce,  qn’on  appelle  fonction-ganimn.  Pour 
celte  inlcgnile,  on  emploie  la  notation 


(■) 


Je~‘  x“-'  d.r  = r(/( 
a 


), 


OÙ  a est  toujours  une  quantité  positive,  et  on  trouve  en  même 
temps 

I e~’  .r“-'  dx  — Çe~*  rf  I — ^ - — t-  — J x’  dx, 

id  partie  en  dehors  du  signe  Ç s'annulant  aux  limites,  on  obtient 

e-’x‘~'d.r  — ~ I e-‘.r’dx, 

n " J O 

ou  bien 

(2)  î,r(fl)=:r(«  + ,). 

Mais,  comme  on  le  voit  facilement, 

/ = r(i)  — I. 

^ O 

On  trouve  donc  pour  n entier 

r(/ï)  =(/j  — i)(/i  — 2)  {«  — 3). . .1. 

Si  l’on  pose,  dans  l’équation  (i),  x rr.  on  aura 

■ ■2.  f e-‘‘ rfr  = r (a), 

J O 

et  pour  a — { , 

t-'o 

Pour  trouver  la  valeur  de  cette  intégrale,  on  la  multiplie  par 
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e~J'  dy,  ce  qui  donne 


/■*x  nm 

— I I e~<-''-*r"idtdy. 

J O <^^0 

Si  i'on  pose  mninlen.int_7'  = .rt,  alors  dy  = tclx,  e(  on  obtient 

I / e-''dt\=  dx  Idf, 

\ ^ a J J O J (1 


et  coninic 


•X 

L 


! dt  — , 

*0 

j arc  tang«  — arc  tango)  = ^, 

j: 

r\U  = V^, 


et  ainsi 

(3) 

On  déduit  de  lit 


a-rft=.-;r(l)r=Ç. 


et  de  l’équation  ( 2 ), 


On  peut  introduire  dans  l’équalion  (i)  une  nouvelle  constante; 
car,  en  posant  .r  =:  hy,  k étant  positif,  les  limites  ne  changeront 
pas,  et  on  aura 

I c-*>  A*-' y’-<  kdy  = r(a); 

J O 

donc 


(4) 


I e~  ky  I dy  — 


r(«) 

k‘ 
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r* 

. 17.  Diverses  méthodes  de  ealeul  de  l 'intégrale  f e~'’  dt. 

J T 


Xao 

e~‘'  dt,  on  emploie  differentes  mé- 


thodes. 

1“  Si  la  valeur  de  T est  petite,  on  l'obtiendra  •facilement  en 
développant  e-'’  en  série;  on  a 


JfT  fl  fl  f, 

. '-''"=■^-3-7:^5-7707 


(—il" 


I . a ...  /I  2"  ' 


e~''  de 

0 

, Cette  série  sera  toujours  convergente,  car  à partir  d’pn  cer- 
tain rang  ses  termes  décroissent  indériniment  ; mais  la  conver- 
gence ne  sera  suffisamment  rapide  que  pour  de  petites  valeurs 
de  T. 

2“  Si  T est  grand,  on  se  sert  pour  calculer  la  transcendante 
d'une  autre  série  obtenue  à l'aide  d'une  intégration  par  parties; 
cette  série  prolongée  à l'inlini  est  cependant  divergente  et  ne  re- 
présente pas  l'intégrale;  mais  elle  peut  néanmoins  servir  à l’éva- 
luer avec  une  approximation  convenable,  car  elle  possède  cette 
propriété  rcmarrpiable,  que  la  somme  d’un  certain  nombre  de 
termes  de  la  série  diffère  de  l’intégrale  d’une  quantité  plus  petite 
que  le  dernier  terme  conservé.  On  a en  effet 


2 


=r  — * OD  obtientiru  aussi 


i: 


'■  dt. 


et,  en  intégrant  par  parties, 
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De  même 


_ ^ r i r^(-  * 

a J a J lU 

1 I I 3 /• 

= H P H le  — -î 

2 2 ('  2 2 J 

3 3 /•(/(— ie-'’)  rff  3 I e-'‘ 

4j'”  '•”4./  rù  7-  - 


4 a 


l>ar  su  ne 


r e-'V/  = — — fi î- 

./  2(  L 21- 


1.3 


1.3.5 

— — -4- . . . 

1.3.5. ..fan  — i) 
“ (21=)" 

_ ..3.5.  . . (an  + .) 

^ “H  ^/i4.i  J 

el,  en  prenant  pour  limites  T et  oo  , 

r*  e-T‘r  I 1.3  1.3.5 

IJt  ''  '-^L'  2r^(al=)’  (aT^^ 

] i.3.5...(a/i- 

(6)  ^ — {^‘7~ 

1 .3.5...  (an -t- 1)  fit 

jM-t-t  ^ £3ir^7 


Les  l'aeleurs  du  niiméraieur  vont  rontiniicllcment  en  croissant; 
ils  deviendront  donc,  au  bout  d'un  certain  temps,  plus  grands 
(|ue  aT’,  et,  à partir  de  ce  moment,  rhatjue  terme  se.'a  [iliis  grand 
(|ue  celui  qui  le  ))i'écéde,  puisqu’on  l'obtiendra  en  multipliant  le 
précédent  par  un  facteur  plus  grand  que  l'unité. 

Kn  considérant  maintenant  le  reste 


1.3.5.  . . (an  4-  t) 


i: 


fit 


il  est  facile  de  montrer  qu’il  est  plus  petit  que  le  terme  qui  le  pré- 
cède immédiatement.  La  valeur  de  l’intégrale  est  en  effet  plus  pe^ 
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par  la  plus  grande  valeur  de  e~'’  entre  les  limites  T et  30  , c’est- 
à-dire  f et  comme 


r*  fit 

Jt 


I I 

2«  -t-  I ï>"-e'’ 


le  reste  sera  toujours  plus  petit  que 


T., 

•pan-M 


Mais  cette  expression  est  précisément  le  terme  indiqué  pris  avec 
un  signe  contraire.  Si  donc  on  s’arrête  à un  terme  négatif,  le  reste 
sera  positif,  mais  plus  petit  que  le  dernier  terme  employé.  Par 
suite,  pour  avoir  au  moven  de  cette  série  la  valeur  de  la  transcen- 
dante avec  la  plus  grande  approximation,  on  continuera  la  série 
jusqu’au  terme  le  plus  petit,  et  l’erreur  commise  sera  plus  j>etite 
que  ee  dernier  terme. 

Une  autre  méthode  de  calcul  repose  sur  la  transformation  de 
cette  transcendante  en  fraction  continue,  ainsi  que  Laplace  l'a 
effectuée  le  premier. 

* / 

Posons 

(a)  e'’  I e~''fir  = U; 

J t 

alors 

r/U 

— j=z2te‘'  I tr^' it.r  — c'’c-'‘, 
lit  J, 


(P) 


= 2/U  — I . 

dt 


Mais  la  dérivée  du  produit  xy  est 

il"  xr  d"  X f/"“'.r  dy  n(n  — r/"'’.r  r/’  r 

dt’*  dt”  ‘ dt”~*  dt  1.2  dt*  lit* 


» 
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Celle  expression  est  iiiaxiinum  quand  X = a+a';  b valeur 
la  plus  probable  de  X est  ainsi  égale  à la  soninie  des  valeurs 
les  plus  probables  de  or  et  •c',  et  puiscpie  la  mesure  de  la  pie- 

c 

cision  de  cette  détermination  est  — r — il  en  résulte  que 

r'’  est  l'erreur  probable  de  X. 

Do  plus,  en  combinant  ce  résultat  avec  celui  qui  précède,  on 
voit  que  si 

X ---  a.r  ■+-  a' y, 

l'erreur  probable  de  X sera  égale  à 

On  peut  facilement  étendre  cette  proposition  un  nombre  quel- 
conque de  termes;  ainsi  dans  le  cas  de  trois  termes,  on  en  pren- 
dra deux  if’abord,  puis  on  combinera  le  résultat  avec  le  troi- 
sième. Par  conséquent,  si  l’on  a une  fonction  linéaire  quelconque, 

X = xr  -t-  ac'.r'  -t-  a"a"  . , 

et  si  r,  r',  r",.  . . sont  les  erreurs  probables  de  .r,  x',  j", . . 
l’erreur  probable  de  X sera  égale  à 

On’ en  conclut  immédiatement  l’erreur  probable  de  la  moyenne 
arithmétique  de  m observations,  quand  l'erreur  probable  de  cha- 
cune d’elles  est  r;  car  puisque 

n -t-  n'  -t-  /i"  -I-  . . 

X = --  5 

m 

l’erreur  probable  est 


Il  résulte  de  là  que  le  rapport  de  l’erreur  probable  de  «/  ob- 
servations à l’erreur  probable  d’une  seule  est  ou  que  le 
I.  5 
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27.  Détermination  des  coefficients  d'une  série  périodique  à 
t'aide  de  valeurs  numériques  données. 

Posons 

X =\  (rt„cos/>x  + 6^sin^j-), 

fmi 

OÙ  P prend  successivement  toutes  les  valeurs  entières  à partir 
(le  O,  et  soit  q un  nombre  déterminé,  nous  avons 


XroS7.rr=\  I — ros(/> -f  7)-r  h îcos(/j  — 7).»- 

^ L 2 2 

-(-  ^ sin  {p  + q)x  + — sin(/j  — 


Dans  celte  étpiation,  donnons  successivement^  x les  valeurs 

O,  2A,..  (« — i)A,  où  A=— J et  ajoutons  les  éijua- 

tions obtenues;  d’après  les  formules  (i)et(2)  du  n"2tî,  le  second 
membre  sera  nul,  sauf  In  somme  des  termes  cosinus  dans  Ics- 
cpiels  P + q — in  ou  P — 7 = in,  somme  (jui  contient  le  fac- 
teur n. 

Si  l'on  désigne  par  X,.a  la  valeur  de  X correspondante  à la  va- 
leur rX  de  X,  on  a 


/■  — n-  I 


V / " " 

=2  U 


')• 


LcsigneN  tin  second  membre  s'applique  à toutes  les  valeurs  en- 

liùres  de  mais  dansX  il  ne  peut  y avoir  aucun  coefficient  à in- 
dice négatif,  on  doit  donc  poser  <i_j  — o et  on  a 


(«) 


^ X,. A cos  7c A 


" r 

= — “h  y “f"  ^lN~q  “l" 


Sn^y  ■ 


Ici  se  présentent  deux  cas  particuliers  : 
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1“  Si  7 = O,  = «,  = <7+,,  ...  ; donc 

/•  = rt  — I 

(j)  ^ X,  i=  n[o, -+- <7, -t- +.  . .]; 


83 


2®  Si  7 = - 5 « fiant  un  nombre  pair,  n^=a„_^,  ‘i,^+q=o^^ 


donc 

r = ii  - I 

(8)  ^ X,. 

r mti 

Puisque 


A cos 


nrk 


fl  j^77„  ■+■  + . . . j . 


X sin  qx 


=y|2^si 


sin  (p  ■ 


sin  (p—q)x 


-f-  ^ COS(/>  — q)x  — ^ COS^/7  -I-  7)xJ, 


on  trouve  de  racine 

= « — 1 

^ Xj-Asin^rX 


(9) 


= — [ — ^"7-î  — ^w-  Y + ^7»+J  ■ 


Supposons  maintenant,  suivant  le  degré  de  convergence  de  la 
série,  n assez  grand  pour  que,  dans  le  second  membre  des  équa- 
tions (6),  ( 7 ),  (8)  et  (9),  tous  les  termes,  excepté  le  premier, 
puissent  être  négligés,  il  sera  facile  de  déduire  de  res  équations 
les  coefificienis  des  cosinus  pour  toutes  les  valeurs  de  q com- 
prises entre  o et  -1  et  les  coeflicienls  A,  des  sinus  pour  toutes  les 

valeurs  de  q comprises  entre  o et  - — i;  les  valeurs  plus  grandes 

de  17  reproduisent  les  équations  déjà  obtenues,  comme  on  le  voit, 
en  remplaçant  q par  n — q dans  les  équations  précédentes.  On 
voit  aussi  que  plus  est  grande  la  valeur  de  n,  plus  sont  exactes 
les  valeurs  obtenues  pour  les  premiers  coefficients,  et  que  les  der 
niers  d’entre  eux  resteront  nécessairement  inexacts.  Par  exemple, 

(i. 
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|K»iir  » — f>.  cl  q =L 


% Xros4-ï  = 6(«i  + «,  + . 


et  l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  o,  dépendra  déjà  de  a,;  si 
nous  avions  pris  n — 2},  la  première  erreur  commise  sur  ce 
coefHcient  proviendrait  de  a„. 

De  ce  qui  précède,  on  déduit  les  éipiations  suivanics  : 


2 V 

- y X,  A cosyj/  A , 

/•=:o 
5=  n — I 

O.  V'  • 

^P  = - y X,ASin/ArA, 


et  si  /A  = O ou  o = - , on  doit  remplacer  - par  - • 

2 n ' n 

Il  est  toujours  avantageux  de  prendre  pour  n un  nombre 
divisible  par  4,  car  chaque  quadrant  est  alors  divisé  en  un 
nombre  exact  de  parties,  et  les  valeurs  des  sinus  et  des  cosinus 
se  reproduisent  aux  signes  près.  Puisque  les  angles,  dont  la 
somme  est  36o",  ont  les  memes  cosinus,  on  ajoutera  d'abord  les 
valeurs  de  X dont  les  indices  donnent  une  somme  égale  à 3(>o", 
et  on  multipliera  le  résultat  par  le  cosinus;  dans  le  cas  des  sinus, 
au  contraire,  il  faudra  retrancher  l'une  de  l'autre  celles  dont 
les  indices  donnent  une  somme  égale  à 36o".  Désignons  par  X,./^ 

la  somme  des  deux  quantités  X,*  + X(„_,.)a  , par  X,..i  leur  dif- 
férence X,,»  — X,„.  ,,-A  : 


y X,., 

/I  ^ 


A COSpi  A, 


, — - y Xr\siti  i>r A. 
n ^ - 


Soient  encore  X,-a  et  X,  a la  somme  et  la  diiïérencc  des  deux 
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c|iianlilcs  et  X /„  \ dont  les  indices  sont  supplémentaires, 

et  par  X,.a  et  X,  a la  somme  et  la  dirfcrencc  des  deux  quantités 
X,.^  et  X^„  dont  les  indires  sont  supplémentaires,  nous 
obtiendrons 


n,=  ~y  X, 


* COS/J/  A,  si  /’  c.'l  pair, 

avec  les  deux  exceptions  déjà  indiquées; 

, = 2 - • 

4 * 

(il)  Hp—-  X^^COS//rA,  si  P est  inipiiir; 


r -M  - 


(l?.) 


Sin//rA.  si  P est  pair; 


y 


csl  impair. 


2 V 

■i3)  bp=.-  y X,.j^  sin/jrA.  si  ^ 

r S U 

Soit,  par  exemple,  »=  la;  on  aura 

«<  = — r X,  4-  X„  -f-  Xsi  -I-  Xo,1r 

lî[-r+  +*  + + J 

/I,  = ^ r X,  4-  X„  cos3o  4-  X,.,  cosGoj , 

b [+-  +-  J 

«3  = 4 r^«  + Xj, cosGo  — XtoCosGo  — Xj,l» 

6 +-sj 


b,  = -.  fXj,  sin3o  4- Xcosinbo  4- X„li 

b L-+  - I 


6,  = g |^X„sin(io  4-  X..  sinCoj. 
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28.  Identité  des  résultats  obtenus  par  cette  méthode,  et  de  ceux 
que  donne  la  méthode  des  moindres  carrés.  — Si  l'on  veut  avoir  le 
développement  d’une  fonction  périodique  jusqu’à  un  terme  déter- 
miné, il  faut  connaître  autant  de  valeurs  numériques  que  l’on  veut 
calculer  de  coefficients.  Quand  même  les  valeurs  données  seraient 
e.xaclcs,  on  n'obtiendrait  les  coefficients  qu’avec  l'exactitude  que 
comporte  la  théorie,  et  d'autant  moins  exactement  pour  un  coef- 
ficient, que  son  indice  serait  jdus  grand  par  rapport  au  nombre 
donné  de  valeurs.  Mais  si  ces  valeurs  de  la  fonction  sont  déduites 
d’observations,  il  convient,  pour  éliminer  les  erreurs  d’observa- 
tion, d'employer  autant  d'observations  que  possible,  et,  par  suite, 
de  diviser  la  circonférence  en  un  nombre  de  parties  plus  grand 
qu'il  n’est  nécessaire  pour  la  détermination  des  coefficients.  Dans  ce 
cas,  on  traite  les  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés; 
cette  méthode  donne,  pour  lu  détermination  des  coefficients,  les 
mêmes  équations  que  celles  du  n°27;  les  valeurs  obtenues  sont 
donc  les  valeurs  les  plus  probables. 

Soient,  en  effet,  X„  X*,  X,a.  ■ ■ -i  X>_,)a  les  n valeurs  don- 
nées par  les  observations,  et  supposons  que  la  fonction  se  ré- 
duise à la  somme  a,  a,  cosx  -I-  i,sin a:,  nous  aurons  les  équa- 
tions 

O — — X,  -t-  a,  -h  a, , 

O = — X/,-h  a,  -ha,  cosA  -f  é,$inA  , 

O = — X,  A -I-  «1  cosaA  -t-  4,sin  aA, 



O = — X(„_,)A  -h  a,  -h  a,  cos(«  — i)  A H-  b,  sin  {n  — i)  A ; 

d’après  les  principes  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  les  équa- 
tions du  minimum  sont  les  suivantes,  où  [cos  A]  désigne  la  somme 
des  valeurs  de  cosrA,  prise  der  = oàr  = n — i,el  ainsi  des 
autres  : 

Ina,  -h  [cos A]  (7,  [sin  A]  é,  — [Xa]  = o, 

[cosA]»,  -f-  [cos’ A]  a,  -f-  [sinA  cosA]  b,  — [XaCOsA]  = o, 
[sin  A]«,  [cosA  sin  A]o,  -t-  [sin’ A]  b,  — [Xa  sin  A]  =:  o. 

A l’aide  des  équations  du  n°  26,  les  prextédentes  peuvent 


Digitized  by  Google 


DfiVELOPPEME^TS  EN  SERIES  PERIODIQUES.  87 

s’écrire 

<7,  = - [X^cosA], 
i,  = - [X*sinA], 

équations  qui  s’accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvée»  au 
n®  27,  On  verrait  aisément  que  ce  qui  a éié  démontré  ici  ponp  lA 
trois  premiers  coefficients  s’applique  aux  suivants':  " *■ 

On  peut  trouver  aussi  les  erreurs  probables  d’une  observation 
et  des  coefficients.  Soit  en  effet  [w]  la  somme  des  carrés  des 
erreurs  résiduelles  dans  les  équations  de  condition,  après  la  s«ib- 
stitulion  des  valeur»  les  plus  probable»,  l’erreur  probable  d’une 
observation  sera  ' — " ^ 

'■  = 0.67449 

celle  de  a.  sera.  s . . i a.. 


celle  de  sera. .. . -p==— = 

^in’Aj  v^/î 

On  trouvera  un  exemple  de  ce  calcul  au  n“  6 du  second  vo- 
lume. 

Rrmarque.  — Consulter  le  JaHrbuch,  de  £ncke,  poui  i85‘.  pages  334  c( 
auivatiles. 

M.  Le  Verrier  donne  dans  les  Annalfs  de  l’Observatoire  impét  ial,  l.  I***,  une 
autre  nu^thode  pour  le  calcul  des  cocflTicicnity  reproduite  sous  une  forme 
differente  par  Lncke,  dans  le  Johrhuch  do  1860.  * 


celle  ds  a,  sera. . 


y[cos>A] 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  l-.\  SPHÈRE  CÉLESTE  ET  DE  SON  MOUVEMENT  DIURNE. 


Dans  l'Astronomie  s|>horii]ue,  on  considère  les  astres  cooiine 
situés  à la  surface  de  la  sphère  céleste  apparente,  et  au  moyen  de 
coordonnées  sphériques  on  les  rapporte  à certains  (,'rands  cercles 
de  cette  sphère.  L’Astronomie  sphérique  a pour  but  de  détermi- 
ner le  lieu  d'un  astre  par  rapjiort  à ces  grands  cercles,  et  les  po- 
sitions relatives  de  crnx-«.'i.  Il  faut  donc  apprendre  d’abord  à con- 
naître les  grands  cercles  dont  les  plans  servent  de  base  aux  diffé- 
rents systèmes  de  coordonnées,  et  les  méthodes  employées  pour 
rapporter  à un  nouveau  système  de  coordonnées  le  lieu  d’un  astre 
donné  par  rap|K>rt  & certains  axes. 

Quelques-uns  de  ces  systèmes  d’axes  coordonnés  sont  entraînés 
par  le  mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste;  d’autres,  au  con- 
traire, sont  liés  à des  plans  qui  ne  participent  point  à ce  mouve- 
ment. Par  rapport  h un  de  ces  derniers  systèmes  la  position  d’une 
étoile  changera  constamment  ; il  est  important  d’étudier  ces  chan- 
gements et  les  phénomènes  qui  en  résultent.  Mais  en  dehors  de  ce 
mouvement  général,  les  astres  en  possèdent  d’autres  beaucoup 
plus  lents,  en  vertu  desquels  leurs  positions  rapportées  à des  a.\es 
participant  au  mouvement  diurne  changeront  encore  : il  ne  sufGt 
donc  pas  de  déterminer  le  lieu  d'un  astre,  il  faut  indiquer  aussi  le 
temps  auquel  ce  lieu  correspond.  Il  est  par  suite  nécessaire  de  sa- 
voir mesurer  le  temps,  cé  qui  se  fait  soit  à l’aide  du  mouvement 
diurne  seul,  soit  à l’aide  de  ce  mouvement  combiné  avec  celui 
du  Soleil. 

I.  — Des  difpébe.nts  systèmes  de  plans  et  de  cercles 

DE  LA  SPJIÈHE  CÉLESTE. 

29.  Eijuatcur  et  horizon.  — Pâtes  de  l'èquatcur  et  de  l'ho- 
rizon. — Les  étoiles  nous  semblent  situées  è la  surface  d’une 
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sphère  dont  la  concavité  est  tournée  vers  nous;  par  suite  du  mou- 
vement de  rotation  de  la  Terre,  cette  sphère  nous  paraît  eniportc-e 
en  sens  opposé,  c’est-à-dire  de  l’est  à l’ouest;  une  lijjne  parallèle 
à l’axe  de  la  Terre  et  menée  par  un  point  de  sa  surface  décrit  dans 
le  mouvement  diurne  la  surface  d'un  cylindre  ayant  pour  base  le 
parallèle  du  point  considéré;  mais,  puisque  la  distance  des  étoiles 
est  infiniment  grande  par  rapport  au  diamètre  de  la  Terre,  cette 
ligne  coupe  toujours  la  sphère  céleste  aux  thèmes  points  que  l’axe 
de  la  Terre.  Ces  points,  vus  de  la  Terre,  paraissent  immobiles  sur 
la  sphère  céleste  et  s’appellent  (Mes  de  la  sphère  céleste  ou  pâles 
du  monde;  celui  qui  cnripsppptl^  an  pôle  nord  de  la  Terre  et  qui 
est  visible  dans  l’hémisphère  terrestre  boréal  s’appelle  pâle  nord; 
le  pôle  opposé  est  le  /iâle  sud.  Une  ligne  parallèle  au  plan  de  l'é- 
quateur terrestre,  c’est-à-dire  perpendicu^ire  à la  première,  dé- 
crit dans  le  mouvement  diurne  un  plan  qui  coupe  la  sphère  céleste 
suivant  un  grand  cercle  dont  les  pôles  sont  les  pôles  du  monde, 
et  qu’on  appelle  éqiusteur.  Une  droite  inclinée  sur  l’axe  de  la 
Terre  d’un  angle  différent  de  90°  décrit  la  surface  d’un  double 
cône  dont  l’intersection  avec  la  sphère  céleste  se  compose  de  deux 
petits  cercles  parallèles  à l’équateur;  leur  distance  angulaire  au 
pôle  est  égale  à l'angle  de  cette  ligne  avec  l'axe;  un  les  nomme 
parallèles. 

Le  plan  tangent  en  un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre  coupe 
la  sphère  céleste  suivant  un  grand  cercle,  Vhoriton,  qui  sépare  la 
partie  visible  de  la  sphère  de  sa  partie  invisible.  L’angle  de  l’axe 
du  monde  avec  ce  plan  est  la  latitude  géographique  du  lieu;  la 
tangente  au  méridien  du  lieu  décrit  dans  le  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre  un  double  cône  qui  coupe  la  sphère  céleste  sui- 
vant deux  parallèles,  dont  la  distance  au  pôle  le  plus  voisin  est 
égalé  à la  latitude  du  lieu.  Le  plan  de  l’horizon  est  toujours  tan- 
gent à ce  double  cône,  et  les  deux  parallèles  déterminent  deux  • 
zones,  dont  la  plus  voisine  du  pôle  visible  est  constamment  au- 
dessus  de  l'horizon,  tandis  que  l’autre  est  toujours  au-dessous;  les 
étoiles  situées  dans  les  autres  régions  du  ciel  ont  un  lever  et  un 
coucher,  et  décrivent  de  l’est  à l’ouest  un  parallèle  généralement 
incliné  sur  l'horizon.  Une  ligne  perpendiculaire  à l’horizon  passe 
par  le  zénith,  point  le  plus  élevé  de  l’hémisphère  visible,  et  par  le 
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nadir,  point  dianu'lraleinent  opposé.  Dans  le  monvetnent  diurne, 
cette  ligne  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  petit  cercle,  dont  la 
distance  au  pèle  est  égale  au  complément  de  la  latitude  du  lieu; 
toutes  les  éluilis  situées  à cette  distance  du  pôle  p.issent  donc  par 
le  zénith  du  lieu;  la  verticale  et  la  parallèle  à l'axe  du  monde  sont 
toutes  deux  situées  dans  le  plan  du  méridien  du  lieu;  par  suite, 
ce  plan  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  gr.ind  cercle  (jui  passe 
par  les  pôles  du  monde,  le  zénith  et  le  nadir.  On  di'signe  indilTé- 
reminent  sous  le  nom  de  méridien  ce  plan  et  le  grand  cercle  qui 
lui  correspond.  Toutes  les  étoiles  traversent  deux^fpis’  ce  plan 
pendant  la  duree  d'une  révoju^qp  diurne;  la  partie  dq^inéridien 
passant  parle  zénith  et  allant  du  pôle  visible  au  pôle  ii\visible 
correspond  au  méridien  d'un  lieu  sur  la  surface  de  la  'Terre; 
l'autre  partie  correspoi^  au  méridien  d’un  lieu  dont  la  longitude 
diffère  de  180"  ou  douze  heures.  Quand  une  étoile  atteint  la 
première  partie  du  méridien,  on  dit  qu'elle  est  à sa  culmination 
supérieure;  au  contraire,  elle  est  a sa  culmination  inférieure  lors- 
qu'elle en  atteint  la  seconde  partie.  On  ne  |teut  donc  voir  à leur 
culmination  supérieure  que  les  étoiles  dont  la  distance  au  pôle 
invisible  est  plus  grande  que  la  latitude  du  lieu,  et  à leur  culmi- 
nation inférieure  que  eellcs  dont  la  distance  au  pôle  visible  est 
moindre  (|ue  cette  quantité. 

L’arc  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  l’horizon  est  la 
hauteur  du  pôle,  il  est  égal  ô la  latitude  du  lieu;  l'arc  du  méridien 
compris  entre  l'cqualcuret  l'horizon  est  la  hauteur  de  l'é<iuateur, 
complément  de  la  hauteur  du  pôle. 

30.  Premier  système  des  coordonnées  : Azimut  et  hauteur.  — 
Pour  fixer  par  rapport  à l’horizon  la  position  d’une  étoile  sur  la 
sphère  ééleste,  on  emploie  deux  coordonnées  sphériques.  L'une 
d’elles  est  Tare  du  grand  cercle  mené  par^toile  et  le  zénith, 
compris  entre  Tliorizon  et  l'étoile,  et  compté  de  l'horizon  vers  le 
zénith;  cet  arc  s’appelle  hauteur  et  le  cercle  dont  il  fait  partie 
vertieal  de  l’étoile;  l’autre  coordonnée  est  V azimut,  arc  de  l’ho- 
rizon compris  entre  le  .vertical  et  le  méridien  du  lieu,  et  compte 
du  sud  du  méridien  de  0°  à 36o”  par  l’ouest,  le  nord  et 
Test.  Au  lieu  de  la  hauteur,  on  emploie  fréquemment  la  distance 
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zénithale,  arc  du  vertical  compris  entre  l’ctoile  et  le  zénith;  elle 
est  le  complément  de  la  hauteur.  Les  petits  cercles  parallèles  à 
l'horizon  s’appellent  cercles  Irorizontaiix  ou  almicantarats. 

On  peut  aussi  employer  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires, dans  lequel  l'axe  des  z est  perpendiculaire  au  plan  de 
l’horizon,  l'axe  des  x une  droite  de  ce  plan  passant  par  l'origine 
des  azimuts,  et  l'axe  dcs.r  une  autre  droite  passant  par  l'azimut  90", 
c’est-à-dire  par  le  point  ouest.  Si  l’on  désigne  l'azimut  par  A et  1a 
hauteur  par  h,  on  a 

j:  = cos/i  cosA,  _y  = cosAsinA,  z=:sin//. 

Remnrque.  — Pour  observer  ces  coorilonnées  sphériques,  on  se  sert  d’un 
instrument  appelé  aUatimut  dont  la  oonstruetion  correspond  eomplélement 
A ce  sjrstème  de  coordonnées.  Il  se  compose  essentiellement  d'un  cercle  di- 
visé, porté  par  trois  vis  calantes,  et  qu'on  peut  rendre  horiionlal  à l’aide 
d'un  niveau.  Ce  cercle  représente  le  plan  de  l'horizon.  L'n  aie  perpendicu- 
laire dirigé  vers  le  zénith  et  passant  par  son  centre  porte  un  second  cercle, 
dont  le  plan  lui  est  parallèle  et  par  suite  per|>cndicolaire  au  plan  de  Pho- 
rizoni  Autour  du  centre  de  ec  second  cercle  se  meut  une  lunette,  liée  à 
un  index  qui  donne  la  position  de  la  lunette  sur  le  cercle.  L'axe  vertical, 
mobile  avec  le  cercle  et  la  lunette,  porte  un  second  index,  au  moyen  duquel 
on  détermine  sa  position  sur  le  cercle  horizontal. *11  sulTit  dès  lors  de  con- 
naître à quel  point  de  chacun  de  ces  cercles  correspondent  le  méridien  et  le 
zénith,  pour  pouvoir,  en  visant  une  étoile  avec  la  lunette,  déterminer  son 
azimut  et  sa  distance  zénithale  ou  sa  hauteur. 

D'autres  instruments  ne  permettent  d’observer  que  les  hauteurs,  ils  s’ap- 
pidlcnt  insirumenit  de  hauteur;  ceux  qui  servent  seulement  è l’observation 
des  azimuts  s’appellent  théodolites. 

31.  Second  système  de  coordonnées  : jngte  horaire  et  décli- 
naison. — L’azimut  et  la  hauteur  d’un  astre  varient  constam- 
ment à cause  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  diffèrent 
au  meme  instant  en  chaque  lieu  de  sa  surface.  Il  est  parfois  né- 
cessaire d’indiquer  les  positions  des  étoiles  à l’aide  de  coordonnées 
dont  les  valeurs  soient  indépendantes  du  lieu  d'observation  et  du 
mouvement  diurne;  on  les  rapporte  alors  à des  grands  cercles 
fixes  sur  la  sphère  céleste  : que  par  le  pâle  et  l’étoile  on  mène  un 
grand  cercle,  l’arc  de  ce  grand  cercle  compris  entre  l'équateur  et 
l’étoile  est  la  déclinaison  ; celui  qni  mesure  la  distance  de  l’étoile 
au  pôle  est  la  distance  polaire;  ce  grand  cercle  lui-nièine  s’ap|>ellc 
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cercle  de  déclinaison  : la  tléclinaisuD  est  comptée  posilivenieiil 
quand  l’étoile  est  située  dans  la  partie  du  cercle  de  déclinaison 
comprise  entre  l’équateur  et  le  pdle  nord,  né[;3tivemcnt  quand 
l'étoile  est  située  dans  la  partie  comprise  entre  réipiateur  et  le 
pôle  sud;  la  déclinaison  et  la  distance  polaire  sont  complémen- 
taires l’une  de  l’autre  et  correspondent  n la  hauteur  et  à la  dis- 
tance zénithale  dans  le  premier  système  de  coordonnées. 

L’arc  d’équateur  compris  entre  le  cercle  de  déclinaison  de 
l'astre  et  le  méridien  ou  l'an^’le  au  pôle  qu’il  mesure  s’appelle 
angle  horaire  Ac  l’étoile,  et  peut  servir  de  deuxième  coordonnée. 
On  le  compte  de  o°  à 3(ki”,  à partir  du  méridien,  dans  le  sens 
du  mouvement  diurne,  c’est-ô-dire  de  l’est  à l’ouest  en  passant 
par  le  sud. 

Les  cercles  de  déclinaison  ou  cercles  horaires  correspondent 
aux  méridiens  sur  la  surface  de  la  Terre,  et  l’on  voit  de  suite  que 
lorsqu’une  étoile  passe  au  méridien  <l’un  lieu  dont  la  lun;;itude 
ouest  est  /,  elle  a au  même  instant  un  angle  horaire  égal  à k.  Kn 
général,  quand  une  étoile  a en  un  lieu  déterminé  l’angle  horaire  t, 
elle  a au  même  instant  un  .angle  horaire  égal  à / -4-  / en  un  lieu 
dont  la  longitude  est  k (comptée  positivement  à l’est,  négative- 
ment à l’ouest). 

Au  lieu  d’employer  ces  deux  coordonnées  sphériques,  d(xli- 
naison  et  angle  horaire,  on  peut  encore  fixer  la  position  d’un 
astre  à l’aide  de  coordonnées  rectangulaires  : un  prend  un  sys- 
tème de  trois  axes,  dans  lequel  la  partie  positive  de  l’axe  des  % 
est  perpendiculaire  à l’équateur  et  dirigée  vers  le  pôle  nord,  tan- 
dis que  les  axes  des  x et  des  y sont  dans  le  plan  de  l’équateur,  la 
partiel  positive  de  l’axe  des  .r  passant  par  l’origine  des  angles 
horaires,  et  la  partie  positive  de  l'axe  des  _)  par  le  point  dont 
l’angle  horaire  est  go”.  Soient  3 la  déclinaison,  t l’angle  horaire, 
un  a 

x'  = cosJcosr,  J"' = cos^  sinr,  s'  = sin^. 

Arnia/fu.-.  — Il  eiible  une  secoiute  espèce  d’inttrumciili  corrc<pomlanU 
h ce  deutième  lyiièmc  de  conidonnccs,  déclinaiton  et  angle  horaire  On  Ica 
appelle  instruments  parailact'tfues  ou  ctfuatoriaux  i le  cercle  qui  tout  à 
l'heure  était  parallèle  è l’horiion,  cal  malntcnanl  parallèle  à réi|ualcur, 
(le  telle  aoitc  que  t’axe  perpendiculaire  cal  dirigé  suivant  l'axe  du  inonde. 
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el  qiio  (oui  cercir  ptrallj^lr  i l'axe  est  un  cercle  de  drclintison.  Si  l'on  con- 
naît les  points  de  chacun  des  cercles  qui  répondent  l'un  nu  méridien,  origine 
des  angles  horaires,  l'aulre  au  pdle,  il  est  facile  de  trouxer  l’angle  horaire 
et  la  déclinaison  on  la  distance  polaire  d'un  astre. 


32.  Troisième  système  de  coordonnées  : Ascension  droite  et  dé- 
clinaison. — Dans  le  sysléiiic  précédent,  l’une  des  coordonnées,  la 
déclinaison,  est  invariable;  l'autre,  l’angle  horaire,  croît  propor- 
tionnellement au  temps,  el  diffère  au  même  instant  pour  des  lieux 
de  lu  Terre  dont  la  longitude  est  dlITérenlc.  Afin  d’avoir  une 
deuxième  coordonnée  constante,  on  adopte  pour  origine  un  point 
fixe  de  l’équateur.  Au  lieu^du  point  variable  où  le  méridien  vient 
le  couper,  on  choisit  l'un  des  points  d'intersection  de  l’équateur  et 
du  grand  cercle  que  le  centre  du  Soleil,  vu  du  centre  de  la  Terre, 
décrit  parmi  les  étoiles  d’occident  en  orient  dans  l'espace  d’une 
année.  Ce  grand  cercle,  appelé  écliptiiiue,  fait  avec  réquatcur  un 
angle  d'environ  a3“3o',  qu'on  nomme  obliqnité  de  l'écliptique  ; 
les  points  d’intersection  de  l'écliptitpie  avec  l'équateur  s’appellent 
équinoxes  du  printemps  el  d’automne,  parce  que  pour  toute  la 
Terre  le  jour  est  égal  à la  nuit,  quand,  le  ai  marset  le  a3  septembre, 
le  Soleil  se  trouve  en  l'un  de  ces  deux  points  (*).  Les  points  de 
l'écliptique  situés  à 90"  des  équinoxes  se  nomment  solstices.  Celle 
nouvelle  coordonnée  comptée  sur  l'équateur  à partir  de  l’équi- 
noxe du  printemps,  et  de  o"  à 36o’’  de  l’ouest  à l’est,  en  sens 
inverse  du  mouvement  diurne,  est  appelée  ascension  droite. 

Au  lieu  des  coordonnées  sphériques,  ascension  droite  et  décli- 
naison, on  peut,  comme  |>ltis  haut,  introduire  des  coordonnées 
rectangulaires,  en  rapportant  la  position  de  l’astre  à un  système  de 
trois  axes,  dans  lequel  la  partie  positive  de  l’axe  des  z est  per- 
pendiculaire à l’équateur  et  dirigée  vers  le  pôle  nord  ; l’axe  desx 
et  l’axe  des^  sont  situés  dans  le  plan  de  l’équateur,  la  partie  posi- 
tive de  l’axe  des  x étant  dirigée  vers  l’origine  des  accusions  droites, 
et  la  partie  positive  de  l'axe  des  y vers  le  point  dont  l’ascension 

(’)  En  cll«l,  réquatcur  et  l’horizon  xe  coupent  en  deux  partie»  égales 
puisque  ce  sontdeiis  grands  cercles;  donc,  quand  le  Soleil  est  sur  l’rquateur, 
il  reste  ce  jour-là  aussi  longtemps  au-dessus  de  l’horizon  qii'aii-dessoiis. 
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droite  est  96®.-  Soit  a l’ascension  droite,  on  a 

= cos  J cos  a,  _r' = cos'îsina,  i'  = siniî. 

Les  deux  coonlonnccs  a et  5 sont  constantes  pour  chaque  étoile. 
Mais  pour  en  déduire  le  lieu  d’un  astre  à un  instant  déterininé, 
il  faut  connaître  au  même  ins’tant  la  position  de  l'équinoxe  du 
printemps  par  rapport  au  méridien,  c'est-à-dire  l’angle  horaire 
de  ce  point,  qui  est  appelé  temps  sidéral.  On  compte  24  heures 
sidérales  dans  le  jour  sidéral,  temps  d’une  révolution  complète  de 
la  sphère  céleste.  Il  est  o'’,T.  S.  en  un  lieu  quand  le  point  équi- 
noxial du  printemps  passe  au  méridien  de  ce  lieu  ; i'',T.  S.,  quand 
l'angle  horaire  de  ce  point  est  i5“  ou  i*. 

Désignons  le  temps  sidéral  par  0,  on  a toujours 

0 — i — X,  d’où  r = 0 — *. 

Supposons,  par  exemple,  l’ascension  droite  d’une  étoile  égale 
à 190"  20',  le  temps  sidéral  0=^4''  = ^®";  alors  r = 229'’ 4o'  ou 
i3o"2o' à l’est.  / - 

De  l'équation  précédente,  il  résulte  que  pour  /=  o,  0=  x.  Le 
temps  sidéral  du  passage  d’une  étoile  au  méridien  d’un  lieu  est 
marqué  par  son  ascension  droite  exprimée  en  temps.  Si  donc  on 
connaît  l’ascension  droite  d'une  étoile  qui  passe  au  méridien  à un 
instant  déterminé,  on  a par  cela  même  le  temgs  sidéral  pour  cet 
instant  { *). 

Il  r(•sulte  de  ce  qui  précède  que  si  le  temps  sidéral  en  un  lieu 
est  0,  an  même  instant  le  temps  sidéral  en  un  autre  lieu  dont  la 
longitude  diffère  de  / , est  0 -1-  où  h est  positif  ou  négatif  sui- 
vant que  ce  lieu  est  à l’est  ou  à l’ouest  du  premier. 

Ht^tnarque.  — On  peul  (l(U<-rmincr  les  coonlunnêes  fie  cc  troisième  sys- 
tème à l'ûiflo  des  instrnmcnlM  de  la  seconde  espèce  quand  on  connnll  le 


(*)  La  conversion  d'un  arc  en  temps  cl  ropéraiion  inverse  se  présentent 
fréquemment. 

I®  Convtrsion  d'un  arc  en  temps.  — On  divise  par  i5  les  de|jrés,  minutes 
et  secondes  d'arc  \ les  quotients  sont  des  heures,  des  minutes  et  des  secondes 
do  temps;  on  multiplie  par/)  les  restes  des  divisions  des  degrés  et  des  mi'- 
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((•mps  feiflénl.  Dant  an  caa  parilciiUer,  on  pnut  les  obicrver  ausai'avec  lea 
înslru.TicnU  de  la  première  espèce,  c'est-îi-dire  au  moment  du  paasa{;e  de 
Pètoile  QU  méridien.  En  elîel,  Tobservation  du  pnssago  donne  Tasccnsion 
droite,  et  celle  delo  hauteurde  IVtoilc  dans  le  méridien  donne  la  déclinai- 
son, pot|rvu  toutefois  que  la  hauteur  de  IVquatrur  ou  du  pôle’ au  lieu  de 
Pobservation  soit  connue.  Pour  ces  observations  on  emploie  le  cercle  niéri* 
dien.  Si  cet  instrument  nedoit  pas  servir  àobserver  les  hauteurs,  mais  seule* 
meut  le  temps  dti  passafje  de  Petoile  au  méridien,  c'est  simplement  un  cercle 
azimiital  placé  dans  le  plan  du  méridien,  qtPon  appelle  <ni/rument  des  pnt^ 
sages.  En  observant)  à l'aide  d'une  pendule  sidérale  bien  réglée,  les  temps 
des  passages  des  étoiles  au  méridien,  on  a leurs  difTi  rencea  en  ascension 
droite;  Il  est  plus  ,dinictle  de  connaître  les  ascensions  droites  absolues, 
car  le  point  origine  des  ascensions  droites  iPcsl  pas  immédiatement  ob- 
servable. 

33.  Quatrième  système  de  coordonnées  : Longitude  et  latitude^ 
— On  emploie  enfin  un  svsième  de  coordonnées  qui  a j>our  base 
Pécliptiqiie;  les  grands  cercles  qui  passent  par  le  pôle  de  Péclip- 
tique,  et  par  conséquent  lui  sont  perpendiculaires,  s'appellent 
cercles  de  latUnde^  et  Parc  d’un  tel  cercle  compris  entre  Pcclip- 
tique  et  l’astre  s’appelle  latitude  (\q  l’étoile;  la  latitude  est  positive 
qu^d  l’astre  est  dans  Phéroisphère  sittic  au  nord  de  réeliptique. 


nutes  d'arc,  les  produits  sont  des  minutes  ot  des  secondes  de  temps  qu'il 
faut  ajouter  sut  précédents. 

Soit  p»r  exemple  à convertir  en  temps  iSV|6",*5. 

% 

23q®  = i4X-i'" 

18'  =;  I'" -1-3x4* 

46^,75  = 3», 117 

'j3ÿi8'.^jO'*,75=  ij**5;"*  t5*,ii7. 

a®  Com^riion  d*un  temps  en  arc.  — On  multiplie  les  heures  par  i5,  on 
obtient  drs  degrés  ; on  divise  par  4 l<‘*  minutes  cl  les  secondes  de  temps,  lea 
quotients  sont  des  degrés  et  des  minutes  d'arc;  on  multiplie  par  i5  les  restes 
de  ces  divisions,  ce  qui  donne  dos  minutes  et  des  secondes  d'arc,  et  on  ajoute 
toutes  ces  quantités. 

Soit  par  exemple  i convertir  en  arc  i5^  57*”  i5*,i  17. 

i5**  = 

57™  = i4"H~iXi5' 

i5’,ii7=  3'-+- 3, 117X  »*>* 

57'"  i3*,i  17  — 3Î()®  18' 4b", 75, 
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négative  quand  il  est  dans  l'hémisphère  sud  ; l'autre  coordonnée, 
la  longitude,  est  comptée  sur  l'éclipliqiie  : c’est  l’arc  compris  entre 
le  cercle  de  latitude  de  l’étoile  et  réqiiiiioxc  du  printemps.  Elle 
est  comptée  de  o"  à 3(io°  à partir  de  l’équinoxe,  dans  le  mémo  sens 
que  l’ascension  droite,  sens  opposé  à celui  du  mouvement 
diurne  (*).  Le  cercle  de  hititiide  dont  la  longitude  est  nulle  est  le 
colure  de  l’êquino.re ; celui  dont  la  latitude  est  90"  est  le  cnlurcdu 
solstice.  L’arc  de  ce  dernier  colure  compris  entre  l’équateur  et  l’é- 
cliptiquc,  ou  l’arc  égal  compris  entre  le  pôle  de  l’équateur  et  le 
pôle  de  l’écliptique,  est  Vobliquiti^  de  l’écliptique. 

Nous  désignerons  toujours  la  longitude  parX,  la  latitude  par 
et  l’obliquité  de  l'écliptique  part. 

On  exprime  aussi  les  coordonnées  sphériques  pet  X à l’aide  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  dans  lequel  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  y est  perpendiculaire  au  plan  de  l’écliptique  et 
dirigée  vers  le  pôle  nord  ; l’axe  des  .r  et  l’axe  des  y sont  situés 
dans  l’écliptique,  la  partie  positive  de  l’axe  des  x passant  par  le 
jioint  origine,  celle  de  l'axe  des  y j)ar  le  point  de  longitude  90“. 
On  a alors  ^ 

.r' = cosp  cosX,  _r"=;cospsinX,  i^^sin^. 

Ces  coordonnées,  longitude  et  latitude,  ne  sont  pas  données 
par  l’observation  directe,  mais  on  les  déduit  i l’aide  du  calcul  des 
coordonnées  d’un  autre  système.  , 

Remarijue.  — Puisque  le  mouvement  du  Soleil  n’est  qn’appsrenl,  et  que 
la  Terre  tourne  réellement  en  un  an  autour  du  Soleil,  il  est  bon  de  te  fami- 
liariter  avec  la  sifjnifîcation  qu'ont  dans  ce  cas  les  cercles  dont  nous  venons 
do  parler.  Le  centre  de  la  Terre  se  meut  autour  dii^oleil  dans  un  plan,  qui 
P isse  par  le  centre  du  Soleil  et  coupe  la  sphire  céleste  auirant  un  grand 
cercle,  Vécliptitiue,  La  longitude  do  la  Terre  vue  du  .Soleil  diflfére  donc  tou- 
jours de  180U  de  la  longitude  du  Soleil  vue  de  la  Terre  : l’axe  de  la  Terre  fait 
avec  ce  plan,  un  angle  de  6ô°3o',  et  reste  toujours  parallèle  à lui-méme, 
pendant  son  mouvement  autour  du  Soleil;  il  décrit  donc  dans  P.  spacc  d’une 
année  la  surfare  d'un  cylindre  dont  la  base  est  l’orbite  terrestre.  En  raison 


(*}  Les  longitudes  des  étoiles  sont  souvent  aussi  données  au  moyen  des  * 
itgues  du  Zodiaque,  dont  chacun  comprend  3o'’.  Ainsi  6 signes  iS^  ~ 193a  de 
longitude. 
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de  la  grande  dUtance  dea  éloilei,  cet  air,  dent  loules  art  posiliona,  pa- 
rait percer  la  aphère  au  mime  point,  le  pdle  du  inonde,  dont  la  dia- 
tance  au  pôle  de  l'ccliptiqiie  est  do  de  même  dana  ce  mouvement 

d«  rotation  l'équateur  terreatre  reale  toujonra  parallèle  à lui-mème,  il  le 
déplace  pourtant  dana  le  coura  d'une  année  do  tout  le  diamètre  de  l'orbite 
terrestre.  Mais,  à caiiae  do  la  distance  infinie  dea  étoiles,  les  intersections 
de  la  sphère  céleste  et  de  tous  les  plans  avec  lesquels  l'équateur  terrestre 
coïncide  successivement  ao  confondront  toujours  avec  le  grand  cercle  dont 
les  pôles  sont  les  pôles  du  monde;  et  les  lignes  suivant  lesquelles  ces 
plans  se  coupent  seront  toujonrs  dirigées  vers  les  points  d'intersection  de 
l'équateur  et  de  l'écliptique. 

II.  — TnANtiFOnUATION  DE  CES  DIFFÉRENTS  SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES. 

• 34.  Transformation  de  l ‘aiimut  et  de  ta  hauteur  en  angle  ho- 
raire et  déclinaison.  — Supposons  le  lieu  d’un  astre  donné  par 
son  azimut  et  sa  hauteur,  et  cherchons  È déterminer  son  angle 
horaire  et  sa  déclinaison.  Pour  cela  nous  ferons  tourner  l'axe 
des  Z du  premier  système  de  coordonnées  dans  le  plan  des  xi,  de 
l'axe  des  x positifs  vers  l’axe  des  z positifs,  d’un  angle  égal  à 
yo“  — y (y  étant  la  hauteur  du  pôle),  car  les  axes  des  jr  coïnci- 
dent dans  les  deux  systèmes;  les  formules  (i  a]  de  la  transforma- 
tion des  coordonnées  ou  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique appliquées  au  triangle  formé  par  le  zénith,  le  pôle  et  l'étoile 
donneront  (*) 

sin  J siny  sinô  — cosy  cos/i  cosA, 
cosè  sinr=:  cos/i  sinA, 
cosf  cost  = sin  A cosy  -f-  cos  A siny  cosA. 

Afin  de  transformer  ces  formules  en  d’autres  plus  commodes 
pour  le  calcul  logarithmique,  on  pose 

sinA  = m cosM, 
c«isA  cosA  = rn  sin  M, 


(*  , Le»  Iroii  côtés  de  ce  triangle  sont  reapectivement 

90“  — »,  90“  — J,  90»  — y, 

cl  les  angles  opposés 

I,  180“ — A cl  l'angle  à l'étoile. 

I. 
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et  on  obtient 

sinJ  = ni  sin  (y  — M), 

cosJsint  = cosAsinA,  • 

CO» S cos t = ni  cos { If  — M). 

Ces  formules  donnent  sans  ambiguïté  les  grandeurs  cherchées, 
car  chaque  élément  est  donné  par  son  sinus  et  son  cosinus;  leurs 
signes  déterminent  donc  le  quadrant  dans  lequel  sc  trouve  l’cxtré- 
inité  de  l’arc  qui  le  mesure. 

Les  quantités  auxiliaires  m et  M ont  une  signification  géomé- 
trique facile  à trouver.  A ce  point  de  vue  leur  introduction  revient 
à l’emploi  des  deux  triangles  rectangles  déterminés  par  le  grand 
cercle  abaissé  de  l’étoile  perpendiculairement  sur  le  côté  go"  — <f 
ou  sur  son  prolongement,  et  dont  la  somme  ou  la  différence  forme 
le  triangle  sphérique  obliquangic.  En  effet,  M est  donné  par  la 
relation 

tang/j  = cosAcotM, 

et  il  résulte  de  la  troisième  des  formules  (16)  du  n"  8,  que  M est 
l’arc  compris  entre  le  zénith  et  le  pied  de  la  hauteur  du  triangle. 
D’un  autre  côté  la  première  des  formules  (10)  montre  que  la  hau- 
teur P du  triangle  se  déduit  de  l'égalité 

sin  A ==  cosP  cosM; 

et  en  comparant  cette  formule  avec  l’une  des  précédentes 
sin/<  = m cosM, 

on  voit  que  m est  égal  au  cosinus  de  cette  hauteur. 

Exemple.  — Soient 


52"3o'i6",o 

h—  16.  1 1 ,44 

A = 202.  4- 15  ,5 
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Le  calcul  sera  le  suivant  : 


cosA 1,9669481/1  //isinM....  1,9493630/7 

cosA 1, 9834139  ///cosM....  1,4434744 

sinA i,5'j49o43/j  M = — 73®35'54",6i 

sinM....  1,9796542/» 
f — M = i25“6'  10", 61 


sin(y  — M)....  1,9128171 

^.9697078 

cos(^  — M)....  1,7597036// 

cos^sinr...  1,557  3 184/»  sin5...  1,8825249* 

cos^cosr...  1,7294114»»  cosJ...  i,8io4()99 

f = 2i3®56' 2",  22  5 = + 49“43*48*>o" 

cosi. . . 1 ,91891 15/> 


f • 35.  Transformation  de  V angle  horaire  et  de  la  déclinaison  en 
aiimut  et  hauteur.  — Dans  la  suite,  on  aura  plus  fréquemment 
à résoudre  le  problème  inverse  : Un  lieu  étant  donné  par  son 
angle  horaire  et  sa  déclinaison,  on  veut  trouver  son  azimut  et  sa 
hauteur.  Les  formules  du  n°  3 relatives  à la  transformation  des 
coordonnées  donnent  les  équations  suivantes  : 

sin  /<  = sin  y sin  f + cos  if  cos  3 cost,  1 

cosA  sinA  = cos<^sinr,  | 

cosA  cosA  = — cosf  sin^  + sin^cos^cost,  > 

formules  auxquelles  on  donnera  une  forme  plus  commode  par 
l’introduction  d'un  angle  auxiliaire.  Posons,  en  effet, 

cosd  cosl  - --  m cos  M, 
sind=  /n  sinM; 


il  en  résulte 


sin  A = ///  cos  (<f  — M) , 
cos  A sin  A = cos  i sin  r, 

, eos A cosA  = /»/  sin  (f  — M ), 
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cosMuncr 

lang  A = ’ 

“ sin(y  — M) 


tang/i  : 


cos  A 


taog((f  — M) 


.->(*)• 


Dans  le  cas  où  l’on  cherche  la  distance  zénithale  seule,  les  for- 
mules suivantes  sont  commodes.  De  la  première  des  égalités  pré- 
cédentes on  déduit  poursinA  ou  cosz 

coss  = cos  (y  — S)  — 2 cosf  cosd  sin’  — 
ou 

• sin’  — = sin’ h cos»  coso  sin’  — • 

2 2 2 


Posons  maintenant 


/»  sin  /n  = ^cosçcosi, 


il  vient 


• » 


...  m . t 

ou,  SI  1 on  pose  — sin  - = tangN, 
« 2 


Z 

sin  — 

2 


n 

tosN 


et  sin  — 
2 


m t 

-r—f-  Sin  -• 

sin  N 2 


Lorsque  sin  N est  plus  grand  qiiecosN,  il  est  préférable  d’em- 
ployer la  seconde  formule. 

En  outre,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  il  faut,  dans  la 
formule  qui  sert  au  calcul  de  n,  employer  y — S pour  les  étoiles 
qui  passent  dans  le  méridien  au  sud  du  zénith,  et  ô — y pour 
celles  dont  la  culmination  se  fait  au  nord  du  zénith. 

Appliquons  les  formules  de  Delainbre  au  triangle  formé  par  le 


(*)  Piii»qiic  raiimnt  ost  loujonrs  du  mônif*  du  moridicn  que 
horaire,  il  n'y  aura  jamais  d'aiiibicuUé  pour  le  choix  du  quadrant. 
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zénith,  le  pôle  et  l'étoile;  nous  obtienilruns,  en  désignant  par  p 
l'angle  qui  a son  sommet  à l’éloile, 

Z .A  — P t ,o-h5 

cos  - sin = sin  - sin  * 

3 2 2 2 

1 A — P t t — i 

cos  - cos = cos  - cos  ^ ) 

2 2 3 2 

. Z , A “H  P . t « -f-  ^ 

sin  — sm =:  in  — cos  » 

2 2 2 2 

ï k P r.®  — S 

sin  - cos — = os  - sin  ' 

2 2 2 2 

Comptons  l'azimut  à partir  du  point  nord,  comme  on  le  fait 
dans  le  cas  de  l'étoile  polaire;  en  d’aulres  termes,  remplaçons  A 
par  1 80°  — A dans  ces  formules,  nous  obtenons 

Z . P k t 3 — O 

cos  - sin  — = cos  - cos  ' > 

22  22 

Z /i-f-A  . t . 3 • 

cos  - cos = siD  - Sin , 

22  22 

. i . P — A t . 3 — ® 

sin  - sin  = cos  - sin i 

22  22 

. Z P' — A . i J-t-Œ 

sin  - cos — = sin  - cos • 

22  22 


II  arrive  souvent  que  pour  une  même  latitude,  on  a à faire  un 
grand  nombre  de  ces  transformations  (*).  Dans  ce  cas  on  abrège 
beaucoup  le  calcul  en  réduisant  en  tables  certaines  des  quantités 
à déterminer.  La  transformation  suivante  est  surtout  commode. 
On  avait 

(a)  sin/i  = sinç  sini -H  cosif  cosiî  cos/, 

[b)  cos /i  sin  A = cos  0 sin/, 

(e)  cos//  cosA  — cosç  sini  + siu<;<cosf  cosf. 


(*  ) Si,  par  example,  on  reut  obierrer  d«  étoiloi  donnée»  par  leur»  a»cen- 
»ions  droite»  et  leur»  déclinaison»,  à l'aide  d*tin  instruroeni  sur  lequel  on 
no  peut  lire  que  le»  hauteurs  et  le»  azimut»,  Il  faut  d'abord  calculer  l'angle 
horaire  à l'aide  de  l'ascension  droite  et  du  temps  sidéral. 
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Désignons  par  A,  et  S,  les  valeurs  de  A et  J qui  correspondent 
à A = O dans  les  équations  précédentes,  et  qui,  par  suite,  sont 
données  par  les  équations 

{«/)  O = sinip  sind, -t- cos(p  cosd.cosr, 

[<t)  sin  a,  = cos^,  sinr, 

(/)  cosAt  = — cos^sind, sin^  cosJ,  cost. 

Multiplions  l’équation  (y")  par  cosi^,  l’équation  (r/)  parsinip,  et 
retranchons  la  seconde  de  la  première.  Multiplions  l’équation  (/) 
parsinfi,  et  l’équation  (r/)  parcosf,  et  retranchons  la  seconde 
lie  la  première,  nous  obtenons 

cosA,  cosif  = — sin^,, 
cosAa  sinf  - cosi^icosr, 

. sinA,  = cosd,  sinr. 

Posons  ensuite 

sinf  = sinycosB, 
cosf  cosf  = sin-/  sinB, 
cosf  sinr  = cosy  ; 
l'équation  {d)  donne 

O = siny  sin(da  ■+■  B) 

. ou 

dû  — B, 


et  l'équation  (o) 

sinA  = siny  sin(5  -t-  B). 


De  plus,  retranchons  le  produit  des  équations  (c)  et  (e)  du 
produit  des  équations  (b)  et  (/),  nous  avons 

cosA  sin  (A  — A,)  = cosy  sinr  sin(J  — o«)  = cosy  sin  + B); 

de  même  au  produit  des  équations  (c)  et  {/)  ajoutons  le  produit 
des  équations  (A)  et  (c)  et  celui  des  équations  (e)  et  {d),  nous 
obtenons 

cos  A cos  (A  — A.)  = cosd  cos  J,  sin’  r -+-  sin  i sin  + cos  d cos  J,  cos’  r 
= COS( d — de)  = COS(d  -4-  B). 
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Le  système  entier  de  formules  est  ainsi  : 

isiny  = sin7CosB, 
cos  y cosr  = sin  7 sin  B , 

( cos  7 sin f =jj:  COS7; 

IsinB  = cosA,cosy, 
cosB  cosr  = COS  Al  siny, 
cos  B sinr  = sin  Ao; 

I sin/i  = siny  sin(iî  + B),  • 

(3)  I cos/i  cos(A  — A»)  = cos(<î B), 

( cos/<  $in(A  — A,)  =r  C0S7  sin(i  4- B). 

Posons 

D^siny,  C = cos7,  A — A,  = «; 

ces  formules  donnent 

tangB  =:  coty  cos/, 
lang  A,  = sin  7 tang  / , 
sin  /i  = D sin(B  4-  3), 
tangn  = Ctang(B  4-  3), 

A A,  4~  M . 

D et  C sont  les  sinus  et  cosinus  d’un  angle  7 donné  par  l'équation 

cot7  = sinB  tang/  = coty  sinA,  (*). 

Ces  formules  ont  été  données  par  Gauss  dans  les  Tables  auxi- 
liaires de  Schumacher,  nouvellement  éditées  par  WarnslorlT, 
p.  i35,  etc.  On  réduit  ces  grandeurs  D,  C,  B et  A,  en  Tables 
dont  l’argument  est  /;  le  calcul  de  la  hauteur  et  de  l'azimut,  au 
moyen  de  l’angle  horaire  et  de  la  déclinaison,  se  trouve  alors  ra> 


(’)  Un  a en  effet  d'après  les  furmulcs  (a) 

cotpstnÂ,  =BinBtangt. 
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meoé  à celui  des  formules 

sin  A =:  D sio  (B  + 1 

tangu  = C tang(B -I- (î), 

, ' A = Ao  -t-  U . 

Dans  les  Tables  auxiliaires  de  Warnslorff  on  trouve  une  Table 
* de  ce  genre,  calculée  pour  la  latitude  de  l'Observatoire  d’Altona. 
Il  siifût  d'ailleurs  de  calculer  ces  Tables  de  / = o à t 6**.  Car 
l’équation  tangA,  = sin^  tangr  montre  que  A,  et  t sont  toujours 
compris  dans  le  même  quadrant,  et  qu'ainsi  à un  angle  horaire 
égal  à la*"  — t correspond  un  azimut  égal  à i8o" — A.  Il  résulte 
de  plus  de  l'équation  relative  à B que  cet  angle  est  négatif  si 
* / > 6**  ou  90”,  et  qu’avec  un  angle  horaire  ta**  — f,  on  doit 

employer  la  valeur  — B.  Au  contraire,  les  grandeurs 


C = coSfsinr  et  D = ^in'y  + cos’wcos’r 

J 

ne  changent  pas  si  l'on  remplace  t par  180° — t.  Dans  le  cas  où  t 
serait  compris  entre  i a**  et  24",  on  ferait  le  calcul  avec  le  com- 
plément de  r A 24"  et,  au  lieu  de  la  valeur  trouvée  pour  A,  on 
prendrait  son  complément  à 36o°. 

Ici  encore  il  est  facile  de  trouver  la  signification  géométrique 
des  angles  auxiliaires.  S,  et  A,  sont  les  valeurs  de  ^ et  A corres- 
pondant à une  valeur  nulle  de  h dans  la  première  des  équations 
primitives;  S,  et  A,  sont  donc  l’un  la  déclinaison,  l'autre  l’azi- 
mut d»  point  où  le  cercle  horaire  mené  par  l'étoile  coupe  l’ho- 
rizon. De  plus,  commet  = — 3„  B ê est  l’arc  SF  (^g.  i)  du 
cercle  horaire  prolongé  jusqu’à  l’horizon  (*).  Considérons  le 
triangle  FOK,  rectangle  en  K,  formé  par  l'horizon,  l’équateur 
et  le  côté  FK  = B,  et  dans  lequel  l’angle  en  O est  égal  à 90°  — y ; 
on  aura,  en  lui  appliquant  la  sixième  des  formules  (10)  du  n”  8, 


Mais  on  a aussi 


sin^  = cosB  sinOFK. 
sin»  = DcosB; 


(*  ) Dans  cetia  P est  le  pdic,  Z le  icnith,  0(1  l'horizon,  OA  l'cqua- 
teur  et  S ri-loile. 
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donc  D est  le  sinus  et  par  consé(|uenl  Cle  cosinus  de  l’angle  OFR. 
Enfin,  comme  on  le  voit  facilement,  l’arc  FH  = A,  et  l’arc 
FG  = «. 

Kig.  1.  , . 

P 

/ 


/: 

/ I 

i 

I 

c i- 


On  trouve  aussi  les  formules  données  précédemment  par  la  cou- 
sidéralion  des  trois  triangles  PFH,  OFK.,  SFG  rectangles  en  H,  K, 
G.  Ia‘  premier  triangle  donne 

tangA.  - tangtsinf, 

le  second 

tangB  — - cot  ly  cost, 
coty  =:  sinB  tangr  = cotf  sin  A,; 


et  le  troisième 

sinA  = siny  sin  (B  + J), 
tangtt  = cosy  tang(B  -4-  S). 

On  peut  se  servir  de  grandeurs  auxiliaires  analogues  pour  la 
résolution  du  problème  inverse  traité  au  n“  34,  c’est-à-dire  pour 
le  calcul  de  l'angle  horaire  et  de  la  déclinaison  d’une  étoile  à l'aide 
de  sa  hauteur  et  de  son  arimut.  On  a,  en  effet, dans  le  triangleSLK 
rectangle  en  K,  en  désignant  LG  par  B',  LK  par  a',  AL  par  A',, 
le  cosinus  de  l'angle  SLK  par  C',  son  sinus  par  D', 

C'  tang  (A  — B')  = tang«', 

D'  sin  (A  — B' ) =;  sin lî. 
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t — A,  ti  J 
où 

tangB'  = cotf  cosA, 
langA',  = sinf  tang  A ; 

et  D'  et  C sont  les  sinus  et  cosinus  d'un  angle  y'  donné  par  Pc 
({uation 

col  y'  = sinB'  taugA. 


Ainsi  pour  le  calcul  des  grandeurs  auxiliaires  on  a les  mêmes 
formules  que  plus  haut,  avec  cette  seule  différence  que  l'aaimut  A 
remplace  partout  l’angle  horaire  t.  On  peut  donc  se  servir  des 
Tables  auxiliaires  précédentes,  à la  condition  de  prendre  pour  ar- 
gument l'azimut  èxprimé  en  temps. 


+ 1- 


36.  Mngle  parallactique . — Formules  différentielles  relatives 
au:r  deux  transformations  précédentes.  — La  cotangente  de 
l’angle  y,  que  Gauss  désigne  par  E,  peut  servir  à calculer  l’angle 
ayant  pour  sommet  l’étoile,  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le 
zénith  et  l’étoile.  Cet  angle  compris  entre  le  cercle  vertical  et  le 
cercle  de  déclinaison  s’appelle  angle  parallactique;  il  est  fré- 
queramentemployé.Si  l’on  possède  lesTablesauxiliaires,  indiquées 
ci-dessus.  Tables  dans  lesquelles  on  a introduit  aussi  la  quantité  E, 
on  calcule  aisément  cet  angle,  que  nous  désignerons  par  p,  à l’aide 
de  la  formule 


obtenue  en  appliquant  au  triangle  rectangle  SGE'  de  la  fig.  i la 
cinquième  des  formules  (lo)  du  n°  8.  Si  au  contraire,  on  n’a  pas 
ces  Tables  à sa  disposition,  on  se  servira  des  formules 


cos/i  sln/>  = cosy  sin/, 

cos  A co%p  — cos  J sin  y — sin^  cosy  cosf. 


que  donne  le  triangle  SPZ;  et  en  prenant 

cosy  cosf  = n sinN, 
siny  = /icosN, 
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on  obtiendra 

cos/i  sin/»  = cos^  sinr,  ^ 

cosA  cos/3  = n cos  + N },  ' • 

formules  commodes  pour  le  calcul  logarithmique. 

On  emploie  l’angle  parallaclique,  par  exemple,  dans  le  cas  où 
l’on  veut  calculer  l'influence  d’une  petite  variation  dans  l'azimut 
et  la  hauteur  sur  l'angle  horaire  et  la  déclinaison.  On  a,  en  effet, 
en  appliquant  au  triangle  déterminé  par  le  pâle,  le  zénith  et  l'étoile, 
la  première  et  la  troisième  des  formules  ( 1 1)  du  n”  9, 

dS  = coip  dh  -f-  cosr  d<sj  + cos  A sin/>  dK, 
cof,3dt  = — sinyi  d/i  + sinr  sin^'f<{>  -+■  cosA  cosp  dK, 
et  pareillement 

dh  ■=.  cos/3  dS  — cos  A (ff  — cos  J sin/>  dt, 
cosA  dK  r-  iinpdS  — sinÂsinA  rfy  4-  cosS  cosp  dt. 

37.  Transformation  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
en  longitude  et  en  latitude  — Pour  passer  de  l’ascension  droite 
et  de  la  déclinaison  à la  longitude  et  ù la  latitude,  il  suffira  de 
faire  tourner  l’axe  des  z"  (n°  32)  dans  le  plan  des  .i'"z",  de 
l’axe  desy  positifs  vers  l’axe  des  z"  positifs,  d’un  angle  t égal  à 
l'obliquité  de  l’écliptique.  Les  axes  des  x*  et  des  x'"  coïncident 
dans  les  deux  systèmes  : on  déduit  des  formules  (i  o)  du  n"  1 

cospeosX  = cos  J cos  a, 
cosp  sinX  = cos^sinx  cose  4-  sind  sinr, 
sin  P =:  — cosS sinx  sins  4-  sinJ  cosi. 

On  aurait  encore  pu  obtenir  ces  formules  par  la  considération 
du  triangle  sphérique  déterminé  par  l’étoile,  le  pôle  de  l'équa- 
teur et  celui  de  l’écliptique.  Les  trois  côtés  ont  pour  valeure 
90° — S,  go® — p,  1;  les  angles  opposés,  90“ — i,  90“  4- x et 
l’angle  à l’étoile. 

Pour  rendre  les  formules  précédentes  calculables  par  loga- 
rithmes, on  emploie  les  grandeurs  auxiliaires 

, , ( M sinN  = sin^, 

(o)  I 

( M cosN  = cosdsinx, 
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et  les  trois  équations  deviennent 


cosp  COSA  = cos^  cosa , 
cosp  sinX  = M cos(N  — i) , 
sinp  = M sin(N  — •) . 


Cette  méthode  offre  de  plus  l’avantage  qu'on  peut  déterminer 

toutes  CCS  auxiliaires  par  leurs  tangentes;  il  suffit  de  remplacer  M 

, cos5  sin*  „ 

par  sa  valeur r — > et  I on  a 

cosN 


(M 


tangN=  ^ > 

^ sina 

cos  (N  — «1 

laneX  = ^ — taiicx, 

^ cosN  ■ 

tangp  = tang(N  — t)  sinX. 


Les  formules  primitives  donnent  X cl  p sans  aucune  ambiguïté; 
mais  si  l'on  fait  le  calcul  à l’aide  des  formules  [b],  le  quadrant 
<ians  lequel  se  trouve  X ne  paraît  pas  tout  d’abord  bien  déterminé. 
La  formule  de  vérilication 

cospcosX  =cos5cosa 

permet  de  lever  la  difficulté,  et  montre  qu’il  faut  prendre  X dans 
un  quadrant  déterminé  par  le  signe  de  tangX  et  par  la  condition 
que  rosa  et  cosX  aient  le  même  signe. 

Comme  vérification  du  calcul  on  peut  encore  emplover  l’éga- 
lité, 

, , cosfN  — fl  cosSsinX 

(c)  — — — — ^ 

cosN  cososin* 


obtenue  par  la  division  des  équations 

cosp  sinX  — M cos(N  ■ — f), 
cos(î  sin  a = M cosN  . 


L'interprétation  géométrique  des  grandeurs  auxiliaires  est  fa- 
cile : N est  l’angle  que  l’arc  de  grand  cercle  mené  jiar  l’étoile  et 
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l’équinoxe  du  printemps  fait  avec  l'équateur,  et  M le  sinus  de  cet 
arc. 

Exemple.  — Soient 

a=  6°33'a9",3o, 

S 16.22.35  ,45, 

1=  23.27.31  ,7a. 


L'emploi  des  formules  {b)  et  (c)  donne 


cos^. . . t, 9830131 
lang(ï.  . . 1,4681562/1 

sina...  1,0577093 

N = — 68°45^i",88 

f =-(-  23  27.31  ,72 

N — € — — 92.i3.i3  ,60 
cos(N  — «)...  2,5882086/» 

cosN...  1,5590069 


tanga. . . 
cos  (N  — «) 
cosN 


I , o6o56o4 

1,0292017/1 


X = 359“i7'43",9i 
tang{N  — f)...  i,4i>4653 

sinX...  2,0897393/1 
r=  - 17“  35 '37",  53 
cosp...  1,9791948 


Férification. 

cos^sinX...  2,0689241/» 
rnsJsina...  1,0397224 
1 ,0292017/1 


Si  l’on  applique  les  formules  de  Delambre  au  triangle  formé  par 
l’étoile,  le  pdle  de  l’équaleur  et  celui  de  l’écliptique,  on  obtient, 
en  désignant  par  90°  — E l’angle  à l’étoile  qu’on  appelle  angle 
de  position  (Gauss,  Tlicoria  motus,  p.  64), 


sin  ^45°  — ï ( ^ ^45“ 

sin  ^4^"  — cos  j [E — X)  = sin^45'’  + 

cos  ^45°  — sin  I ( E + X)  ==  sin  ^45"  -H 

cos  ^45°  — 5^cos)(E-(-X)  = cos  ^45°  + 


î)'os(45»-^)i 
î)  cos  (45»-*-:^). 
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formules  particulièrement  commodes,  si  l'oa  veut  déterminer  à 
la  fois  X,  ainsi  que  l’angle  90° — E. 

Remarque.  — Enclte  a dunne  dans  lo  Jahrbuch  de  iS3i  des  Tables  qui 
facilitent  beaucoup  le  calcul  approché  de  la  longitude  et  de  la  latitude  au 
moyen  de  l'ascension  droite  et  do  la  déclinaison.  On  les  obtient  par  une 
transformation  des  trois  équations  fondamentales  dû  n°  9,  tout  à fait  ana- 
logue è celle  qui  a fourni  les  Tables  du  n^  35.  On  trouve  des  Tables  plus 
complètes  dons  le  Jahrbuch  de  |856. 


38.  Trans/ormatinn  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison.  — Pour  ce  cas  inverse,  on  ob- 
tient des  formules  entièrement  semblables.  Les  formules  (t)  rela- 
tives à la  transformation  des  coordonnées  ou  le  triangle  spbériqiie 
déjà  considéré  donnent 

cosicosï  = cosp  cosÀ, 
cos  J sina  — cosp  sinX  coss  — sin  p sin  t , 
siïtS  — cosp sinX  sins  -t-  sinp cost. 


Ces  équations  s'obtiennent  encore  en  remplaçant  dans  les  trois 
équations  primitives  du  n°  37,  p par  S et  X par  — a.  De  cette  ma- 
nière, un  déduit  aussi  des  formules  (b),  en  changeant  encore 

Nen  — N, 

’ % 


tangN  = 


tang  P 
sinX 


tanga 


cos(N  i) 
cos  N 


tangX, 


tangd  =:  tang  (N  ■+-  r)  sin  a. 


et  de  (c),  la  formule  de  vérification 

cos  ( N -i-  « ) _ cos  i sin  a 
cosN  cosp  sinX  ’ 


où  N désigne  l'angle  que  fait  avec  récliptiqiic  l’arc  de  grand 
cercle  mené  par  l'étoile  et  l'équinoxe  de  piinlemps. 

Enfin,  dans  ce  ras  les  formules  de  Delambre  conduisent  aux 
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équations  : 


sin  ^45°  — ^^$iny(E  + a)=  sin 
sin  ^45°  — ^ j cos  J (E  4-  a ) :^  cos 
cos  ^45°  — — *)  = cos 

cos  ^45"  — ~^cos|(K  — a)  = sin 


^45“  4-^^  sin  ^45"-i:^j, 
^45” + cos  (45"-*-^^, 
(45- 4- sin  {45» -i^), 
(45"  4-^)  cos  (45»-^)- 


Il  n’est  pas  nécessaire  de  donner  un  exemple  de  ce  calcul, 
puisque  ces  formules  s'emploient  absolument  comme  celles  du 
numéro  précédent. 

Arnurfac.  — l’our  le  Soleil,  qui  sc  meut  dam  l«  plan  de  l’écliptique,  le» 
formulet  >o  simplifient.  En  efict,  soient  L.  la  lon|;itude  du  Soleil,  A et  D sou 
ascension  droite  et  sa  déclinaison,  on  a 


et  aussi 


tane  A = lanc  L cos  i, 
sinD  - . sinLsinf, 

tan|;D  = lange  sin  A. 


39.  /4ngle  compris  entrt  les  cercles  de  déclinaison  et  de  latitude. 
— Formules  différentielles  relatives  aux  deu.x  transformations 
précédentes.  — Les  formules  de  Delambrc  permettent  d’exprimer 
immédiatement  en  fonction  de  X et  ^ ou  a et  S,  l’angle  à l'étoile 
dans  le  triangle  déterminé  par  l'étoile,  les  pôles  de  l’équateur 
et  de  l’écliptique,  c'est-à-dire  l’angle  compris  entre  le  cercle  de 
déclinaison  et  le  cercle  de  latitude  de  l’étoile.  En  effet,  cet  angle  n 
est  égal  à 90° — E.  Mais  on  peut  le  déterminer  sans  recourir  aux 
formules  de  Delambre,  à l’aide  des  équations  ' 

cosp  sinn  = cosa sim, 
cos^cosn  =:  cost  cosS  4-  sin:  sind sinx, 
ou 

cosd  sinn  = cosX  sim , 

cosicosn  = cosi  cos^  — sine  sin^  sinX, 
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ou,  si  un  pose  dans  le  preinivr  cas 

cosf  = ni  cosM, 
sim  sin  x = m sinM, 

et  dans  le  second 

cos  « = n cos  N, 
sint  sin^  = n sin  N, 

on  obtiendra 

cos  P sin  TJ  = cos  X sin  6 , 
cosp  cos>j  = m cos{  M — J', 
et 

cosiî  sin  >1  = cosi  sin  >, 
cosJcos»  =;  n cos(N  -(-  p}. 

L’emploi  de  l’angle  n est  surtout  utile  quand  on  cherche  l’ef- 
fet d’une  petite  variation  de  X,  p et  i sur  a et  lî,  et  réciproque- 
ment. On  obtient,  en  effet,  en  appliquant  au  triangle  considéré 
la  première  et  la  troisième  des  formules  (i  i)  du  n"  9, 

r/p  ~ coset/cî  — cosJ  sinnrfx  — sinXr/i, 
eospr/X  = sinur/^  -+-  eosfcosnrfa  cos),  sinpr/t. 


et  récipruquenient. 


dS=  coserfp -1- cosp  sinjirfX -t- sinxrfr, 
cosJr/x  = — sin r, r/p  H-  cospcosr, rf  X — cosx  sindr/s. 


Remarque.  — Nous  avons  dit,  dons  Ifi  Remarque  précédentC|que  le  contre 
du  Soleil  parcourt  rccliptiquc;  ntaU  cela  n'o&l  pas  rî^oureuf>enacnt  exact, 
car  les  perlurlMiions  des  plaoôlcs  doimeul  au  Soleil  uiic  p<tlio  laliiuüe 
bon^alü  ou  australe  qui  ne  peut  jamais  dépasser  «me  seconde  d*arc.  On  doit 
donc,  après  avoir  calculé  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  au  movoii  des 
formules  données  dans  la  Rrmatque  du  38,  les  corriger  do  l'inlliieitco  <le 
la  latitude. Si  ou  la.désigne  par  B,  on  a les  formules  difTérenliellea 


= dB, 

cos  U 


dü  = coB>]  </n, 


et,  en  rcmpl.içant  sin  1}  ctcns>j  parleurs  valeurs  Itrces  des  formules  (pii 
donnent  co» ^ bin  *:  et  coso'  coü>i},  où  Pon  a fait  tout  d'abord  = o, 

cos  n d .4,  s=  •—  cos  A sin  I d R, 
ros  D dD  = cos  t dR. 
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40.  — Transformation  de  l’azimut  et  dr  la  hauteur  en  lon- 
gitude et  latiturle.  — Pour  ne  rien  omettre,  nous  donnerons 
encore  les  forinnles  1 l’aide  desquelles  on  peut  transformer  l'azi- 
mut et  la  hauteur  en  longitude  et  latitude,  quoique  ces  formules 
ne  soient  jamais  employées. 

On  a d’abord,  par  rapport  à l’horizon, 

X = cos  A cosA , 
y — sin  A cosA , 

Z = sinA. 

Si  l'on  fait  tourner  l'axe  des  x dans  le  plan  des  xz  d'un  angle 
90® — (p  vers  l’axe  des  z positifs,  les  valeurs  des  nouvelles  coor- 
données se  déduisent  des  équations 

• x' = xsiny -+■  Z COSy, 

r'=r. 

z'  = Z siny  — xcosy . 

Faisons  de  même  tourner  dans  le  plan  des  tr'  r',  plan  de  l’é- 
quateur, l’axe  des  x'  d’un  angle  0,  de  telle  sorte  que  l’axe  des  x" 
passe  par  l’équinoxe  du  printemps,  l’axe  des  r"  par  le  point 
d’ascension  droite  90°;  noos  aurons,  en  comptant  l’angle  ho- 
raire et  l’ascension  droite  en  sens  opposés, 

x"  z=  x'  COS0  -h  ^ ' sin  0 , 

— y"  —y  COS0  — x'  sin0, 
z"  = z'. 

F.nfin  si  l'on  fait  tourner  l’axe  des  y"  dans  le  plan  des  j^z" 
d'un  angle  c vers  l’axe  des  z"  positifs,  on  obtient 

x-  = x", 

y“  = y"  cos»  z"  sin  », 

. z"=  z" cou  — y"  sini, 

et  comme  nous  savons  que 

x"  = cosp  cosi,  7*  = cosp  sinX,  z"  = iinp, 

I.  8 
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après  élimination  <lo  x',  j \ i',  x",  7",  z",  ces  formules  exprime- 
ront X et  B en  fonction  de  A,  /i,  <f,  0 et  i. 


111.  — Du  MOU\E»IE\T  UIUHNE  COMME  MF-Si  nF.  DU  TEMPS. 

41.  Temps  siticra/.  — Jour  sidéral.  — La  révolution  diurne 
de  la  sphère  releste,  ou  en  réalité  la  rotation  de  la  Terre  autour 
de  son  axe  est  uniforme;  elle  peut  donc  servir  comme  mesure 
du  temps.  La  durée  d’une  révolution  de  la  Terre  autour  de  son 
axe,  c’est-à-dire  le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  culminations 
successives  d'une  meme  étoile,  s’appelle  Jour  sidéral.  Le  jour  si- 
déral commence,  en  d’antres  termes  i est  o'‘  temps  sidéral,  à 
l’instant  où  le  point  équinoxial  du  printemps  passe  an  méridien; 
on  dit  qu’il  est  i'*,  2’*,  S**,. . .,  temps  sidéral,  quand  l’angle  ho- 
raire de  ce  point  est  i*",  2'',  S*",. . .,  c’est-à-dire  à l’instant  où 
passe  au  méridien  le  point  de  l'équateur  dont  l'ascension  droite 
est  1'’,  a*",  S**,. . . ou  i5",  3o",  45°,.. . ■ 

On  verra  dans  la  suite  que  les  points  équinoxiaux  ne  sont  pas 
fixes,  mais  qu’ils  se  déplacent  lentement  sur  l’écliptique.  Ce  mou- 
vement est  composé  de  deux  autres  : l'un  est  proportionnel  an 
temps,  et  se  combine  avec  le  mouvement  diurne  de  la  sphère 
céleste;  l’autre  est  périodique.  Par  suite  de  ce  dernier,  l’angle  ho- 
raire de  l’équinoxe  du  printemps  ne  varie  pas  d’une  manière 
uniforme,  et  le  temps  sidéral,  pris  rigoureusement,  n’est  pas  une 
mesure  invariable.  Mais  cette  irrégularité  est  très-petite,  et  dans 
une  période  de  igans  reste  comprise  entre -1- 1*  et  — i*. 

42.  Temps  solaire  vrai.  — Jour  solaire  vrai.  — Mouvement 
de  la  Terre  dans  son  orbite.  — Équation  du  centre.  — Réduction 
à l'érliptiquc.  — Si  le  21  mars  le  .Soleil  est  à l’étpiinoxe  du 
jtrintemps,  il  passe  ce  jour-là  au  méridien  vers  o’’- Mais  le 
Soleil  se  meut  sur  l’écliptique  d'un  mouvement  rétrograde,  et, 
puisque  le  2.3  septembre  il  se  trouve  à l’équinoxe  d’automne  tl 
possède  une  ascension  droite  de  12’’,  il  passe  ce  jour-là  au  méri- 
dien vers  ta'’-*"''.  Le  passage  du  .Soleil  au  méridien  a donc  lieu 
<lans  un  an  successivement  à toutes  les  heures  du  jour  sidéral. 
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L’emploi  <hi  temps  sidéral  prés<.“nlerait  pour  la  vie  civile  de 
grands  inconvénients,  aussi  fait-on  servir  le  Soleil  lui-méme 
la  mesure  du  temps.  L’angle  lioraire  du  Soleil  à un  instant  quel- 
conque s’appelle  temps  solaire  vrai,  et  le  temps  qui  sépare  deux 
culrainatifuis  successives  jour  solaire  vrai.  Il  est  midi  vrai  en  un 
lieu,  quand  le  centre  du  Soleil  est  au  méridien  ; mais  l’ascen- 
sion droite  du  Soleil  ne  variant  pas  uniformément,  le  temps  vrai 
présente  aussi  l’inconvénient  de  n’ètre  pas  uniforme.  Deux  causes 
produisent  cette  irrégularité  du  mouvement  du  Soleil  en  ascen- 
sion droite  : l’inclinaison  de  l’éclipticpie  sur  réquatcur  et  la  non- 
uniformité  du  mouvement  du  Soleil  sur  l’écliptique.  Ce  mouve- 
ment annuel  du  Soleil  n’est  qu’une  apparence  et  provient  du 
mouveii'ent  de  la  Terre  autour  du  Soleil.  D’après  les  lois  de  Ké- 
pler,  la  Terre  se  meut  dans  une  ellipse  dont  le  Soleil  occupe  l’un 
des  foyers,  de  telle  sorte  que  la  ligne  (|ui  joint  les  centres  de  la 
Terre  et  du  Soleil  (le  rayon  vecteur  de  la  Terre)  décrit  des  aires 
égales  dans  des  temps  égaux.  Mais  l’aire  de  l’ellipse  est  rr  — e'; 
en  désignant  par  t la  durée  de  l’année  sidérale,  c’est-k- dire  le 
temps  que  met  la  Terre  pour  accomplir  une  révolution  complète 

yr  d I f * 

autour  du  Soleil,  la  vitesse  arèolaire  F de  la  Terre  sera 

T 

Si  l’on  prend  le  demi  grand  axe  de  l’ellipse  comme  unité,  et  si 
au  lieu  de  l’excentricité,  on  emploie  l’angle  y donné  par  l’équa- 
tion c — siny,  on  aura 

F= 


Soit  maintenant  T l’époque  où  la  Terre  est  le  plus  près  du  So- 
leil où  l'époque  du  périhélie;  au  temps  t le  secteur  décrit  par  le 
rayon  vecteur  depuis  le  passage  au  périhélie  est  F(t  — T).  Ce 

secteur  peut  aussi  s’exprimer  par  l’intégrale  définie  | f r' dv, 

J O 

où  r est  le  rayon  vecteur  et  v l’angle  qu’il  fait  au  temps  t,  avec  le 
grand  axe  et  qu’on  appelle  anomalie  vraie  de  la  Terre.  On  a donc 
l’equation 

f” 

aF  (r  — T)=  I r'rfv. 

J O 

8. 
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Conimc,  dans  Teilipsc, 

/7  f 1 — r‘)  a cos-ç 
I -H  r cosv  I -I-  ccüSv 

l’intrgralc  procédentc  ne  spr.iît  pas  simple;  on  remplace  alors  v 
par  line  autre  variable.  Au  périhélie  le  rayon  vecteur  a pour  va- 
leur (<?  — ne),  h l’aphélie  (a  -h  ne);  on  peut  donc  poser 

r = n (i  — e cos  El, 

où  E est  un  angle  qui  s’annule  avec  v ; on  en  déduit 

cosv  -h  e 

cos  E = 

I -I-  e cosv 


Ainsi  E a une  valeur  toujours  possible,  car  la  valeur  du  second 
membre  est  toujours  comprise  entre  i et  — i ; par  une  trans- 
formation facile,  on  obtient  encore 


cosE  — e 

- = cosv  et 

I — e cos  K 


coSf  sinE 
I — e cos  E 


sinv. 


et,  par  la  différentiation  des  deux  expressions  de  r, 
c/v  OCOSç 

dK  ~ ~~  ■ 


En  introduisant  la  variable  E dans  l’intégrale  définie  qui  pré- 
cède, on  a 

2F(/  — T)=  a’cosy  f (i — crosE)rfE=; <i’cosç(E  — esinE; 

Jo 

et  par  conséquent,  en  pi’enanl  encore  le  demi  grand  axe  pour 
unité  et  remplaçant  F par  la  valeur  trouvée  ci-dessus. 


— \ f — Tj  =:  E — e sin  E, 


où  ' — est  le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre  en  un  jour, 
c'est-à-dire  le  mouvement  diurne  qu’aurait  eu  la  Terre  si,  pendant 
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le  temps  t,  elle  avait  accompli  nn  toor  entier  autour  du  Soleil 
avec  une  vitesse  unifunne.  Le  premier  membre  de  la  dernière 
équation  exprime  en  conséquence  l’angle  que  cette  Terre  liclive 
aurait  décrit  autour  du  Soleil  dans  le  temps  (t  — T)  d’un  mou- 
vement unirorme.  On  appelle  cet  angle  anomnlie  moyenne;  si  on 
le  désigne  par  M,  l’équation  précédente  devient  ^ 


M E — e sin  E, 


et,  l’angle  auxiliaire  E une  fois  déterminé,  on  trouvera  l'anomalie 
vraie  par  l’équation 


tang  = 


cosip  sinE 
cüs  E — e 


Dans  le  cas  d’une  petite  excentricité,  il  est  plus  commode  de 
développer  en  série  la  différence  de  l'anomalie  vraie  et  de  l’ano- 
malie moyenne.  On  a indiijiié  diverses  méthodes  fort  élégantes 
dont  l'exposition  nous  entraînerait  trop  loin.  Si  l’on  a seidemcnt 
besoin  de  quelques  termes,  ce  qui  suffit  dans  le  cas  présent,  on 
peut  y arriver  facilement  de  la  manière  suivante.  Puistpie  pour 
e — O,  ï = M,  on  a 


M 


où  v',,  ■/, . . . sont  les  dérivées  successives  de  » par  rapport  à c, 
dans  l’expression  desquelles  on  fait  ensuite  c = o. 

Prenons  les  logaritlimes  des  deux  membres  de  l’équation 


sinv 


cos  y sin  E 
I — e cosE  ’ 


et  différentions,  nous  obtenons 


cosv  , 
^ — «•> 
sinv 


il  E cos  E — e 
sin  El  — e cos  E 


iltf  cosE  — e 
cosy  I — e eosÉ 


ou 


il -J  - — f/E 

sin  E 


cos  y 


n cos  y 
r 


i/E  -t- 


sin  V 

- - lia. 

cosy  ' 


Différentions  aussi  l’équalion  relative  à M,  en  y considérant  seu- 


Digilized  by  Google 


> t8  ASTRONOMIE  SPBÊRIQl'E. 

leincnt  K et  e comme  variables,  nous  aurons 


//E  = sinv  dy. 


‘h 


sinv  , , d-j 

(2  ccosï  et  — - 

cosy  de 


sinv  , 

( 2 

cos’ y 


e cosv), 


et',  en  faisant  e ~o,  nous  aurons  v',  = 2 sinM. 

Pour  trouver  les  dérivées  d’ordre  supérieur,  on  pose  P = 

et  Q = 2-(-ccosï.  On  obtient  racileiuent,  en  désignant  par  P',, 
Q', ....  les  valeurs  des  dérivées  de  P et  Q pour  e = o, 


P*.  = cosM.v’,  = sin2  M , 

Q',  = cosM, 

ï'  = sin  M . Q',  -4-  iŸ,  = 1 sin  2 M , 

P',  cos.M  .v'  — sinM.v',’-+-  2 sinM  = ’ sin 3 M -t-  7 sinM  , 
Q',  . — 2 sin  M . v’,  — 4 S'”'  M , 

»*  = sin  M . Q”  2 Q',  P*,  -f-  2 P'  = •—  sin  3 M — ^ sin  M . 


On  aura  donc 

V =:  M + 2csin  M -4  c’sin  2 M -f-  e’(  jy  sin  3 M — J sinM)  -4  . . . 
M -h  ^2c  — ^ j sinM  -4-  J c’  sin  2M  -I-  I ) c’sinSM  + . . . . 

Pour  l’orbite  de  la  Terre  en  i85o,  c=o, 0167712.  Si  l’on 
substitue  cette  valeur  et  si  l'on  divise  par  sin  i"  pour  tout  convertir 
en  secondes,  on  trouve 

v = M -4-  691  S",  37  sinM  -t-  72", 52  sin  2 M -1-  i",o5  sin3  M,  • 

où  la  |>arlie  périodiepic,  (pi’il  faut  ajouter  à l’anomalie  moyenne 
pour  avoir  l’anomalie  vraie,  s’appelle  équation  du  centre. 

Puisque  le  mouvement  anguiaire  apparent  du  Soleil  est  égal 
au  mouvement  angulaire  de  la  Terre  autour  du  Soleil,  on  obtient 
la  longitude  vraie  du  Soleil,  en  ajoutant  à v la  longitude  a du 
Soleil  lorsque  la  Terre  est  au  périhélie.  M -4-  o sera  la  longitude 


) 
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d'un  Soleil  fictif  sc  déplaçant  iinifarménient  sur  l'écliptique,  ou 
la  longitude  moyenne.  Soit  X la  première,  L la  seconde,  on  a pour 
la  longitude  vraie  du  Soleil  l'expression  suivante 


À = L -h  6918", 37  sinM  + 73", 52  sinaM  -t-  i',o5  sinSM  ('). 


Il  nous  sera  necessaire,  plus  tard,  de  connaître  l'expression  de  a 
en  fonction  de  L;  suhstitiions donc  L à M,  et  comme  M =L — o 
et  O = 280" 21' 4 1 “,o,  nous  aurons 


it  = L + 1 244^^  3 1 sin  L -1-  68o5",  56  cos  L 
— 67  ,8?.  sinïL-t-  a5  ,66cosaL 

' — O ,54siii3L — o ,90  cos3L. 


L’ascension  droite  du  Soleil  et  sa  longitude  sont  liées  par  la 
relation 


tangA  = tangli  cosi; 


d’où  l’on  déduit  (formule  17,  n"  11) 


k — \ — tang’  ^ sinaÀ  -f-  4 tan|;‘  ^ sin4X  — • ■ 

et,  en  remplaçant  t par  sa  valeur  7.3°a7'3i",o  et  divisant  en- 
core par  sin  i", 

A = i — 8891", 56  sinai  + 191", 65  siii4^  — 5",5i  sin6X 
-H  o",i8  sin8>  -t-  . . . , 

où  la  partie  périodi(|ue  prise  en  signe  contraire  s'appelle  rédue- 
tion  à l'écliptique.  ' 

Substituons  dans  la  dernière  formule,  au  lieu  de  la  série 
trouvée  plus  haut,  et  développons  les  sinus  de  la  somme  de  plu  - 
sieurs  arcs;  nous  trouvons,  toutes  réductions  faites,  après  avoir 


C)  A celle  eipresiioii  il  fauilrait  pour  plus  de  rigueur  ajoiiti'r  encore 
l'elTcl  des  perturbations  proTenuiiL  dus  autres  planètes,  et  celui  des  petits 
mouvements  des  points  èqiiinoiianx. 
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divisé  par  i5  pour  tout  réduire  en  temps  : 


A = L -(-  86,53  sinL  -t-  434 , i5  cosl. 

— 5^,64  sinaL  + ijtigcosaL 

— 3,7^sin3L — i8,77Cos3L 

-r  i3,23sin4L — o,igcos4L 

+ o,i6sin5L-i-  o,8acos5L 

— o,36sin6L+  o,o2cos6L 

— OjOisin^I. — o,o4cos7L. 

i3.  Temps  solaire  moyen.  — Equation  du  temps.  — Piiiscpie 
l’asecnsion  droite  du  Soleil  ne  varie  pas  uniforniéineni,  le  temps 
solaire  vrai,  lonjoui's  égal  à l’angle  horaire  du  Soleil,  ne  ])ent 
servir  de  mesure  du  temps.  On  a donc  adopté  un  autre  temps 
unirorme,  le  temps  solaire  moyen  : il  est  donné  par  le  mouvement 
d'un  second  Soleil  fictif,  le  Soleil  moyen,  qui  se  meut  sur  rét]ua- 
leur  avec  une  vitesse  uniforme,  comme  le  premier  Soleil  fictif  sur 
l’écliptique.  L’asrcnsion  droite  de  ce  Soleil  moyen  est  donc  égale 
à la^ongitiide  L du  premier  Soleil  fictif.  Il  est  midi  moyen  en  un 
lieu  quand  le  Soleil  moyen  est  au  méridien,  c'est-à-dire  quand 
le  temps  sidéral  est  égal  à la  longitude  moyenne  du  Soleil,  et  le 
temps  moyen  est  à chaque  instant  égal  à l'angle  horaire  de  ce 
Soleil  moyen;  suivant  les  usages  astronomiques  on  le  compte 
de  o'"  à 24'*  dans  l’intervalle  d’un  midi  à l’autre.  Le  jour  cieil 
commence  12  heures  avant  le  jour  asti  anomique  Ae  même  date. 

D’après  Hansen,  le  temps  sidéral  h midi  moyen  àa  i85o,  jan- 
vier O,  est  pour  Paris  18'’ 3c)'“g*,26i , et  la  longueur  de  l'année 
tropique,  c’est-à-dire  le  temps  employé  par  le  Soleil  pour  reve- 
nir au  même  équinoxe,  est  365,242  2008  jours  solaires  moyens 
{voir  la  fin  du  n”  60);  le  mouvement  tropique  moyen  du  Soleil 
en  un  jour  est  donc 


- = 5q'8",33  ou  3'"  56’,  555,  en  temps  sid. 

365,2422008  ^ . . 1 

Le  teni|)S  sidéral  à midi  moyen  augmente  ainsi  chaque  jour 
de  d™  56’,  555;  cette  quantité  est  a|>pelee  anélération  des  fixes 
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(par  rapport  an  Soleil);  il  est  facile  d'en  déduire  le  temps  sidéral 
à une  épnrjue  quelconque. 

Pour  calculer  le  temps  sidéral  au  midi  d'un  autre  méridien, 
on  a pour  temps  sidéral  à midi  moyen  de  i85o,  janvier  o. 


1 8’’  Sg""  g*,  2.6 1 


-4  3">56*,555, 

24 


où  k désigne  en  heures  la  différence  de  longitude  avec  Paris,  prise 
positivement  à l'ouest,  négativement  k l’est  (*). 

La  relation  entre  le  temps  moyen  et  le  temps  vrai  s'obtient  !x 
l’aide  del'équation  précédente  relativeà  A.  Le  Soleil  moyen  tantôt 
précédera  le  Soleil  vrai,  tantôt  le  suivra,  comme  cela  résulte  du 
signe  de  la  partie  périodique  contenue  dans  A. 

Si,  pour  le  midi  moyen’d'un  lieu,  on  calcule  L,  c’est-à-dire  le 
temps  sidéral  à midi  moyen,  la  valeur  de  L — A donnée  par  la 
formule  précédente  sera  l’angle  horaire  du  Soleil  à midi  moyen  (**). 
On  ap|>elle  équation  du  temps  la  quantité  qu’il  faut  ajouter  au 
temps  vrai  pour  avoir  le  temps  moyen.  Rien  n’csl  plus  simple 
que  d’obtenir  avec  l’expression  précédente  de  L — A,  l’équation' 
du  temps  x pour  l’instant  du  midi  vrai;  on  transformera  l’angle 
horaire  L — A en  temps  moyen  et  on  le  prendra  avec  le  signe 
contraire.  Soit  d’ailleurs  n le  moyen  mouvement  diurne  du  Soleil 
en  temps,  et  n + iv  le  mouvement  diurne  vrai  du  Soleil  pour  le 
jour  déterminé;  24*'  de  temps  moyen  seront  égales  à 24*'  — ‘v  de 
temps  vrai;  on  a donc 

■r  24*’ 

A — L 2.4*'  — 


(*)  On  devrait  encore  ajouter  te  petit  mouvement  périodique  des  points 
équinoiiaux. 

(*■)  L'eipreasion  précédente  ne  donne  qu'une  ratenr  approchée  de  L — A. 
La  valeur  exacte  doit  étrecatcuiée  à t’aide  des  Tables  du  Soleil  ; elle  est  égale 
à la  difTerence  entre  la  longitude  moyenne  du  Soleil  et  sou  ascension  droite 
vraie,  ^ 

Les  Tables  du  Soleil  les  plus  récentes  sont  celles  de  Hansen  et  Olufsrn 
( Copenhague  i853),  et  celles  de  Le  Verrier  (Annu/cs  dr  l'Oh$ervatuirc 
rial,  t.  tV). 
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d’où 


x=(A  — L) 


L’équation  qui  donne  A permet  de  trouver  facilement  la  marche 
de  l'équation  du  temps  dans  le  cours  d'une  année.  Posons 
A — L = O et  prenons  seulement  les  trois  termes  les  plus  im- 
portants, nous  aurons  l’équation 

o =;  86, 5 sinL  — 696,6  sin2L  4^4 >'  cosL, 

qui  donne  les  valeurs  de  L pour  lesquelles  l’équation  du  temps 
est  nulle;  ce  sont  : L=23“i6',  L = 83"26',  L=  160°  1 5', 
L = 2'j3‘'3',  valeurs  qui  correspondent  aux  i5  avril,  «4  juin, 
3i  août  et  7.4  décembre.  Les  époques  correspondantes  au  maxi- 
mum de  l’équation  du  temps  seront  données  par  l’équation  obte- 
nue par  la  difTérentiation,  et  on  trouvera  les  quatre  maxima 

-H  «4"‘3i’  — 3”53*  -)-'6'"i2‘  — 16“  «8* 

pour  Févr.  11  Mai  14  Jiiilt.  16  Mot.  18 

Le  jour  vrai  est  le  plus  long  quand  lu  variation  de  l’équation  du 
temps  en  un  jour  est  positive  et  maxima.  Cela  a lieu  le  23  dé- 
cembre; alors  cette  variation  est  deSo’et  par  conséquent  la  durée 
du  jour  vrai  est  24''  o”  3o’.  Au  contraire,  le  jour  vrai  est  le  plus 
court  quand  la  variation  do  l’étpialion  du  temps  est  encore  un 
maximum,  mais  négative,  et  cela  a lieu  le  i5  septembre;  alors  la 
variation  de  l’équation  du  temps  est  — 7t‘,  et  par  conséquent  la 
dqrée  du  jour  vrai  est  de  7.3'‘ Sg""  39*. 

Les  notions  qui  procèdent  permettraient  de  résoudre  tous  les 
problèmes  relatifs  à la  transformation  des  différents  temps  les  uns 
dans  les  autres;  mais  il  a paru  utile  d’en  réunir  les  règles. 


’s's.  Transformation  du  temps  moyen  en  temps  sidéral  et  ineersc- 
ment.  — i"  Par  suite  de  son  mouvement  apparent  de  l’est  à l'ouest, 
le  Soleil,  dans  l’intervalle  d’un  é<]uinoxe  du  printemps  au  suivant, 
se  trouVe  en  retard  sur  les  étoiles  d’une  révolution  diurne  tout 
entière;  le  nombre  de  jours  sidéraux  contenus  dans  l’année  tro- 
pique est  donc  plus  grand  d’une  unité  que  le  nombre  des  jours 
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moyens.  Par  conséquent 

...  ..Il  36.5, 201  , 

un  jour  sidéral  = =^7 — ; jour  moyen 

366. 242201  ■'  ■' 

= un  jour  moyen  — 3"55‘,go9  de  temps  moyen, 

• 366,242201  . .... 

Ln  jour  moyen  = ; — ; jour  sidéral, 

360.242201  •’ 

= un  jour  sidéral  -h  3™  56',  5.55  de  temps  sidéral 

Si  donc  0 désigne  le  temps  sidéral,  M le  temps  moyen,  0,  le 
temps  sidéral  à midi  moyen,  on  a 

24'' 

24''  3"  56’,  555 


0 — 0,  -+“  M 


3-4 


On  peut  calculer  le  temps  sidéral  à midi  moyen  comme  on  l'a 
fait  précédemment;  on  le  trouve  aussi  dans  les  éphémérides,  où 
il  est  donné  pour  chaque  midi  moyen. 

On  facilite  le  calcul  précédent  en  construisant  des  Tables  qui 
donnent  pour  toutes  les  valeurs  de  t les  quantités 

2.4’'  — 3"55*,oori  24*' 4- 3®5(>*,  555 

— .. — ^ ’ e et  t. 

a4'‘  a4'' 

Ces  Tables  se  trouvent  d'ailleurs  dans  les  Annuaires  et  dans  les 
Recueils  de  Tables  astronomiques. 

Exemple.  — On  donne  le  temps  sidéral,  1849  juin  9, 
14^'  I b™  36*,  35  : transformer  ce  temps  en  temps  moyen  de  Ber- 
lin. 

Le  Jahrbuch  de  Berlin  donne  pour  valeur  du  temps  sidéral 
au  midi  moyen  du  jour  indiqué  5'‘ 1 o™  48',  3o  ; il  s’est  donc 
écoulé  depuis  le  midi  moyen  jusqu'au  temps  donné  9''5“48*,o5 
de  temps  sidéral;  les  Tables  auxiliaires  ou  la  multiplication  di- 

, . 24*“ — 3"'-55’,qoQ  . ,, 

recte  par  le  facteur  — S—d  montrent  que  cet  intervalle 

24 

est  égal  à 9’'4“‘  18’, 64  de  temps  moyen. 

2"  Si  le  temps  moyen  était  donné,  on  le  transformerait  en  temps 
sidéral  à l'aide  des  Tables  et  on  ajouterait  le  temps  sidéral  à midi 
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moyen  ; le  rt'sultït  donnerait  le  temps  sidéral  correspondant  an 
temps  moyen  donné. 

45.  Transformation  du  temps  vrai  en  temps  moyen  et  ineer- 
sement.  — i°  Pour  transformer  le  temps  vrai  en  temps  moyen,  il 
suflit  de  prendre  dans  les  épliémérides  l'équation  du  temps  cor- 
respondante au  temps  vrai  donné,  et  de  l'ajouter  algébriquement 
au  temps  donne. 

Exemple.  — Le  Jahrbuch  de  Berlin  donne  les  valeurs  suivantes 
de  l'équation  du  temps  à midi  vrai  : 


Id^l9  Juin  8 

9 

10 


— i'"ao',73 

— '•  9.37 

— «• 57,74 


Diir.  I.  Diir.  II. 
^ ii‘,3G 

-H  o’,a7 

1 1 , 63 


-\insi  pour  le  temps  vrai  : juin  q,  q'’ 5'"  a3‘,6o,  l'équation  du 
temps  est  — i™  5*,o4  et  par  suite  le  temps  moyeu  correspondant 
est  q*"  4"’  18*, 56. 

2°  Dans  la  transformation  du  temps  moyen  en  temps  vrai,  on 
se  sert  de  l'équation  du  temps;  mais  puistpie,  dans  les  éphémé- 
rides,  elle  est  donnée  pour  le  temps  vrai,  il  faudrait  en  réalité 
connaître  déjà  le  temps  vrai  afin  d'interpoler  l'équation  du  temps. 
Mais  en  raison  de  la  petitesse  de  la  variation  diurne  de  cette 
équation,  il  suffit  d'ajouter  au  temps  donné  une  équation  qui  ne 
lui  corresponde  qu'approximativement.  On  interpole  ensuite  l'é- 
quation du  temps  avec  cette  valeur  approeliée  du  temps  vrai.  . 

Exemple.  — Soit  donné  le  temps  moyen  q*"  4'"  18*,  56.  Nous 
prendrons  — t”  pour  équation  du  temps;  avec  le  temps  vrai 
q*' 5“  18', 56,  nous  trouverons  — i'"5*,o4  pour  équation  du 
temps  et  par  suite  le  temps  vrai  c)’’  S"”  23*, 60. 

Le  Nautical  Jtmanne  contient  avec  l'équation  du  temps  pour 
chaque  midi  vrai,  la  quantité  L — A pour  ehatpie  midi  moyen 
i|u'il  faut  ajouter  au  temps  moyen  pour  avoir  le  temps  vrai.  Dès 
lors  la  régie  à suivre  est  la  même  dans  les  deux  cas,  en  employant 
cette  seconde  Table  pour  la  tninsformalion  du  temps  moyen  en 
temps  vrai. 


Digitized  by  Google 


MESURE  DU  TEMPS. 


I î5 

4G.  Transformation  fin  temps  vrai  en  temps  sidéral  et  inverse- 
ment. — I"  Puis<|ue  le  temps  vrai  est  égal  à l'angle  horaire  du  So- 
leil, il  sufGra  de  lui  ajouter  l’aseension  droite  du  Soleil  pour 
obtenir  le  temps  sidéral. 

Exempi.e.  — D'après  \e  Jatnbuch  de  F.ncke,  on  a à Berlin  les 
ascensions  droites  suivantes  du  Soleil  à midi  vrai  : 

1849  Juin  8 5"  S^So', 79 

9 5.  9.  38,  ;5 

10  5 . 1 3 . 4G 1 98 

Veut-on  maintenant  transformer  en  temps  sidéral  g'' 5‘"  3.3*,  60 
de  temps  vrai  pour  le  9 juin?  A cette  époque  l’ascension  droite 
du  Soleil  est  égale  à S**  1 1"  12*,  75,  et  par  suite  le  temps  sidéral 
est  égal  à i4'‘  16™  36*, 35. 

2°  Dans  la  transformation  du  temps  sidéral  en  temps  vrai,  on  a 
besoin  d’une  valeur  approchée  du  temps  vrai,  pour  l’interpola- 
tion de  l’ascension  droite  du  Soleil.  Mais  si  du  temps  sidéral 
donné  on  retranche  l’ascension  droite  du  Soleil  correspondante 
au  commencement  du  jour,  on  obtient  le  nombre  d'heures  sidé- 
rales écoulées  depuis  cette  époque.  Il  faudrait  transformer  ces 
heures  sidérales  en  temps  vrai  ; mais  il  suflit  de  les  transformer 
en  temps  moyen  et  d'interpoler  l'ascension  droite  du  Soleil  pour 
cette  époque;  en  la  retranchant  ensuite  du  temps  sidéral  donné, 
•n  obtient  le  temps  vrai. 

Exemple.  — 9 j"in,  l’ascension  droite  du  Soleil  à midi 

vrai  est  5'' q"”  38*,  ^5  ; par  conséquent,  depuis  le  temps  sidéral 
,^h  16'”  36',  35,  il  s’est  écoulé  g*' 6™  57*, 60  de  temps  sidéral,  ou 
g'' 5“' 28', 00  de  temps  moyen;  interpolons  pour  ce  temps  l’as- 
cension droite  du  Soleil,  nous  obtiendrons  5''  11'”  12*, 75;  le  temps 
vrai  cherché  est  donc  g*"  5"*  23", 60. 

On  peut  aussi  faire  cette  conversion  en  transformant  le  temps 
sidéral  en  temps  moven,  et  celui-ci  en  temps  vrai,  à l’aide  de  l’é- 
quation du  temps. 


Diir.  I.  DilT.  II. 


■I-  4'°7‘i9b 

-I-  o',27 
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Reinar/jur.  — Si  l'on  vent  rlTecIner  ces  iraniirnrmations  pour  le  leinpa  i 
d'un  méridien  dont  lâ  différence  de  longitude  avec  le  meriifien  de  l'éphrmr- 
ridc  eat  A ( prise  poiitivemenl  à l'onchti  iiéj^alivemenl  à l'esl),  il  faut  in- 
terpoler, pour  le  temps  (-1- A,  le  Irnipa  sidéral  h midi  moven;  l'éqnalinn 
du  temps  et  l'ascension  droite  du  Soleil  tirés  dos  épliéraérides. 


IV.  — Problèmes  rehïies  ai-  mouvement  dii  bne. 

47.  Époque  de  culmination . — Par  suite  du  mouvement  diurne, 
un  astre  passe  deux  fois  par  jour  au  méridien  d'un  lieti,  à sa 
culmination  supérieure  (piand  le  temps  sidéral  est  éj;al  à son 
ascension  droite,  à sa  culmination  inrérieure  quand  le  temps  si- 
déral la  dépasse  de  12  heures.  L'époque  de  la  culmination  des 
étoiles  fixes  s'obtient  donc  immédiatement.  Mais  si  l'astre  a un 
mouvement  propre,  il  faudrait  en  réalité  connaître  l'époque  de  la 
culmination,  afin  de  calculer  ensuite  l'ascension  droite  corres- 
pondante. 

Pour  le  Soleil  l'équation  du  temps  h midi  vrai,  déduite  des 
éphémérides,  donne  le  temps  moyen  du  passage  au  méridien  pour 
lequel  les  éphémérides  ont  été  construites;  et  cette  é<|uation, 
interpolée  pour  le  temps  vrai  donne  le  temps  moyen  de  la  eul- 
mination,  pour  un  méridien  dont  la  différence  de  longitude  à 
l'ouest  est  /. 

Les  lietfx  de  la  Lune  et  des  planètes  sont  donnés  dans  les  éphé- 
mérides pour  les  midis  moyens  d'un  méridien  déterminé.  Dési- 
gnons par  y(n)  l’ascension  droite  exprimée  en  temps  de  l’astre  à 
midi,  parc  le  temps  de  la  culmination;  l’ascension  droite  de 
l’astre  pour  l'époque  de  sa  culmination  sera  d’après  la  formule 
d’interpolation  de  Newton,  si  l’on  s’arrête  aux  différences  troi- 
sièmes, 

/(«)-!- t/'(o + :)  4- 
ou  encore  plus  exactement 

/(«)  + i/'  («  + J)  H-  + ;). 

Cetle  grandeur  doit  être  égale  au  temps  sidéral  à l’instant  dont 
nous  parlons;  e,  étant  le  temps  sidéral  à raidi  moyen  et  24  heures 
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l’intervalle  des  arguments  de  on  aura  donc  l’équation 

e.+ 3-"  56>,  5<i)  =/(<7)  + r/'  (n  4-  ; ) -h 
d'où 



241- 3-"  56‘,56 -/'(<n- i)  - 4-  ;) 

t se  trouve  encore  dans  le  second  membre,  mais  puisque  les  dif- 
férences secondes  sont  toujours  petites,  on  peut,  en  calculant 
cette  formule,  remplacer  dans  le  second  membre  t par  la  valeur 

approchée  ( ). 

La  grandeur  0,  — /"{o)  est  l’angle  horaire  de  l’astre  pour  le 
midi  du  méridien  pour  lequel  les  vphémérides  ont  été  construites; 
si  k est  la  longitude  d’un  autre  lieu,  prise  positivement  à l’ouest, 
l’angle  horaire  à l’est  serait  pour  ce  lieu  /{a)  — 0,4-  k,  et  le 
temps  de  la  culmination  pour  ce  lieu  en  temj)s  du  premier  méri- 
dien 

/(fl)  — &,+  /, ^ 

34'’  3""  56', 56  _/'(fl4- J)_  4-i) 

et,  en  temps  du  lied, 

! - /'—X. 

Exf.uplf.  — Soient  données  les  ascensions  droites  delà  Lune 
en  temps  moyen  de  Berlin  ; 


/(«}■ 
b ni  • 

Diir.  1. 

Diir.  II. 

Juin.  14,5 

t3  7 5,3 

m ■ 

4-  27  17,0 

« 

i5,o 

13.34.22,9 

4-  27.58,8 

-f-  4 1 ) 2 

i5,5 

14.  2.21,7 

4-  28.42,3 

+ 43,5 

t6,o 

14.31.  4,0 

. 

( *)  Si  la  dilTérenca  dri  argiimenit  de  /(a  ) était  ta  hniret  nu  lieu  de 
le  premier  terme  du  dénominateur  de  la  formule  précédente  norail 
I al*  1™  58*,  a8,  et  ai  l’on  partait  d’une  valeur  de y(a)  dont  l'argument  aérait 
minuit,  il  faudrait  employer  0, 4- l il*  i"*  5S',a8  au  lieudr0,. 


Digitized  by  Coogle 


128 


ASTR0N0MI8  SPH£RIQI’E. 
et  en  même  temps  le  temps  sidéral  à midi  moyen,  juillet  i5, 
0,=  7'‘33“'j*,9  : calculer  le. temps  de  culmination  de  la  I.urie 
pour  Greenwich. 

La  dilTérence  des  longitudes  de  Greenwich  et  de  Berlin  est 
X =-4-  53'” 34*, 9,  le  numérateur  de  t'  sera  donc  6''54‘”49*i9; 
les  premiers  termes  du  dénominateur  donnent  1 1'“33'”59*,5,  et 
la  valeur  approchée  de  1'  sera  égale  à 0,697  76;  la  correction  du 
dénominateur  sera  donc  -I-  8‘, 5 et  la  valeur  corrigée  de  /'  égale 
à 0,697  62  ou  7'*  lo"*  17",  O,  et  en  temps  du  lieu  l’époque  de  la 
culmination  sera  6*"  i6‘“42"it* 

Pour  la  culmination  inférieure,  en  désignant  par  a la  valeur 
de  l’argument  la  plus  voisine  de  cette  culmination,  on  aura  l'é- 
quation 

0, -t- / ( 24'' 3'"  56‘, 56) 

et,  en  général  pour  un  lieu  de  longitude 

t , 

2.4''3'”56‘,56  —/'{a+^)-'-^^f'[a  + {) 

ou,  si  l'intervalle  de  l'argument  est  12  heures, 

I2‘‘-4-/(<t)  — 0.-H  ^ 

I î*'  I 58’,  28  — (a  -h  ; ) - ^ /"{a  ■+■  4) 

Exemuk.  — Soit  à calculer,  juillet  1 5,  à Greenwich,  l'épo<jHC 
delà  culmination  de  la  Lune;  on  partira  de  juillet  i5,5,  et  le 
numérateur  sera  7'*70'“5o‘,4  ; les  premiers  termes  du  dénominateur 
donneront  1 1 •*33'"  i6’,o;  par  conséquent  la  valeur  approchée  de  t' 
seraégaleà  0,6359  et  la  valeur  corrigée  0,63677  7'' 37”*45*,i . 

La  culmination  inférieure  aura  donc  lieu  à i9''37'"45‘,  1 , temps 
de  Berlin,  ou  à i8''44’"  io‘,  2,  temps  de  Greenwich. 

18.  Époque  du  lever  et  du  coucher.  — Dans  le  n"  35  on  a 
trouvé  l'équation 

sin/i  = sinysin  J + cosycosJ  cosr. 
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Lorsque  l'astre  est  à l’horizon  h z=  o,  et  l'on  a 

O = sin  y sin^  -t-  cosiy  co5^  cosr„ 

011 

(o)  cos/,  = — tangftang^. 

Au  moyen  de  cette  formule  on  trouve  pour  une  latitude  dé- 
terminée y,  l'angle  horaire  correspondant  au  lever  ou  au  coiiclier 
d’un  astre  dont  la  déclinaison  est  S.  La  valeur  absolue  de  cet 
angle  s'appelle  le  demi-arc  diurne  de  l'astre.  Si  l’on  connaît  le 
temps  sidéral  du  passage  de  l’étoile  au  méridien,  c’est-à-dire  son 
ascension  droite,  on  aura  le  temps  sidéral  du  lever  ou  du  coucher 
en  diminuant  ou  en  augmentant  l’ascension  droite  de  la  valeur 
absolue  de  /,. 

Les  règles  que  nous  avons  données  permettent  ensuite  de  trans- 
former en  temps  moyen  le  temps  sidéral  obtenu. 

Exemple.  — Calculer  l’époque  du  lever  et  du  coucher  d’Arc- 
turus  à Berlin  pour  1861,  janvier  o.  — On  a pour  Arcturus 

a = i4*‘9'”  i9‘,3,  J = -(-  i9"54'29'', 

de  plus 

. y = 52°  3o' 16". 

Avec  ces  valeurs  on  obtient  pour  le  demi-arc  diurne 
/,  = 1 18°  10'  i",3  = 7'*  5a'“4o'- 

Arcturus  se  lève  donc  à 6’’  16“ 39*  et  se  couche  à aa**  i“'59*  de 
temps  sidéral. 

Pour  trouver  l’heure  du  lever  et  du  coucher  d’un  astre  errant, 
il  faut  connaître  la  déclinaison  pour  cette  époque;  on  résoudra 
donc  la  question  en  faisant  le  calcul  deux  fois,  par  la  méthode  des 
approximations  successives.  Pour  le  Soleil  le  calcul  est  simple.  On 
prend  d’abord  une  valeur  approchée  de  la  déclinaison,  avec  la- 
quelle on  obtient  une  valeur  approchée  de  l’angle  horaire  du  Soleil 
ou  du  temps  vrai  au  moment  de  son  lever  ou  de  son  coucher.  Or 
dans  les  éphémérides  les  déclinaisons  du  Soleil  sont  données  pour 
midi  vrai;  on  peut  donc  par  interpolation  trouver  la  déclinaison  à 
l’époque  du  lever  ou  du  coucher,  et  avec  elle  recommencer  le 
calcul. 
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Pour  la  Lune,  le  raleul  est  plus  long.  Après  avoir  cherclié  les 
temps  moyens  des  deux  culminations  inférieure  et  supérieure 
consécutives,  un  en  j)ciit  déduire  le  temps  moyen  correspondant 
à chaque  angle  horaire  intermédiaire;  dès  lors  si  avec  une  dé- 
clinaison approchée  de  la  Lune  on  trouve  un  angle  horaire  ap- 
proché du  lever  et  du  coucher,  on  aura  la  valeur  correspondante 
du  temps  moyen;  on  trouvera  ensuite  par  interpolation  une  va- 
leur plus  approchée  delà  dé>clin.iison,  avec  laquelle  on  recom- 
mencera le  calcul.  On  verra  un  exemple  de  ce  calcul  au  n"  78. 

Remitrtjuf.  — LVqualion  (<i)  relative  à Tanglc  horaire  üu  lever  et  iJii  cou- 
cher peut  SC  mettre  soua  une  autre  lormc,  parfois  commode,  et  obtenue  par 
line  transformation  connue  : 

î eu»  ( f>  -t-  0 ) 

49.  Lrver  et  coucher  îles  ast'cs  aux  diverses  InUludes.  — La 
formule  (a)  du  n°  48  donne  la  raison  de  toutes  les  apparences 
<|ue  présentent  le  lever  et  le  coucher  des  astres  pour  les  différents 
points  de  la  surface  de  la  Terre. 

Si  $ est  positif,  l'étoile  est  au  nord  de  l’équateur,  et  cost,  sera, 
négatif  pour  un  lieu  de  l'hémisphère  boréal  ; t,  sera  donc  plusgrand 
que  t)0",  et  l’étoile  restera  plus  longtemps  au-dessus  de  l'horizon 
qu’aii-dessous.  Au  contraire,  pour  une  étoile  de  déclinaison  aus- 
trale, L sera  plus  petit  que  90",  et,  en  un  lieu  de  l'hémisphère 
boréal  de  la  Terre,  l’étoile  restera  moins  longtemps  au-dessus  de 
l'horizon  qti'au-drssous.  Pour  l'hémisphère  austral,  ^ est  négatif, 
et  tcut  se  passe  en  sens  inverse,  car  dans  ce  cas  l'arc  diurne  d'une 
étoile  australe  est  plus  grand  que  12  heures.  Si  f=ro, 
pour  toute  valeur  de  j;  à l’équateur  les  étoiles  restent  donc  aussi 
longtemps  au-dessus  de  l'horizon  qti’au-dessoiis.  Si  S = 0 on  aura 
aussi,  pour  toute  valeur  de  ç,  ^ = 90°;  on  voit  donc  qu’en  un 
lieu  quelconque  de  la  Terre  les  étoiles  équatoriales  restent  le  meme 
temps  au-dessus  et  au-dessous  de  l’horizon. 

Ainsi,  quand  le  Soleil  est  au  nord  de  l’équateur,  le  juur  est, 
pour  un  lieu  de  l’hémisphcre  boréal,  plus  long  que  la  nuit;  l'in- 
verse a lieu  quand  le  Soleil  est  au  sud.  Mais  si  le  Soleil  est  sur 
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rrqiiateiir,  pour  tout  lien  île  la  Terre  le  jour  est  «’ÿal  II  la  nuit, 
l'itiir  les  luhitants  île  rc<|ii.ileiir,  il  en  est  tuujnnrs  ainsi. 

l.a  valeur  (le  r,  ne  sera  du  reste  ])os.silde  i]ue  si  tangy  '“Or!  5<i. 
Des  lors,  pour  un  lieu  de  latitude  f,  un  astre  ne  se  couchera  pas  Si 
tang^  <;eotaneji  ou  ÿ <[  ()0" — si  J = çjo'' — y,  r,=  i8o“, 
l’astre  n’alteint  rinu'izon  qu’à  sa  culininalion  inferieure;  cpiand 
^ — y,  il  ne  secmielie  jamais.  Au  contraire,  la  déclinaison 

australe  est -elle  plus  faraude  que  C)0" — y,  l'astre  ne  s’éliive  jamais 
au-dessus  de  l’iiorizoïi. 

Puisipie  la  dr-elinaison  du  Soleil  est  toujours  cuinprise  entre  — t 
et  -i-  r,  il  y a certains  lieux  de  la  Terre  pour  lesipiels  le  Soleil,  aux 
jours  des  solstices,  ne  se  liive  ou  ne  se  couche  point;  ce  sont  ceux 
(pii  ont  pour  latitude  boriiale  ou  australe,  go"  — ■ e ou  ()()"  3o'.  Ces 
lieux  sont  siliu-s  sur  les  deux  cercles  polain’s.  Pour  un  lieu  situe 
dans  l’interieur  de  rnn  des  cercles  [lolaires,  le  Soleil  reste  en  été 
d’autant  plus  longtemps  au  -dessus  de  riioriz.on,  en  hiver  d'autant 
plus  longtemps  au-dessous,  que  l’on  se  ra|)proche  davantage  des 
Jii’iles. 

Remarque.  — tin  point  A de  r(Hiiiel«ur  te  lève  quand  ton  angle  horaire 
etl  égal  à ()h.  Soit  OL  ratceiiaion  droite  de  ce  point;  on  oblienl  Ici  étoilca 
qui  te  lèvent  en  même  tempe,  en  faiaant  passer  un  grand  cercle  par  le 
point  A et  par  les  points  do  la  sphère  eéloste  définis  par  les  asceusiont 
droites  « — 6**  et  « et  les  déclinaisons  — (go®  — y)  et  -t-  gu®  — p. 

On  obtient  aussi  les  étoiles  qui  se  c.iuchont  en  même  temps  que  le  point  A 
en  faisant  passer  un  grand  cercle  par  le  point  A et  les  pointsdoni  les  ascen- 
sions droites  sont  a -I-  6h  et  oc  — 6^  et  dont  les  déclinaisons  sont  respective- 
ment  — (90®—  y)  et  H- 90®  — y.  Ainsi  le  point  qui,  à l'époque  du  lever  du 
point  A,  était  à sa  culmination  inférieure  et  è l’horizon,  sera  à IVpoquc  de 
sa  culmination  supérieure  élevé  d'un  arc  y au-dessus  du  pèle,  ou  d'un  arc  j y 
au-dessus  de  l'horizon  nord.  Sous  une  latitude  du  4â°  les  constcll.itions 
tournent,  en  ta  heures  sidérales,  de  go®  par  rapport  à l'horizon,  car  le  giand 
cercle  qui  se  lève  en  même  temps  qu'un  point  de  l'équateur  est  perpendi- 
culaire è l'horizon  au  moment  du  coucher  de  ce  point.  A l'éqitaieur,  toutes 
les  étoiles  qui  se  lèvent  en  même  lumps  se  couchent  en  même  temps. 

50.  Amplitude  ortivc  et  amjditude  oeense.  — Pour  trouver  le 
point  lie  l'horizon  où  une  étoile  se  lève  et  se  couche,  il  suffit  de 
poser  h — O dans  l'équation 

sin^  ” siny  sin/i  — cosy  cos/t  cos  A, 

9- 
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trouvée  au  n®  34  On  a ainsi 


{*) 


cos  A,  = — 


sin^ 
cos  7 


La  valeur  négative  du  A,  est  l’azimut  de  l’ctoile  à son  lever,  la 
valeur  positive  est  l’azimut  son  coucher.  La  distance  de  l’étoile 
au  moment  de  son  lever  ou  de  son  coucher  aux  vrais  points  est  et 
ouest  s’appelle  amplitude  nrtiee  ou  amplitude  occasc.  Désignons-la 
par  A,,  nous  aurons 


et,  par  suite, 

ic) 


A,  = 90”  + A| 


sind 

sinAi  = ) 

cos  7 


où  Ar  est  positif,  si  l’étoile  se  lève  ou  se  couche  en  un  point  situé 
au  nord  de  la  ligne  est-ouest,  négatif  si  ce  point  est  au  sud. 

La  formule  (c]  relative  à l’amplitude  ortive  ou  occasc  peut  se 
mettre  sous  une  autre  forme;  en  effet 


I — sinA,  sini|i  — sind 

i-t-sinA,  sinij( -t-  sinj’ 


où  i|i  = go® — f ; on  en  conclut 


Pour  Arcturus,  on  obtiendrait,  avec  les  valeurs  de  d et  f don- 
nées plus  haut, 

A,  = 34°  o',g. 

51.  Distance  zénithale  d'une  étoile  à l’époque  de  sa  culmi- 
nation. — Dans  l’é(|uation 

sin/i  = sin^  sin^  -i-  cos^  cosd  cost. 


remplaçons  cosr  par  1 — 2 sin’  nous  obtiendrons 


itnh  — cos(^  — S)  — 2 cjDsç  cosd  sin’ 


t 

2 
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Ainsi  à des  valeurs  égales  de  t de  pari  et  d'autre  du  méridien 
correspondent  des  hauteurs  égales;  de  plus,  comme  le  second 
terme  est  toujours  négatif,  h sera  maximum  pour  t = o,  cl  ce 
maximum  lui-même,  ou  plutôt  la  distance  zénithale  de  l'étoile  à 
sa  culmination  siqiérieurc,  se  lire  de  l’équation 

(</)  COSî  — cosfs  — <?), 

d'où 

z = ±[if  — S).' 

Nous  |irendrous  en  général  z — 3 — eu  d'autres  termes, 
nous  considérerons  comme  négatives  les  distances  zénithales  aus- 
trales, car  pour  les  étoiles  qui  passent  au  méridien  au  sud  du 
zénith,  on  a J O. 

Au  contraire,  pour  la  culmination  inférieure,  c'est-à-dire 
pour  t—  i8o°,  A sera  minimum,  comme  on  le  voit  aisément  en 
remplaçant  t par  i8o'’-(-  t',  t'  étant  compté  depuis  la  partie  du 
méridien  qui  est  au-dessous  du  pôle.  Un  a en  effet  dans  ce  cas 

sin  A = sin  ç sino  — cos^cos^  cos/' 

/' 

ou,  en  remplaçant  encore  cos/'  par  i — 2 sin’  -• 

t' 

sin  A = cos[  180"  ip  (ç  (î)]  -t-  2 cosycos^  sin’  -• 

Puisque  le  dernier  terme  du  second  membre  est  toujours  po- 
sitif, A sera  minimum  pour  /'  =:  o,  c’est-à-dire  à la  culmination 
inférieure,  et  alors 

cosï  = cos[i8o"pz  (9  ■+-  J)]. 

Mais  comme  i est  toujours  plus  petit  que  90“,  si  l’étoile  est  vi- 
sible à sa  culmination  inferieure,  il  faut  prendre  le  signe  supérieur 
pour  un  lieu  de  l’iiémisplière  boréal,  le  signe  inférieur  pour  un 
lieu  de  l’hémisphère  austral  ; d’après  ce  qui  précède,  on  a donc 
dans  le  premier  cas 

Z = 180”  — (9  -t-  d ), 

et  dans  le  second 

z = — ( 1 80°  -t-  ® -t-  ô I • 
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Exemple.  — La  dériinaison  de  Véga  (a  Lvre)  est  .38°  3g'; 
donc  pour  la  latitude  de  Berlin  J — ç = — i3°5i'.  L’étoile  Vega 
passe  donc  à sa  culmination  supérieure  à Berlin  au  sud  du  r.é> 
nith,  et  à une  distance  de  i3°5i',  comptée  sur  le  méridien.  De 
plus  i8o° — f — S,  ou  la  distance  zénithale  à sa  culmination  in- 
férieure, est  égale  à 88" 5 1'. 

52.  Époque  (le  la  plus  grande  hauteur  d'un  astre  dont  la  dé- 
rlinaison  est  variable.  — Un  astre  dont  la  déclinaison  ne  change 
pas  pendant  son  séjour  au-dessus  de  l'horizon  est  à sa  plus  grande 
hauteur  au  moment  où  il  p-asse  au  méridien  ; mais  si  sa  déclinaison 
varie,  il  atteint  sa  plus  grande  hauteur  hors  du  méridien.  Diffé- 
rentions  la  formule 

cos  Z = sin  f sin  ^ -I- cos  (f  cos  5 cos  f 
en  y considérant  z,  S ei  t comme  variables,  nous  a\irons 
— sin  i(/z  = (siny  cos  j — cosu  sindcost)  do  — cos  y cos  5 sinf  rf/. 

Si  t est  minimum,  di  z=  o,  d'où 

r/d  , ' , 

sin/=  (tangy — tango  ros/j. 


Cette  équation  donne  l'angle  horaire  de  l’astre  ù l’épo(pic  de  sa 
dS 

plus  grande  hauteur;  — est  le  rap|>ort  de  la  variation  de  la  dé- 
clinaison à la  variation  de  l'angle  horaire,  de  telle  sorte  que  si, 
par  exemple,  dt  représente  une  seconde  d’arc,  — est  la  variation 

delà  déclinaison  en  de  seconde  de  temps.  Puiscpie  pour  tous 
les  astres  ce  rapport  est  petit,  nous  pouvons  confondre  sinf  avec 
l’arc  et  remplacer  cosr  par  l’unité;  nous  obtenons  ainsi  pour 
l’angle  horaire  de  la  plus  grande  hauteur 


(^) 


r/d  206265 

‘~li  ‘«ne»)  ,5  > 


dS 


où  — est  la  variation  de  la  déclinaison  en  une  seconde  de  temps, 
lit 

et  où  t est  donné  en  secondes  de  temps.  Il  faut  toujours  ajouter 
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algébriquement  cet  angle  horaire  t,  au  temps  de  la  ctilminalion, 
pour  obtenir  l’époque  de  la  plus  grande  hauteur. 

Si  l’astre  pusse  au  méridien  au  sud  du  zénith  et,  dans  sa 

marche,  s'approche  du  pôle  nord,  auquel  cas  est  positif,  si 

en  outre  ^ est  positif,  la  plus  grande  hauteur  a lieu  après  la  cul- 
mination; au  contraire,  quand  la  déclinaison  diminue,  l’époque  de 
la  plus  grande  hauteur  précède  celle  de  la  culmination.  L’inverse 
aurait  lieu  si  l’astre  passait  au  méridien  entre  le  pôle  et  le  zénith. 

53.  Formules  différentielles  relatives  h l'nzimut  et  h la  hau- 
teur pour  une  variation  de  l 'angle  horaire,  — I.»»  différentiation 
des  furrmiles 

cos  A sinA  = cosJ  sinf, 

cosA  cos  A = — cosif  sinJ  -I-  sin  ^ eosS  cosf. 


sin/j  — =cos^(siof  sinreosA — costsinA), 
cosA  ^ = cosJfsinvsinrsinA  costcosAl, 


ou,  d’après  le  n“  36, 


cosô  sin/j  = — cosf  sin  A, 


■ cos  J cos/». 


On  emploie  souvent  encore  les  dérivé»  s du  second  ordre.  On  j 


d’h  dA. 


cos®  cos^  cos  A COS/J 
cos  A 


et,  par  suite, 


<11  , . 

^ — ITT  cosiî sin/»  = cos» s;n  A, 
i d’z  cos  9 cos^  cos  A cos/» 
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De  plus,  de  la  seconde  des  formules  ( A ) on  déduit 

7^  ~ — ^ -H  cos^ cos/>  sin/i 

el  de  la  formule 

sinç  = sin//  sinJ  + cos//  cos5  cos//, 

on  obtient  par  différentiation 

, . dn  , . . dit 

coin  coso  sin//  = (cos//  sin 5 — sin//  cos/îcos//) 

dt  ' ' ' ,it 

Kn  conséquence,  on  a 

//’ A 

coi'^h  (cos//  sinô  — 2 cosô  sin//  cos//)  cos/î  sin//. 


et,  à l’aide  de  la  relation 

cosycosA  = — sin5 cos//  -+■  sin//  cosj cos//, 

que  donne  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l’étoile,  et 
dans  laquelle  on  a introduit  A au  lieu  de  //,  on  obtient 


,,  f/'A 

cos’  Il  = - 

dO 


cos®  sinA  (cos//  sin?  -i-  i cosy  cosA). 


5V. 

l’on  a 


Passage  des  étoiles  dans  te  premier  vertical, 
dh 

~ — cos^sinA, 


Piiis([ue 


— est  égal  h O et  par  suite  //  maximum  ou  minimum  quand 
sin  A = o,  c’est-à-dire  quand  l’astre  est  au  méridien. 

Déplus  est  maximum  quand  sinA  = ± i,  c’est-à-dire 
lorsque  A = 90°  ou  = 2'jo". 

La  variation  debauteur  d’une  étoile  atteint  donc  son  maximum 
au  moment  où  celle-ci  passe  par  le  vertical  dont  l'azimut  est 
90“  ou  270®.  Ce  cercle  vertical  s’appelle  le  premier  vertical. 
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Pour  trouver  l'époque  du  pass.igo  d’une  étoile  au  premier  ver- 
tical et  sa  hauteur  à cet  instant,  il  suffit  de  faire  A =90"  dans 
les  formules  du  n"  34,  ou  de  considérer  le  triangle  formé  par  l'é- 
toile, le  zénith  <1  le  pôle,  rectangle  dans  ce  ras;  on  ohlienl  ainsi 


(O 

et  enfin 


tanc5  . , sin^ 
eosf= • sin/(=;  -r- 


UligŸ 


sin/(  = 


sin^ 


cos  y 

COSlî 


Si  ^ Ÿ,  la  valeur  de  cosr  est  impossible,  et  l’étoile  ne  passera 
jamais  fiar  le  premier  vertical,  mais  elle  passera  au  méridien  entre 
le  zénith  cl  le  |)ô!e;  S est-il  négatif,  cosf  est  aussi  négatif;  mai.s, 
puisque  pour  des  latitudes  horé-ales  les  angles  horaires  des  étoiles 
australes  sont  toujours  plus  petits  que  90"  pendant  leur  séjour 
au-dessus  de  l'horizon,  ces  étoiles  n’atteindront  pas  non  plus  la 
partie  visible  du  premier  vertical. 

Exemple.  — Pour  Arrturnsel  la  latitude  de  Rerlin,  on  obtient 

r — 73''5?.',  I =:  2B',  A = a5"24',9. 

Arcturus  passe  donc  à Berlin  au  premier  vertical  9''  i3‘"5l*avgnt 
sa  culmination  et  I9’'4'“47*  sprès. 

Si  l’angle  horaire  est  voisin  de  o,  cos/  et  sinA  ne  ileterininent 
p.as  exactement  les  grandeurs  / et  A.  Mais  en  procédant  eomuic 
plus  haut,  un  obtient 


tang’  - . 

® 2 sin(t- 


■0) 


et,  dans  ce  cas,  on  adoptera,  pour  le  calcul  de  la  hauteur,  la  for- 
mule 

cot  A tang  / cos^-. 

00.  P/us  grartt/e  digression  des  cirromjio/ni/rs.  — La  l elaliou 


— 

de 


coso  cou /J 
eus  A 


montre  que  celte  dérivée  s’annide,  et  que  par  suite  la  hauteur  de 
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l’éloile  change  seule,  lorsque  cos/)  = o,  c’est-à-dire  quand  le 
vertical  de  l’étoile  est  perpendiculaire  au  cercle  de  déclinaison. 
Or 

sinç  — sin  h sini 
cos /i  eus  d ’ 


COip  : 


c/A 


pour  que  la  dérivée  ——  soit  nulle,  il  faut  donc  que 


sin  A = 


siny 

sind 


Ainsi  ce  fait  ne  se  présente  que  pour  les  circumpolaires  dont  la 
déclinaison  est  plus  grande  que  la  latitude  du  lieu,  et  au  point  où 
le  vertical  est  tangent  au  parallèle.  L’étoile  est  alors  à sa  plus 
grande  digression;  Tazimut  et  l’angle  horaire  correspondants 
sont  donnés  par  les  équations 


cos  J 

sinA=— — et  cosf 

COSf 


tang  j 


Exemple.  — Pour  la  Polaire  dont  la  déclinaison  en  1861  était 
88"34'6’',  et  pour  la  latitude  de  Berlin,  on  trouve  : 

r — ± 88"  8'  o"  = S*"  5^"'  32’, 

A = 2"  21' 9",  complu  du  point  nord, 

A =52»3i',7. 


56.  Durre  du  passage  du  Soleil  et  de  la  Lune  h Irairrs  un 
grand  cercle  donné.  — Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  le 
temps  que  met  le  disque  du  .Soleil  ou  de  la  Lune  à traverser  un 
grand  cercle  donné. 

Pendant  les  petits  intervalles  de  temps  que  nous  considérons 
ici,  nous  jmiivons  regarder  les  mouvements  du  Soleil  et  de  la 
Lune  comme  uniformes,  en  sorte  que  si  ia  est,  1 n secondes  de 
temps,  l'augmentation  de  r.ascension  droite  d'un  de  ces  astres 
entre  deux  culminations  consécutives,  le  temps  sidéral  x,  pendant 
lequel  il  se  mouvra  d’un  angle  horaire  déterminé  t,  est  donné  par 


Digitized  by  Google 


PRORLËHES  RELATIFS  AU  MOUVEMENT  DIURNE. 


la  proportion 


d’où 


1 3i) 


j:  _ 86400  -4-  Aa 
t ~ 86400  ’ 


I I 


86400  -+-  àx 


en  représentant  par  "k,  le  second  terme  du  dénominateur,  c’est-à- 
dire  l’accroissement  de  l’ascension  droite  de  l'astreen  une  seconde 
de  temps  sidéral.  Appliquons  cette  règle  à quelques  cas  particu- 
liers. 


1“  Durée  du  passage  au  méridien.  — Nous  supposerons  que 
le  hord  occidental  de  l’astre  est  dans  le  méridien,  c’est-à-dire  que 
l’angle  .horaire  de  son  centre  est  oriental.  Cet  angle  horaire  t et  le 
demi-diamètre  R sont  liés  par  la  relation 


cosR  = sin’5  -I-  coi‘S cosr 
ou 

.R  . . t 
sin  — = coso  sin  — • 

■X  a 

R et  f étant  toujours  petits,  on  peut  prendre,  pour  valeur  de  t ex- 
primée en  temps, 

_ R 

1 5 cosd 


ÎjH  durée  de  la  culminalion  de  l'astre,  exprimée  en  lenqis  sidéral, 
est  donc 

a R I 

1 5 cos  01  — X 


2"  Durée  du  lever  au  du  enurher.  — Imaginons  que  le  hord 
supérieur  de  l’astre  soit  à l’horizon,  la  dépression  du  hord  infé- 
rieur est  égale  à 2 R;  et  comme 


dz 

Tt 


cosd  sin/^. 


la  différence  des  angles  horaires  de  ces  deux  bords,  exprimée  en 
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2R 

i5cosiîsin/3 

En  temps  sidéral,  la  durée  du  lever  ou  du  coucher  sera  donc 

aR I 

i5  cbsé  sin/^  i — X 


)!  étant  donné  par  l’équalicn 


sins 


3“  Durée  du  paisage  htrmu  r%  un  vcrtirnl  quciconrjuc.  — Les 
deux  cercles  verticaux,  l’un  passant  par  le  centre  de  l’astre, 
l’autre  tangent  à l’un  des  bords,  ont  des  a/.imuts  (|ui  diffèrent 
entre  eux  d'une  (|uantité<i  donnée  par  l'équation 

.R  . . n 
sin  — = cos  A sin 
2 2 


ou,  a et  R étant  petits. 
Mais 

dr 


R = <7  cos  A. 


cos  A 
ros  0 cos /> 


dA, 


la  durée  du  passage  de  l’astre  à travers  un  >ertical  donné  a donc 
pour  valeur,  en  temps  sidéral, 


_ 2R I 

1 5 cosd  cos//  I — X 

expression  dans  laquelle  on  a 

cos'î  sin  O — sin  # cosçcosr 


cos//  : 


cos  A 
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CH.\PITRE  II. 

VARIATIONS  DES  PLANS  FONDAMENTAUX  AUXQUELS  ON 
RAPPORTE  LES  POSITIONS  DES  ÉTOILES. 


Les  pôles  de  la  Terre  conservent  à sa  surface  une  position  inva- 
riable; par  conséquent,  en  un  lieu,  l’angle  que  fait  l'horizon  avec 
l'axe  de  la  Terre  ou  avec  son  équateur  est  un  angle  constant;  les 
pôles  et  l’équateur  de  la  sphère  céleste  conservent  donc  aussi,  par 
rapport  au  grand  cercle  de  l'horizon,  une  situation  invariable. 
Mais,  dans  l'espace,  la  position  de  l’axe  du  monde  varie  conti- 
nuellement par  suite  des  attractions  combinées  du  Soleil  et  de  la 
Lune  : le  grand  cercle  idéal  de  l'équateur  et  son  pôle  idéal  doivent 
donc  rencontrer  successivement  des  étoiles  différentes  ; en  d'autres 
termes,  la  position  d'une  étoile  par  rapport  à l’équateur  change 
constamment.  De  plus,  les  attractions  des  planètes  font  varier  la 
position  du  plan  de  l’orbite  terrestre  dans  l'espace;  l’orbite  que 
le  centre  du  Soleil  semble  décrire  dans  le  cours  d’une  année,  ren- 
contre donc  aussi  successivement  des  étoiles  différentes.  De  l’en-i 
semble  de  ces  mouvements,  il  résulte  une  variation  continue  de 
l’angle  de  l’équateur  et  de  l’écliptique,  et  un  déplacement  continu 
des  points  d’intersection  de  ces  deux  grands  cercles.  Les  longi- 
tudes et  les  latitudes  des  étoiles,  ainsi  que  leurs  ascensions  droites 
et  leurs  déclinaisons,  varient  donc  constamment,  et  il  est  de  la  plus 
haute  importance  d’apprendre  à connaître  les  variations  auxquelles 
elles  sont  soumises. 

Pour  se  faire  une  idée  nette  des  mouvements  réciproques  de 
l’équateur  et  de  l'écliptique,  il  est  utile  de  les  rapporter  à un  plan 
fixe.  Avec  Laplace,  nous  prendrons  celui  du  grand  cercle  qui 
coïncidait  avec  le  plan  de  l’écliptique  au  commencement  de  l’an- 
née I 'j5o.  La  Mécanique  céleste  nous  apprend  que  les  actions  com- 
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bioécs  (lu  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  rennement  équatorial  du 
sphéroïde  terrestre  produisent  un  mouvement  de  l'axe  et  de  l'é- 
quateur de  la  Terre  par  rapport  à l’écliptique  fixe;  pac  suite  de 
cette  action,  les  points  d'intersection  de  l’eqiiateur  et  du  plan  Gxe 
ont,  sur  ce  dernier,  un  double  mouvement,  le  premier  lent  et  ré- 
trograde, l'autre  périodique,  et  qui  dépend  des  positions  du  Soleil, 
de  la  Lune  et  des  noeuds  de  celle-ci.  Le  premier  mouvement  est  la 
précefsion  luniso/airc,  le  second  est  la  nutation  lunisolaire  en  lon- 
gitude. Ces  attractions  produisent  aussi  une  variation  périodique, 
fonction  des  mêmes  éléments,  de  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le 
plan  fixe,  et  qu'on  appelle  nutation  lunisolaire  de  l'obliquité. 

En  outre,  les  attractions  réciproques  des  planète»  font  varier 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  sur  IVcliptique  fixe,  et  les 
positions  de  leurs  lignes  d'intersection  avec  le  même  plan;  le  plan 
de  l'orbite  terrestre  varie  donc  par  rapport  à celui  de  l'écliptique 
fixe,  avec  lequel  il  coïncidait  au  commencement  de  1760.  Il  en 
résulte  une  variation  dans  l'inclinaison  de  l'écliptique  vraie  sur  l'é- 
(|uateur,  la  variation  séculaire  de  l'obliquité,  et  de  plus  le  mouve- 
ment sur  l'écliptique  vraie  des  points  d'intersection  de  l'équateur 
et  de  l'éclipti(|ue  vraie,  ou  précession  générale,  diffèie  de  celui  de 
l'équateur  par  rapport  iï  l’écliptique  fixe,  que  nous  avons  appelé 
précession  lunisolaire  (*). 

Cette  variation  du  plan  de  l’orbite  terrestre  a encore  un  autre 
résultat.  En  effet,  par  suite  de  ce  phénomène,  les  positions  des 
orbites  du  Soleil  et  de  la  Lune  changent,  quoicpie  très-lentement, 
par  rapport  à l’é(|uateur  terrestre;  il  en  résulte  donc  un  mouve- 
ment de  l'équateur  analogue  à la  nutation,  mais  à très-longue  pé- 
riode, qui  fait  varier  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  l'écliptique  et 
la  position  de  leurs  points  d'intersection.  A cause  de  la  longueur 
de  la  période,  ces  variations  ont  été  réunies  à la  précession  et  à 
la  variation  séculaire  de  l'obliquité.  Le  mouvement  de  l'eqiiateur 
causé  par  les  perturbations  des  planètes  change  donc  un  peu  la 
précession  lunisolaire  et  la  précession  générale,  tout  aussi  bien 


(*)  Les  termes  périodiques,  la  nutation,  restent  1rs  mémo  pour  l'éclip- 
tique file  et  l'écliptique  mobiie. 
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que  les  angles  de  l'équateur  avec  l'écliptique  fixe  et  l’écliptique 
mobile  ( * ). 

1.  — De  i.a  phécessio.x. 

5".  Mouvemem  annuel  (h-  Véi/uateur  sur  l’écliptique  et  de 
l'écliptique  sur  i’ équateur,  nu  précessinn  lunisolaire  annuelle  et 
précession  planétaire.  — f'arialion  séculaire  de  l'obliquité  de 
l'écliptique.  — Laplace  donne,  au  § 44  ‘I**  livre  VI  de  la  Mé- 
canique céleste,  les  expressions  des  déplacements  lents  de  l’équa- 
teur et  de  ré-clipticpic,  dans  lesquelles  le  développement  des  per-^ 
turbations  séculaires  de  l’orbite  terrestre  a été  poussé  assez  loin 
pour  qu'elles  puissent  servir  dans  un  intervalle  de  1200  ans  avant 
et  après  i^So.  Besscl  a développé  ces  inégalités  suivant  les  puis- 
sances du  temps  écoulé  depuis  i']5o,  dans  la  préface  de  ses  Tabulœ 
Regiomontanæ ; il  a poussé  le  développement  jusqu'à  la  seconde 
puissance,  et  les  expressions  qu'il  donne  s'étendent  à plusieurs 
siècles  avant  et  après  1750;  les  voici. 

La  précession  lunisolaire  annuelle  pour  l’époque  1760  -4- / est 

^ = 5o",375  72  — o",ooo  243589./, 

et  la  variation  même  dans  l’espace  de  temps  écoulé  de  1 750  à 
1750  -f- 1, 

/,  = 5o",  375  72./  — o",  000  121  794  5 

est  l’arc  de  l’écliptique  fixe  compris  entre  les  points  d’intcrsec-  ' 
tion  de  ce  grand  cercle  avec  l’cquateur  au  commencement  de 
l'année  1750  et  l’équateur  au  commencement  de  1750  -t-  t, 

La  précession  générale  annuelle  a pour  expression 

^ = 5o",  2 1 1 29  -I-  o" , 000  244  296  6 . /, 


(*)  Dsntles  expressions  üdvoloppées  en  séries,  ces  vsrietions  n’nltérenl 

que  les  termes  dépendant  do  <*. 


Digitized  by  Google 


l44  ASTRONOIIIB  SPHÉRIQUE. 

et  la  variation  même  dans  l’espace  de  temps  écoulé  de  i -5o  à 
i^5o  -t-  t, 

l — 5o",  21 1 2g.r -I-  o",ooo  122  148  3. 

est  l’arc  de  l’écliptique  vraie  compris  entre  les  points  d’intersec- 
tion de  ce  );rand  cercle  avec  l’équateur  uu  commencement  des  an- 
nées l'jSo  et  1750-i-f. 

Pour  1750  -I-  t,  l’angle  compris  enire  l’équateur  et  l’écliptiquc 
fixe  a pour  valeur 

I,  = 23®  28'  18",  O + o",  000  009  842  3.t’, 

et  y ohliquiti  moyenne  de  l’écliptique,  angle  compris  entre  l’équa- 
teur et  l’éclipliqiie  vraie  (en  négligeant  la  nutation),  est 

f=  23“  28'  18'', O — o",48368.f  — o",ooo  002  7 2295. /’(*). 


(*)  Ikticl  a UD  peu  modiric  le»  yaleurt  numériques  des  expressions  don- 
nées dans  la  Mécanique  cétesle.  Pour  le  calcul  des  perturbations  séculaires 
de  la  Terre»  il  a fait  usaçe  d'une  valeur  corrigée  de  la  masse  de  Vénus  et 
sVst  servi  des  observations  les  plus  récentes  pour  déterminer  le  coefTicient 
de  < dans  la  précessioo  lunisolaire  La  valeur  de  la  variation  annuelle  de 
robliquité  de  Péclipltque  donnée  par  les  dernières  déterminations  diOérc 
un  peu  de  celle  que  nous  avons  adoptée  dans  le  teste;  elle  est  de 
Mais  dans  la  suite  il  faudra,  comme  Pa  fait  Bessel,  employer  la  valeur  du 
texte  pour  le  calcul  dee  grandeurs  tt  et  H,  qui  Axent  la  position  de  l'éclip- 
tique vraie  par  rapport  & l'écUpliqiiu  Axe;  et  le  calcul  en  sera  plus  exact, 
puisque,  pour  la  détermination  de  tt  et  Tl,  on  devra  combiner  cette  valeur 
dl 

avec  colle  de  ~ déduite  des  mêmes  masses.  I^es  coefTicienls  de  qui  dépen- 
dent des  perturbations  causées  par  les  planètes  ont  été  calculés  avec  1rs 
masses  employées  par  Laplace,  et  auraient  besoin  d'une  détermination  pins 
exacte. 

Dans  son  ouvrage  Numerus  eomians  nutntioniSf  on  em|doyanl  pour  les 
masses  de»  planètes  les  nombres  déduits  des  déterminations  nmivellrs,  et  en 
adoptant,  pour  la  précc&sion  lunisolaire,  la  constante  de  Bessel,  Peters  a 
donné  les  valeurs  suivantes  pour  l'année  17S0  : 

/,  = 5o',3;57a  t — o*',ooo  io8  4 .<*, 

/ =ss  50", 31484. t 0*, 000 1134. <*, 
e,  =1  23®a8'  17*, 9 o', 000007  35.1  *, 

« = 23®  38'  17",  9—  o",4738.ï  — 0",  000001 4. 

Mais  les  valeurs  de  Hessel  étant  presque  partout  employées,  nous  les 
avons  conservées  dans  le  texte. 
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On  a dune 

= -f  o",ooo  0 19684 66. r, 
dt 

^ — — o",4^3  — O*, 000 005445  9 I- 

Soit  mninleiuinl  {fig.i)  AA,  IV‘(|iiateiir,  F,E,  réclipliqiie  île 
raiméc  l^So,  A' A"  cl  EE'  réqnaleiir  et  rérlipliqne  de  l’année 

FlU-  a. 


/ 


/ 

E 


i^So  + f’,  l’arc  BD  dont  a rétrogradé  le  point  d'intersection  de 
réquateur  et  de  l’écliptiqne  fixe  est  la  précession  lunisolaire  /,  en 
t années.  De  pins,  A'BE  et  A'CE  sont  les  inclinaisons  1,  et  t de 
l'écliptique  fixe  et  de  l'éclipliqiie  vraie  sur  l’équateur  de  i ^So  -t-  t. 
Soit  S une  étoile  quelconque;  menons  les  arcs  SL,  SL'  perpendi- 
cidaires  sur  l’écliptique  fixe  et  l’écliptique  vraie,  DL  est  la  longi- 
tude de  l’étoile  en  i^So,  CL'  sa  longitude  en  i'5o  -f- 1;  désignons 
par  D'  le  point  de  l'écliptique  nioliile  qui,  sur  l’écliptique  fixe, 
était  désigné  par  D;  l’arc  CD',  c’est-à-dire  l’arc  d’écliptique  vraie 
compris  entre  l'équinoxe  de  ie5o  et  celui  de  i^So-)-/,  est  la 
|irécession  générale;  cette  partie  de  la  précession  en  longitude  est 
la  même  pour  toutes  les  étoiles.  Pour  obtenir  la  valeur  complète 
de  la  précession  en  longitude  d'une  étoile,  il  faut  ajouter  l’arc 
I.  10 
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D'I/  — DL  à la  précession  générale.  Celte  dernière  partie  csl 
d'ailleurs  lieaucoup  plus  petite  que  la  première,  en  raison  do  la 
lenteur  avec  la(|uclle  varie  l’obliquité.  Pour  la  calculer,  on  a be- 
soin de  la  position  de  l’écliplique  vraie  par  rapport  à l’écliptique 
fixe,  position  qui  est  donnée  par  les  inégalité* séculaires  delà  Terre, 
et  que  l'on  peut  déduire  aussi  des  expretdon*  précédentes.  Appe- 
lons n la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l’éclipti<|ue  vraie  sur 
l’écliptique  fixe  (c’est-à-dire  celui  des  points  d’intersection  des 
deux  grands  cercles  à partir  duquel  l’écliptique  vraie  a une  lati- 
tude boréale  par  rapport  à l’écliptique  fixe),  et  prenons  pour  ori- 
»ginc  l’équinoxe  fixe  de  l’année  1750,  les  longitudes  étant  comptées 
de  B vers  D,  et  d’ailleurs  E étant  le  nœud  descendant  de  l’é-dip- 
tique  vraie  sur  l’écliptique  fixe;  nous  aurons 

DE=i8o"  — n,  BE  = 180°  — n — et  CE=i8o*>  — II  — /. 

■Soit  ir  l'inclinaison  de  l’écliptique  vraie  sur  l’écliptique  fixe,  c'est- 
à-dire  l’angle  BEC,  les  analogies  de  Néper  appliquées-  au  trian- 
gle BEC  donnent  ♦ 


tang  - sin 
2 


l\  — / I -4-  c, 

= sin tang , 

2 ° 1 


tang  - cos 


- )=cos-- 


tang 


Or  B est  le  point  de  l’équateur  qui,  en  i^So,  coïncidait  avec  le 
point  I);  pendant  le  temps  t le  point  d’intersection  de  l’écliptique 
et  de  ré<|uateur  a donc  rétrogradé  sur  ce  dernier  de  l’arc  BC. 
Cet  arc  est  la  prévession  planétaire  pendant  le  temps  t,  désignons- 
Ic  par  <7;  avec  ce  même  triangle  BEC,  nous  obtiendrons  la  for- 
mule 

a i -h  «,  . /i  — I t — t, 

tang  - cos ==  tang cos • 

® 2 2 2 2 

t 

Ces  trois  équations  vont  nous  permettre  de  développer  a,  n 
et  n en  séries  procédant  suivant  les  puissances  du  temps  t. 

Nous  remplacerons  — - — par  «, -t-  — - — , les  sinus  et  les 
tangentes  des  petits  angles  ) (/,  — /},  ) o et  |(i  — «,)  par  le*  arcs 
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ciix-mémes;  dès  lors  la  dernière  équation  deviendra 


/,  — l I /,  — / . I — (, 

n ^ H — sin  t,  — 77—^1 

COSI,  2 CüS’j,  200  205 


où  les  expressions  de  f|,  / et  < — t,  sont  de  la  forme 

+ r.t T,' r-, 

leur  substitution  donne 
X,  — X 


-X  /X',  — X'  I X,  — X I)  sin  , 
stj  \ Cüs»,  2 206265  ros'r,  / ’ 


et  enfin,  en  introduisant  les  valeurs  numériques 

n =r  o",  1 79 26. f — o",ooo  266 o3g  3 .f 
^=0",  17926  — o",  000  532  0786.» 


Pour  n et  n,  le  calcul  se  fait  de  la  meme  manière;  on  a ' 

« -t-  t. 


tW/  ' 1,^I\  «"“T 

„ng  I^Ti  -t-  __  j = tang  - — — 


et 


TT  / l,  — l .t-t-J,  I — t,\  /,  / 

tang’  - = I tang’  ^ tang’  — — 1-  tang’  — 1 cos’ 1 

d’où,  en  procédant  comme  plus  haut, 

/ A -t- f\  nsin«,  ncosi, 
tang  = — 4- — --^5, 

, , • , / 1,  “’(*  — i,)sinf,cosf,  a 

+ ^-a65  • 

Remplaçant  encore  1 — r,  et  o par  leurs  expressions  nt  -h  n't' 

10. 
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et  xt  -+-  a'/’,  il  vient 


A -I-  / ■ a sin  I, 

Il  ^ — = are  tang 


+ t c-os’  n ^ 206  2C5  — J sin  - cos  1,  ^ > 


r ~ t y a’sin’t,  + r,'  + 


- ^aa'sin- 


, , a’n  sin  t,ros«,\ 

•*,  + T, T,’  4-  — ,.—tîr  s 

2 X 200  265  / 


rl,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 


Il:r=  I7I”36'io‘'  — 5',2I.r, 

ir  = o",488  92. f — o",ooo  oo3  071  5.1', 

ff 

——  — o",  488 92  — ü",  000006  143 O./. 

dt 

58.  Vnriationsnnnuelles  de  la  longitude  et  de  la  latitude  des  étoiles. 
— Lorsqu'on  connaît  les  variations  relatives  des  plans  auxquels 
sont  rapportées  les  positions  des  étoiles,  il  est  facile  de  déterminer 
les  variations  qui  en  résultent  pour  ees  posiUons  elles-mêmes.  Dé- 
signons par  ^ et  ^ la  longitude  et  la  latitude  d'une  étoile  rappor- 
tées à l'écliptique  vraie  de  17504-6  pI  prenons  un  svstème  d’axes 
rectangulaires  dans  lequel  le  plan  des  .rr  soit  l'écliptiqiie  vraie 
de  1750-4-  t,  et  où  l’axe  des  x passe  par  le  nœud  ascendant  de 
l'écliptique  vraie  sur  l'écliptique  lixe;  les  coordonnées  de  l'étoile 
seront 

rospcos()i  — II  — l),  cospsin(l  — n — /),  sinp. 

Désignons  de  même  par  L et  B la  longitude  et  la  latiliule  de 
l'étoile  rapportée  l’écliptique  fixe  de  1750,  et  prenons  un  se- 
cond système  d'axes  rectangulaires  ipii  ait  pour  plan  des  x_|  l'é- 
clijititpte  fixe  et  même  axe  desx  que  le  premier;  les  coordonnées 
de  l’étoile  seront 
•X 

r<is'tîcos(L  — n),  cosBsin(L  — II),  sinB. 

Mais  puisque  les  deux  ]>lan$  rondamentaux  des  deux  systèmes 
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d’axes  font  entre  eux  l'angle  w,  on  a,  d’après  les  formules  (lo  ) 
du  m”  I, 


Icos(X  — n — l)  cosp  = cosBcos(L  — n), 
sin  (X  — n — /)  cos  P =:  cos  B sin(L  — fl  )cosw  -+-  sinB  sinr, 
— sin  P = cos  B sin(L  — II)  sinw  — sinB  costt. 

Ces  formules  s’obtijpdraicnt  encore  en  appliquant  an  triangle 
sphérique  formé  par  l’étoile,  le  pôle  de  l’écliptique  de  i^5o  et 
celui  de  l’écliptique  de  i^So-f-f,  les  formules  du  n"  3,  dans 
lestpielles  on  ferait  . • 

n — c^o" — p,  é = 90“ — B,  c = n, 

A^rgo^-t-L — n,  B = 90" — (X  — n — /). 


Au  lien  de  ces  formules  rigoureuses,  il  est  facile  de  trouver 
des  formules  approchées,  suflisanles  dans  la  plupart  des  cas;  ap- 
pliquons au  triangle  considéré  la  troisième  et  la  première  des  for- 
mules (1 1)  du  n°  9,  en  y remplaçant  d'abord 

sinôcosC  par  coscsinn  — sine  cosa  cosB, 
sin^sinC  par  sîncsinB; 

de  plus  rappelons- nous  que  L et  B sont  des  constantes,  et  re- 
marquons que  TT  est  un  petit  angle,  nous  aurons  les  écjuations 

t/  (X  — n — /)  =—  </n  -+-  jr  tangp  sin{X  — n — /)  r/n 
-t- tangp  cos(X  — n — /)  </tt,  , 
r/p=-l-  77C0S{X  — n — /)r/n  — sin(X  — n — /)r/rr. 


Divisons  par  de,  et  dans  le  coefficient  de  r/n  remplaçons  rt 
par  , nous  aurons  pour  les  variations  annuelles  de  la  longi- 
tude et  de  la  latitude  de  l’étoile,  les  formules  suivantes 
r/X  0/  . I.  ^ . dn  \ dr: 


- = _-H.angPcos(^X-n-/--rj-^^ 
dt  \ dt  ) de 
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0(1,  puisque 


si  l'on  pose 


fi  X\  H ! 

n 4-  » — - = l'j  1° 36  lo  — lo  ,42■^ 


dn 


M = / -+-  n + r — = I"  36'  (o'-t-Sg",  -g./, 


(B) 


— sin (^  — M ) : 

dt  ^ ' dt 


les  valeui-s  numcrinues  de -5  cl  ^ ont  clé  données  dans  le  nu- 
* dt  dt 

méro  précédent. 


i’ariations  annuelles  de  Vaseension  droite  et  de  la  ilectinaison 
des  étoiles.  — Représentons  encore  par  L et  B la  longitude  et  la 
latitude  d’une  étoile  rapportées  à récliptiijue  fixe  et  à l'équinoxe 
de  i^5o;la  longitude  de  l'étoile  comptée  du  point  d’intersection 
de  réquatctir  de  i^So-l-t  avec  l’écliptique  fixe  de  ij5o  sera 
égale  à L+/,,  où  l,  est  la  valeur  de  la  précession  lunisolairc 
pendant  le  tcmjis écoulé  entre  pjSo  et  i^So  + t.  I.cs  coordonnées 
de  l’étoile  par  rapport  à un  système  d’axes  rectangulaires  dans 
lcqui;l  le  plan  desx^-  est  l’écliptique  fixe  de  i ■;5o  et  où  l’axe  des  x 
passe  par  le  point  pris  pour  origine  des  longitudes,  auront  pour 
expressions 


cosB  cos(L -t- /,),  cosB  sin(L -4- /,),  sinB. 

Soient  a et  5 l’ascension  droite  et  la  déclinaison  d’une  étoile  rap- 
portées à’  l’équateur  et  à l’équinoxe  vrai  de  ijSn  -t-  t;  comptée  à 
partir  de  l’origine  adoptée  précédemment,  celte  ascension  droite 
a pour  valeur  o -I-  <7,  et  les  coordonnées  de  l’étoile  rapportées  à 
un  second  système  d’axes,  dans  lequel  le  jilan  des  xy  est  le  plan 
de  l’equateur  vrai,  et  où  l’axe  des  x coïncide  avec  le  premier,  ont 
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jH)iir  expressions 

cosJ  cos(a  + o),  cosô  sin  (a  + «),  siii<î. 

Les  deux  plans  coordonnés  font  entre  eux  l’angle  £,,  on  a donc 
d’après  les  fonmiles  (i)  du  n"  1 

I cos(a  + a)  coiS  = cosB  cos  (L  -t-  /.  j , 

(G)  siii  (a  4- fj)  eosJ  = eosB  sin(L  + /,)  cosf. — sinBsinc^, 

' sin  J = cos  B sin(  L + I,]  sintj  + sioB  cosi, . 

Ces  formules  s’obtiendraient  encore  en  ajipllqiiant  au  triangle 
sphérique  formé  par  l'étoile,  le  pôle  de  reclipt^qne  cl  celui  de 
l'cqiiateur,  les  formules  du  n°  3,  dans  lesquelles  on  donnerait  aux 
éléments  les  valeurs  suivantes  : 

n =:  90" — S,  l'  = go" — B,  c = i„ 

A =go®— ,L-(- A),  B = 90“ -H  a H- O. 

Au  lieu  de  ces  fonmiles  rigoureuses,  il  est  facile  de  trouver  des 
formules  approchées;  il  suffit  de  difféientier  les  écpiations  précé- 
dentes, ou  d'appliquer  les  fonmiles  (ii)  du  n"  il;  L et  B étant 
des  constantes,  on  obtient  ainsi 

rf  (a  a)  = [cos«, -4-  sinsj  lang'î  sin  ,a  -t-  «)]  ill, 

— tangôeos(a  --fijilt,, 
f/ô  = cos(«  4-  a)  sintj  <■//, -(-  sin(a  + n]  eh,, 

et  les  formules  qui  expriment  les  variations  annuelles  de  l'ascen- 
sion droite  et  de  la  déclinaison  de  l'eloilc  sont 

ilx 

Tt 


‘Il 

ilt 


= 7-  -H  (cosi„  4-  sin»,  tango  sina  ) 

lit  ' e / 

/ . lll,  l/ij\  , 

-f-  (nsini,  — tangocosx, 

\ lit  lit  / ^ 

lit,  / . lil,  iJt,\  . 

— cosa  sini, I n siDi, I sin  a ; 

lit  \ lit  lit  J 
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ou,  en  ni'glii^i’anl  tl.ins  cliat|iie  l'•lJIlalilln  le  domirr  terme  qui  est 
très-petit,  eomine  le  montrent  les  valeurs  précédentes  (*}, 

r/a  'l't  , ■ ^ 

— 7-  -4-  (COS »,  -I  sine,  tanga  sina)  --  > 

lit  lit  Cl 

ito  . lU, 

-7- = cos  a sin  I, • 
lit  lit 


Posons 


l/l,  lin 

-T77  = '"’ 

<n, 

sini,  — = //, 
tU 


\vs  formiites  deviennent 

* ï/a 

>ii) 

I 

lit 


lit 


— m -Y  n tanga  sin  a, 


] 

I -J  — ncosa. 


et  en  introduisant  dans  les  expressions  de  ni  cl  n les  valeurs 

, . , lili  lin  , . 

nunienqties  de  1,,  - et  —i  on  obtient 

m — 46",  oa.8  7.4  -4-  o", 000  3o8  (>45o . r , 
n = 20",  0(1442  — o",ooo  og-  0204  . t. 

yariations  si'cu/aires.  — Pour  obtenir  la  valeur  de  la  préces- 
sion, soit  en  longitude  et  latitude,  soit  en  ascension  droite  et 
déclinaison  dans  le  temps  écoulé  (!e|Uiis  1 -5o-|-/ jusqu’à  1 ^5o-t- 
il  faudrait  intégrer  les  équations  (B)  ou  (D)  entre  les  limites/ 
et  /'.  Cependant  pour  obtenir  cette  valeur  jusqu’aux  termes  du 


(*)  lai  vateur  numérique  du  coelTirieiil  a sin 


'•dt 


7t 


Chl — Ojocouoa  î'171 .1 


d'après  les  valetirs  donnée^  dans  le  teste.  Throriqiu‘n)ent , «itle  vnU  ur 
doit  être  nulle.  Ce  désacoorJ  provient  de  ce  que  dans  lu  calcul  des  termes 
du  premier  et  du  second  ordre,  on  a employé  des  valeurs  dinVrcntc»  pour 
les  masM's. 
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second  ordre  inclusivement,  il  suffit  de  connaître  la  valeur  de  la 

t -h  t'  . ' 

dérivée  première  correspondante  à l'épocpie — — • Soient  tn 

efTel y(t)  et /(f')  deu*  valeurs  d'une  fonction  dont  on  cherche 
la  différence y(t')  — y(t)  » dans  le  cas  actuel,  celle  différence  est 
la  précession  pour  i'  — /;  en  posant 

on  a 

, Z' 

y(t)=/-(,r-.ix)=:/(i)-4a-y'(x'  + I V/-'  e),  • L '• 

/{('}  + A.r)  = f{jc)  4-  Ax  y'(j}  ; Aj’/"(.c), 

où  f'{x)  cl y*(x)  représentent  les  deux  premières  dérivées  de 
y(.r).  On  en  conclut 

f{t- )-/(,]  = ciA.r/'(x)  = (/'  - -)•' 

Ainsi  pour  obtenir  la  précession  pendant  un  intervalle  de 
temps  t' — t,  il  suffit  de  calculer  la  valeur  de  la  dérivée  corres- 
pondante à la  moyenne  arithmétique  des  époques  extrêmes,  et 
de  la  multiplier  par  l’intervalle  qui  les  sépare.  De  celte  façon  on 
tient  compte  des  termes  du  second  ordre. 

Exemple.  — Cherchons  la  précession  en  longitude  et  en  latitude 
de  i^5o  à i85o  pour  une  étoile  dont  le  lieu  était  en  i'5o 

i = 2io'o',  p=-t-3.{“o'. 

On  a d’abord  pour  l’annce  1800  (n”  57) 

— = 5o',  -223  5o,  ^=o",488(jt,  M = 172";)' 20". 

Puis  en  calculant  approximativement  la  préccssiiPti  de  i^So 
à 1800,  on  obtient  pour  1800 

i = 2io“42',i,  P = 4- 33“ 5g', 8, 
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et  par  suite,  d'après  les  rorimiles  (B),  on  a pour  1800 


d\ 

dt 


= ^-  5o‘',48i  22, 


^=-o’',3ü447i 


en  consê<iucnce,  la  valeur  de  la  précession  de  i^So  à i85o  est 

En  longitude +i»24'  8",  12, 

En  latitude — 3o  ,45. 

» 

Cherchons  egalement  la  valeur  de  la  précession  en  ascension 
droite  et  en  déclinaison  de  i^So  à i85o  pour  une  étoile  dont 
I ascension  droite  et  la  déclinaison  en  i^So  étaient 


a =220"  1' 7,4",  0 = -t- 20°  2 1 ' 1 5'; 

on  a pour  1800 

//I  = 48*»  043  67,  n — 20",  o5g  57 , 

et,  pour  une  première  approximation  de  la  position  do  l'étoilé  à 
cette  époque, 

a = 220°  35', 8,  5 =: -t- 2o»8',6; 


on  obtient  donc  à l'aide  des  formules  (D) 


tangJ...  1,56444 

sina. . . i,8i34o« 

tang^sina...  1,377  84  « 

» . . 1 , 3o2  32 

cosa...  i,88o4’« 


fltang^sina  =—  4>788o6 
m = + 46,043  67 


da 

Tt 


= 4-4'>2556i 


di 

Tt 


— — i5,  23i  4 


la  précession  dans  l’intervalle  de  1750  à i85o  est  donc 

En  ascension  droite + 1“  8'45",56, 

En  déclinaison.  . ....  . — 25. 23  , 14. 

Dans  les  catalogues,  on  indique  habituellement  à côté  de  chaque 
étoile  la  précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison 
[variatio  annua)  pour  l'époque  du  catalogue,  et  en  outre  sa  va- 
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riation  pn  un  siècle  (varinlio  sœenlaris).  Dés  lors  si  t,  est  rép(X|(ie 
du  catalogue,  la  précession  de  l’étoile  pendant  l’intervalle  t — t, 
est,  d’après  ce  qui  précède, 

\ variatio  annua  ^ variatio  sœcu  taris]  [l  — r,  1. 

\ 200  / 

Si  l’on  dilTérentie  les  formules 


rta.  , . 

— = m 4-  /J  tnng4  sin  *, 


di 

7/7 


n cos  * , 


en  y considérant  toutes  les  grandeurs  comme  variables,  et  en  dé- 
signant par  ;/('  et  n'  les  variations  annuelles  de  ni  et  de  n,  on 
obtient 


€/  * a , ^ 

■JP  — n’sin  i"  sin  2a  ( J -f  tang’J) 


d'S 

77F 


-t-  mn  sin  i"  tangi  cosa  ni'  n'  tang^  sina , 

= — n’  sin  i"sin’a  langd  — nin  sin  i'  sin  a H-  «'  cosa  ; 


ces  expressions  multipliées  par  loo  donneront  la  variation  sécu- 
laire en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  ün  trouve  ainsi  pour 
rexem])le  précédent  les  variations  séculaires 

En  ascension  droite -t-  o",o28<i, 

En  déclinaison -f-o'',2654. 

S9.  Forniiilcs  rigoureuses  pour  le  calcul  de  la  prccession  en 
longitude  et  latitude.  — Las  formules  différentielles  que  nous 
venons  de  donner  ne  peuvent  être  employées  dans  le  cas  où  l’on 
veut  calculer  la  précession  des  étoiles  voisines  du  pôle.  Il  faut 
alor?  avoir  recours  aux  formules  rigoui'cuses. 

Soient  X et  ^ la  longitude  et  la  latitude  d’une  étoile  l'apportées 
à l'écliptique  et  à l’équinoxe  de  i^So  t;  on  obtiendra  la  lon- 
gitude L et  la  latitude  B rapportées  à l’éclipliquc  fixe  de  i^5o  au 
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moyen  des  formules  suivantes,  qui  se  dcdiiisenl  immédiatement 
des  formules  (A)  données  au  n“  58, 

cos(L  — n)  cosB  = eosficos(li  — n — /), 

sin (L  — n}  cosB  = cosfj  sin(i  — n — l)  cosw  — sin  S sin  jr , 

sinB  =:  cos  P sin  — n — /)  sin  tt  -I-  sin  p cose. 

Quant  à la  longitude  V et  A la  latitude  p'  rapportées  à l'éelip- 

tiqiie  et  à l’equinoxe  de  i^So  + <',  on  les  déduira  de  L et  B par 
les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  n',  »r'  et  /'  représentent 
les  valeurs  de  n,  tt  et  / A IVqioqiie  l'jSo 

cos()' — n'  — /')  cosp' = cosBcos(L  — n'), 
sin(À'  — n'  — /'  ) eosp'  = cos  B sin(L  — n')cosr'  -t-  sin  B sin  ir', 
— sin  p'=  cosBsin(L  — n')  sinw'  — sinB  cosn'. 

I 

L'élimination  de  L et  B donnera  V et  p'  en  fonction  de  * et  3 
et  des  valeurs  que  prennent  II,  rr  et  / aux  épotpies  i'5o  + t et 
1750  4- t'. 

Formtilrs  rignurrusrs  pniir  le  calcul  de  la  i,réce.isinit  ta  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  — Ces  formules  sont  entièrement 
semblables  aux  préeédentes.  Si  a et  j désignent  l'ascension  droite 
et  la  déclinaison  d'une  étoile  A l’époque  1750  t,  on  trouve 
à l’aide  des  équations  (C)  du  n°  58,  pour  la  longitude  L et  la 
latitude  B rapportées  A l'écliptique  iixe  de  1750, 

cos(L  -+-  /,)  cosB  = eosrJ  cos(a  -I-  n), 
sin  (L  4-  /()  cosB  = cos 5 sin  («  4 a)  cost,  4-  siniî  sin 
— s’nB  = cosiî  siti{a  a)  sin  s,  — siuJ  cost,. 

Si  l'on  cherche  ensuite  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de 
l'étoile  à l’époque  1750  4-  t',  on  les  déduit  de  L et  B au  moyen 
des  formules  suivantes,  dans  lesquelles  , a'  et  s\  représentent 
les  valeurs  de  l„  a et  t,  à celle  époipie  : 

cos(  %'  4-  a'  ) cos  •î'  = cos  B cos , L 4- 

sin(*'  4-  a')  cosô'  = cosB  sin  (L  4-  l\)  cos  s',  — sin  B sint',, 
sin  S'  — cosE  sin  ( L 4-  /',  ) sin  1',  4 sin  B cos  i', . 
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On  pourrait,  par  l’élimination  dp  L cl  B entre  les  deux  svs- 
lèiiics  d’cqiiations,  trouver  des  loiniules  qu’il  serait  aisé  de 
rendre  ensuite  calculables  par  logarithmes;  mais  il  est  plus 
simple  de  les  obtenir  immédiatement  par  les  consiiléralir)ns  sui- 
vantes (").  Soient  [fig.  3)  : 


Fig.  3. 


I 


KE'  récliptitpie  fixe  de  I 75o,  • 

AN  l'équateur  moyen  de  1760  4-  /, 

A'N  l’équateur  moyen  de  1750  -+-  t', 

N le  nœud  ascendant  du  second  éejuatcur  sur  le  premier. 

L'arc  EE'  est  la  précession  lunisolaire  pendant  l’inti  r- 

valle  de  1750  4-  r a 1750  -t-  f',  de  sorte  que  nous  avons  dans  le 
triangle  NEE' 

EE'  — NEE' = 180"— î..  NE'E-s',, 

et  si  nous  posons 

NE  = go'’— I,  NE'  = ()0'’-l- ï',  ENE'=:«, 


(*)  On  a remplacé  la  démonslratioD  analytique  de  rAiilcur  par  une  dé- 
monMralion  géométrique  plus  courte. 


% 
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nous  trouvons,  d’nprès  les  formules  de  Delambrc  : 


COS 

e 

sin 

z’  Z 

— sin 

COS 

-H  *# 

2 

2 

2 

2 

cos 

0 

2'  Z 

*v 

— (a 

2 

VJ  9 

2 

— V.V/9 

2 

sin 

0 

sin 

— Z 

sin 

t 

— *• 

2 

2 

2 

2 

sin 

0 

z'  — Z 

sin 

— fi 

-4-'  <0 

2 

W9 

2 , 

2 

sin 

2 

Ces  formules  déterminent  rigoureusement  les  grandeurs  auxi- 
liaires Z,  z'  et  & qui  Vont  bientôt  nous  servir;  mais  puisque 
j(»',  — «,)  et  i(z'  — z)  sont  de  petits  angles,  nous  trouverons 
aisément,  pour  le  calcul  de  ces  trois  grandeurs,  les  formules  sui- 
vantes, qui  sont  suflisammcnt  approchées  : 


(A) 


z'  + z I.  /',  — l, 

tang  — - — = cos  - - — • tang  — - — , 

z'  — Z l — C,  I 


3 -I-  £, 

tang  sin 


0 «.  -4-  î„  . 

tang  - = tang  sin  • 


Cela  posé,  soient  V,  V'  les  équinoxes  moyens  de  i"5o  -t-  t et 
de  i'j5o-f-t',  EV  est  la  précession  planétaire  a de  1750  à 
rjSo  -H  t,  E'V'  la  précession  planétaire  a'  de  i^So  à 1750  -i-  r'; 
de  sorte  que 

ISV  = 90”— Z — a,  NV' = 90"  4- z' — fl', 

et  par  suite,  si  SL  et  SL'  sont  les  cercles  de  déclinaison  de  l’étoile 
aux  deux  époques,  on  a 

NL  = a-l-fl-4-z — 90",  NL'=a'4-fl' — i' — go". 

Soient  de  plus  P et  P'  les  pôles  de  l’équateur  aux  deux  époques, 


* 
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N sera  le  pôle  de  PP',  el  par  suite  PP'  = AA'  = 0;  on  a donc, 
dans  le  triangle  PP' S, 

PS  = go" — (î,  P'S  = go" — 3',  PP'  = 0, 

SPP'  = AL  = a -t-  n 4-1, 

SP'P  = go"— A'L'=  180"—  (<z'-ha'—i’), 

et  les  équations  fondamentales  de  la  Trigonométrie  donnent 

I sin(a'-i-a' — z')  cos5'  = coS'î  sin(«4-a-(-i), 

(/?)  • cos(a'-l-n' — z')  cosS"  = cosocos{a-(-<i-i-î)cos0 — sin^sinB, 

I sin  3'  = cos  Jcos  («-l-a-t-tjsin  0-l-sin  J cos0. 

Ces  formules  permettent  de  trouver  »'  et  3'  en  fonction  de  a et  i 
et  des  grandeurs  auxiliaires  z,  z'  et  0,  déterminées  par  les  équa- 
tions (A)  ou  par  celles  qui  les  précèdent. 

En  introduisant  dans  les  formules  {a)  un  angle  auxiliaire,  on 
les  rendra  facilement  calculables  par  logarithmes;  il  est  néan» 
moins  commode  d’arriver  à ce  résultat  par  les  formules  de  De- 
lambre.  En  effet,  désignons  parc  le  troisième  angle  du  triangle 
PSS',  et  posons,  pour  abréger, 

5t  -+-  (l  -4-  z A,  -f-  /i'  — z'  A', 
nous  aurons  immédiatement 

go”  4-  ^ 4-  0 A 

cos  cos  —1 

2 2 

go"  -I-  J — e . A 

cos  sin  - ) 

2 2 

. go"  -H  (î  -4-  0 A 

sin  cos  — , 

2 2 

. go"  -t-  # — 0 . A 

sin  sin  -• 

2 2 

On  obtient  un  plus  grand  degré  d'exactitude  en  cherchant  les 
différences  A'  — A et  3’ — S.  Pour  cela  multiplions  la  première 
des  équations  (a)  par  cosA,  la  deuxième  par  sinA  el  rctran- 


go"  -t-  A 4-  c 

cos  cos = 

2 2 


go"  -4-0  . A'  4-  c 

cos  sin = 

2 2 

go"  4-  J*  A'  — c 

sin  cos = 

2 2 

go"  + 3'  . A'  — c 

sin  sin  = 

2 2 
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clions  les  deux  produits;  de  nièmc  rmiUiplions  |j  première  par 
sinA,  la  seconde  par  eus  A,  et  ajoutons,  nous  obtenons 

ros^'sin(A' — A)=  cosÆ  sin  A sine  (tangj  -h  tang  - cosaV 

\ ^ / 

cosiî'ros^A' — A) ~ cos 3 — cos3cosA sine ^tang J -+-  tang  - cos  A^  i 


donc 


tang  (A' — A)  = 


sin  A sine 


^tangi  - 


tans  - cos  A 
" 2 


) 


I — COS  A sin0  ( lang^  tang  - cos  A 


Posons 


(B) 


P — sine  |tang3  -t-  tang  - cos  A j > 


et  npplj(]tions  an  triangle  PSS'  les  analogies  de  ISéper,  nous  ob- 
tiendrons les  deux  équations 


1 tang(A'  — Aj 


'SA 


P sin  A 

I — P cos  A ■ 


A’-l- A 

3'  - 3 e 2~' 

,ang  -_=,a„g-_^_. 

cos  — 


Le  calcul  rigoureux  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
d'une  étoile  au  temps  i^So  -t-  t'  au  moy<  n de  son  ascension  droite 
et  de  sa  déclinaison  à l’époque  t^5o  -t-  l sc  fera  donc  à l'aide  des 
rortnules  (A),  (B)  et  (C)  ( Tabulœ  Regiomontanœ,  p.  viii). 

Exempi.f..  — L’ascension  droite  et  la  déclinaison  de  la  Polaire 
au  conimencemenl  de  ranné'c  i ^55  sont 

a=  io''55'44",955,  3 = S7»59'4i",i2, 

calculer  le  lieu  de  l’étoile  rajiporté  à l’équateur  et  à l’équinoxe 
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de  i85o.  On  a 


Pour  1755. 

t,  = 23®?.8'  18",  0002, 
/,  = 4 - " 18756, 

« = ü , 8897  , 

on  déiluit  des  fofmules  (A} 


161 

Pour- i85o. 

= 23“  28'  1 8*,  0984 , 
/',  = 1.23.56  , 354 1 , 
a'—  i5  ,2656; 


t±l—  o“36'34*,3i4,  - — -=  O"  o'io',6286, 

2 2 

z=  0.36.23  ,685,  z' = 0.36.44  194^1 

e=  0.31.45,600,  A = a-4-fl  + z = 1 1 .32.  9 ,53o. 

Pour  le  calcul  de  A'  — A et  S'  — S,  on  emploie  les  formules 
(B)  et  (C),  on  trouve 

log/i  = 7,421  4471, 

a'  — A=  4”  = 0“  1 5' 26", 780, 

A' = i5.36.27  ,240, 
et  enfin 

a'=  i6“i2'56",9I7,  d'  = 88"3o'  34',68o. 


60.  Influente  de  la  précessioa  sur  l'aspect  que  présente  la 
sphère  céleste  à des  époques  différentes,  en  un  même  lieu  de  la 
surface  delà  Terre,  — Le  point  d'intersection  de  l’équateur  avec 
l'écliptique  rétrograde  sur  l'écliptique  d’environ  5o",2  par  an; 
le  pôle  de  l’équateur  décrit  donc,  dans  le  cours  des  temps,  autour 
du  pôle  de  l’écliptique,  un  cercle  dont  le  rayon  est  ^al  à l’obli- 
quité de  l’écliptique  (*]. 

Par  suite,  le  pôle  de  l'équateur  coïncidera  successivement  avec 
des  points  différents  de  la  sphère  céleste;  en  d’autres  termes,  ü 
des  époques  différentes,  il  se  trouvera  dans  le  voisinage  d’étoiles 
différentes.  Actuellement  la  dernière  étoile  de  la  queue  de  la  pe- 


(*]  Rigoureasemenl  c«  myon  n'eit  pu  constant;  mait  il  est  toujours 
égal  à la  valeur  actuelle  de  l’obliquiK  de  l’ccliptique. 


I. 


1 1 
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tite  Ourse  est  la  plus  voisine  du  pôle  nord,  et  s'appelle  en  consé- 
quence Étoile  polaire.  Cette  étoile,  dont  la  déclinaison  est  environ 
88°  3o',  s'approchera  continuellement  du  pôle  jusqu’à  ce  que  son 
ascension  <lroite,  maintenant  égale  à devienne  égale  à G**. 

Sa  déclinaison  sera  alors  maximum  et  égale  à 89"  32';  It  partir 
de  cette  époque  elle  diminuera,  la  précession  en  déclinaison  étant 
négative  pour  les  étoiles  dont  l'ascension  droite  est  comprise 
entre  ô**  et  12''. 

Pour  trouver  le  lieu  du  pôle  à l'époque  t,  nous  nous  servirons 
du  triangle  sphérique  formé  par  le  pôle  E de  l'écliptique,  à une 
certaine  époque  et  les  pôles  P et  P'  de  l’équateur  aux  époques 
t,  et  t.  Soient  a et  ^ l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  pôle 
de  l'équateur  au  temps  t,  rapportées  à l’équateur  et  à l'équinoxe 
de  l'époque  t,;  1,  et  1 l’obliquité  de  l'écliptique  aux  temps r,  et  t; 
on  a,  dans  le  triangle  PP'E, 

PP'  = 90°  — J,  ÊP  = «„  EP'  = € ; 

de  plus  l’angle  en  P est  égal  à 90°-+-  a,  et  l’angle  en  E est  la  pré- 
cession générale  Ldans  l’intervalle  t — f,;  les  formules  fondamen- 
tales de  la  Trigonométrie  .sphérique  donnent  donc  immédiatement 

cos^  sina  = sini  cost,  cos/  — cosi  sint, , 
cosécosa  = sini  sin/, 

sin  i =:  sin  < sin  c,  cos  l -t-  cos  t cos  i, . 

Ce  calcul  n’exige  pas  une  grande  exactitude,  on  ne  cherche  ici 
qu'un  lieu  approché  du  pôle;  or  la  diminution  de  l'obliquité 
moyenne  de  l'écliptique  est  très-faible,  48"  environ  par  siècle;  en 
outre,  la  différence  entre  l’obliquité  vraie  et  l'obliquité  moyenne 
n’atteint  jamais  10";  on  peut  donc,  avec  une  approximation  suf- 
fisante, considérer  l’obliquité  comme  constante,  et  poser  t — 1,; 
on  a dès  lors 

1 . sint,  sin/ 

tanga  = — cost,tang-,  cosé  = • 

2 cosa 

Bien  qu’ici  a soit  déterminé  par  sa  tangente,  on  obtient  sa  va- 
leur sans  aucune  ambiguïté  en  remarquant  que  cosx  et  sin/ 
doivent  avoir  toujours  le  même  signe. 


Digilized  by  Google 


PRfiGESSION. 


|63 


Supposons  que  l’on  Teuillc  connaître  le  lieu  du  p6Ic  pour 
l’année  i4ooo,  lieu  rapporte  à l’équinoxe  de  i85o;  la  précession 
générale  |>en(lant  i2i5o  années  est  environ  i74‘’>  on  aura 
donc 

0 = 273°  i6'  et  5=4-43° 7'. 

Ce  qui  donne  un  lieu  très-voisin  de  Véga  (a  Lyre),  dont  l’as- 
cension droite  et  la  déclinaison  pour  i85o  sont 

o=  277°58'  et  5 = 4-38»39'; 

en  l’an  i4ooo,  Véga  pourra  donc  s’appeler  Ao/7c  polaire. 

La  précession  changeant  peu  à peu  les  déclinaisons  des 
étoiles,  il  arrivera,  dans  le  cours  des  siècles,  que  des  étoiles  in- 
visibles jusqu’alors  en  un  lieu  s’élèveront  au-dessus  de  l’horizon 
de  ce  lieu;  d’autres  étoiles  au  contraire  visibles  maintenant  en 
un  lieu  de  l’hémisphère  nord,  par  exemple,  auront  une  déclinaison 
trop  australe  pour  qu’on  puisse  les  voir  encore  de  ce  lieu  ; pareil- 
lement des  étoiles  qui  actuellement  en  un  lieu  déterminé  restent 
toujours  au-dessus  de  l'horizon  auront  un  lever  et  un  coucher, 
tandis  que  d'autres  étoiles  auront  alors  une  déclinaison  telle,  que 
leur  culmination  inférieure  se  fera  aussi  au-dessus  de  l’horizon. 
Ainsi,  par  l’effet  de  la  précession,  l’aspect  qu’offre  la  sphère  cé- 
leste aux  habitants  d’un  lieu  déterminé  de  la  surface  de  la  Terre 
sera,  au  bout  d’un  long  intervalle  de  temps,  devenu  notablement 
différent  de  ce  qu’il  était  uu  commencement  de  cet  intervalle. 

Année  sidérale.  — Année  tropique.  — L’année  sidérale  est  la 
durée  de  la  révolution  sidérale  du  Soleil,  c’est-à-dire  le  temps 
que  cet  astre  emploie  à parcourir  sur  la  sphère  céleste  un  arc  de 
36o";  c’est  encore,  en  d’autres  termes,  le  temps  qui  lui  est  né- 
cessaire pour  revenir  à'  la  même  étoile  fixe;  d’après  les  Tables  du 
Soleil  d’Hansen  et  Olufsen,  sa  valeur  en  jours  moyens  est 

365<  ô*"  g""  9*.  35  ou  3651,256  3582. 

Puisque  les  points  équinoxiaux  se  meuvent  en  sens  inverse  du 
mouvement  du  Soleil,  l’anné-e  tropique  ou  le  temps  que  le  Soleil 
emploie  pour  revenir  au  même  équinoxe  est  plus  courte  que 
l'année  sidérale;  leur  différence  est  égale  .lu  tem|>s  que  met  le 

1 1 . 
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Soleil  à décrire  le  petit  arc  dû  à la  prccetsion  annuelle.  Or,  pour 
l’année  1 800,  l — 5o",  2235,  et,  puisque  le  Soleil  a un  mouvement 
moyen  de  69'  8",  33,  il  parcourra  cet  arc  en  0^,  o 1 4 1 54  ; la  durée 
de  l’année  tropique  est  donc  de  365>,  242  204.  Mais  la  précession 
varie,  son  accroissement  annuel  est  o',ono  264  2966  ; la  durée 
de  l’année  tropique  est  donc  aussi  variable,  et  sa  variation  an- 
nuelle est  égale  à o>,  000000068848;  en  exprimant  la  partie 
décimale  en  heures,  minutes,  secondes,  on  obtient  pour  durée 
de  l’année  tropique 

365<  5''  48“  46*, 43  — o*,oo5  95  (f  — 1800). 

II.  — De  la  mutation. 

61.  Nutatinn  lie  l’équinoxe  et  de  l'obliquité.  — Il  nous  reste 
maintenant  à considérer  la  variation  périodique  de  l'équateur 
par  rapport  à l'éclii>tiqae;  elle  consiste,  comme  nous  l'avons  dit, 
en  un  mouvement  périodique  sur  l'écliptique  des  points  d’inter- 
section de  l’équateur  et  de  l'écliptique,  et  dans  une  variation  pé- 
riodique de  l’obliquité.  Le  point  où  l’équateur  et  l’écliptique  se 
couperaient,  si  les  variations  à longue  période  existaient  seules, 
s’appelle  équinoxe  moyen,  et  l’on  nomme  obliquité  moyenne 
l'angle  que  feraient  l’écliptique  et  l’équateur  s’il  n’y  avait  pas  de 
nutation.  Mais  le  point  où  ces  deux  grande  cercles  se  coupent 
réellement  s'appelle  équinoxe  vrai,  et  l’obliquité  modifiée  par 
I.T  nutation  s’ap(>elle  obliquité  vraie  de  l’écliptique. 

D’après  les  déterminations  de  Peters  {Numerus  constant  nuta- 
tionis),  lu  nutation  en  longitude  A),  et  la  nutation  en  obliquité  Ac 
sont  exprimées  par  les  valeurs  suivantes  : 

I A‘a=—  17",  2405  sin  Q o*,2073  sio2Q 


— 

1 ",  2692 

sin  2 0 — 0' 

',  2o4  1 sin  2 

-f- 

0",  .279 

sin(0  —P) 

— o',o2i3  sin  (O  4-  P 

4- 

o*,o677 

sin(C  - P') 

9 

Al  = 4- 

9",  223  1 

cos  Q — 0",  ( 

3897  cos  2 

4- 

o",55o9 

C0S2  0 0" 

',  0886  COS  2 ^ 

4- 

0",  0093 

cos(0  4-  P' 
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dans  l«sqiielles  on  désigne  par  : 

Q la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orhite  lunaire 
sur  l’écliptique, 

Q la  longitude  du  Soleil, 
la  longitude  de  la  Lune, 

P la  longitude  du  périgée  solaire, 

P'  la  longitude  du  périgée  lunaire. 

• » . 

Les  expressions  précédentes  conviennent  à l’an  1800;  niais 
les  coefRcients  de  quelques  termes  varient  un  peu  avec  le  temps, 
et  l’un  a pour  1900  : 

Ai  = — 17',  2577  sinQ  -t-  o",2073  sina  JJ 
— I ",  a6g3  sin  2 O — o",  204  1 sin  2 
-t-  o",  1275  sin  (O  — P)  — o",  021 3 sin  (O  -t-  P) 

-t-  o", 0677  sin (C  — P'), 

A I = -t-  9",  2240  cos  Q — o",  0896  ros 2 Q 
-I-  o",55o6cos2  0 -f- o",o885  COS2  (£ 

, -f-  o", 0092  cos  (O  4- P). 

Le  coefficient  de  cos  JJ  dans  Ai  est  appelé  comtantc  tir  la  nu- 
tation; le  coefficient  de  sin  JJ  dans  Ai  est  égal  à — 2cot  2»,  et 
en  1800  i = 23* 27' 54",  2. 

Ea-pressiont  de  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  dérlinnison. 
— Pour  trouver  les  variations  correspondantes  de  l’ascension 
droite  et  de  la  déclinaison  d'une  étoile,  on  a 


(«); 


, du  ^ du  I rf’a  , d'u 

U — — Ai+  — Ai-j — Ai*+  -T.  T-  Ai  At- 

<fi  di  2 d\dt 


d^ 

' d\ 


Ai- 


'11 

dt 


- Al  - 


L'a 

'idV 


Ai’ 


d'i 

d 'k  di 


Ai  Al 


et  d’après  les  formules  différentielles  du  n*39,  en  reinplaçant 
cosp  sin»  et  cos  ^ cos»  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  u,  i et  1, 


du  ... 

— = cosi  4-  sini  tango  sin«, 

du 

— = — cosa  tango. 


dS 

— = cosa  sine, 
dk 

dS 

— = sin  a. 
tU 
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De  nouvelles  dinerenliations  donnent 


d'n  . , /sins*  , . ,\ 

— sin’j  I — ^ h cotf  cosa  tango  + sino.a  lang’o  1 1 


d'n 

d\  d I 


= — sint(cos’2  — cou  sina  tang^  -t-  cosaa  lang’d). 


d'x 

dt' 


(sinaa  . ,\ 

- ^ 1-  sinaa  lang’ o|> 


d'i_ 

dV 


= — sin’t  sina  (cou  sina  tangd). 


==  sim  cos  a (cou  sina  lango), 


d'9 

= — cos’a  laneo. 

€it‘  ® 


Substituons  res  valeurs  dans  les  équations  (o)  ; prenons  pour  AX 
et  Al  les  valeurs  données  par  les  équations  (A),  et  pour  i l'obli- 
(|uité  moyenne  de  l'écliptique  au  commencement  de  l'année 
i8oo,a3“ 7.^' 54*,  2;  nous  aurons  pour  les  termes  du  premier 
ordre  ; 


I =-i5",8i48sinQ 

— (6",865o  sin  Q sina -1-9",  25.3 1 cos  Q cosa)  tang^ 

4-  o'jiqoa  sina  Q 

-4-  (o",o825sin2  Q sin  a -I-  o",o897  cosa  Q cosa)  tangiî 

— 1",  1642  sin  a O 

I — (o",5o54sin2  0sina-(-  o",55ogcos2 0 cosa)langiî 

^ — o",i872sin2<£ 

— (o",o8i3sina^  sina  -)-  o",  0886  cosa  (J)  cosa)tang7 

— o'.oigS  sin(Q  4-  P) 

— [o",oo85sin(0  4-  P)  sina 

4-  o",oc93  cos. 04-  P)cosa]tangiî 
4-  (o",oGai  4-  o",o270  sina  tangJ)  sin((^  — P') 

1 4-'o",i  173  4-o",o5o9sina  laggd)  sin(Q  — P), 


Digilized  by  Google 


nUTATtOH. 


167 


et 

lî' — ê = — 6",865o  sin  Q cosa  + 9",2i3i  cosQ  sina 
+ o",o825  sina  Q cosa  — o",o8g']  cosa  JJ  sina 

— o",5o54  sina©  cosa  + o",55ogrosa0  sina 

— o",o8i3  sina(^  cosa  -t-  o", 0886 cosa  (£  sina 

— o",oo85  sin  (0  P)  cosa 
-+■  o",oo93  cos  ( 0 + P ) sin  a 
-I-  o",  0370  sin  ((^  — P')  cos  a 
4-  o",o5o9sin(0  — P)  cosa. 

Ces  expressions  conviennent  ù l’an  1800  : leurs  coerGcienis 
changent  avec  le  temps,  et  sont  un  peu  dirrérenls  pour  l’année  * 
1900.  Mais  leurs  variations  ne  sont  pas  toutes  d'égale  impor- , 
tance.  Parmi  les  termes  du  premier  ordre,  les  seuls  où  cas  le 
changement  soit  sensible,  sont  ceux  qui  contiennent  Q ; leurs 
valeurs  sont  pour  1900 


Dans  a'  — a : 

— i5",83ai  sin  Q 

— (6",  8683  sin  Çl  sina  -t-  9",aa4o  cos  JJ  cosa)  tangfj 
Dans  t'  — i : 

— 6",8683sin  JJ  cosa  -+-  g",aa4o  eosQ  sina. 

Parmi  les  termes  du  second  ordre,  les  seuls  qui  peuvent  avoir 
quelque  importance  proviennent  des  plus  grands  termes  de 
et  Al.  Posons,  pour  abréger, 

Al  = 9",aa3i  cos  JJ  =acos  JJ 
— sini  Ait  = 6",865o  sin  JJ  = 6 sin  JJ. 


Ces  termes  sont,  en  ascension  droite, 

. — — sin  aa(y  4-  tang’J)  -+-  coti  cosa  tang« 

4-  ~ (t  — coti  sina  tang^  4-  cosa  a tang' J 4-  \ cos  aa)  sin  a Q 


’ A’  4-  o’ 

~r~ 


sin  a a tang’i^ 


coti  cosa  tang^  - 


é’4-«’  . ^ 

— 8 — cos’Q. 
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b' 


h' 

cot  • sin  a 

4 


ah 

^(sinaaUngd 


2 colt  cosji)  sin 2 Q 


o’-t-  A’  \ 

— g — cos  2a I tango  — 


b’ 

-,  cot  I sin 

4 


Ceux  de  ces  termes  qui  sont  indépendants  de  JJ  changent  seu- 
lement la  position  moyenne  de  l’étoile,  et  peuvent  être  négliges; 
les  autres 


ab 


Q 


(ab  . 

1-^  cot«sin2  y sina  -H- 


A’  * \ 

coti  COS2  y cosa j tangiî 


et 


ab.  A’ 

cot  f sin  2 y cosa  H 

2 ^ 


cote  cos  2 y sina 


peuvent  s'ajouter  aux  termes  semblables  du  premier  ordre  en 
sina  y et  cosa  y,  et  ceux-ci  deviennent 


eu  aicension  droite  : 

1 o",  1902  sina  Q 

( D)  I -I-  (o",  0822  siii2  y sin  a -t-  o",  089G  cosa  Q cosa]  tango' 
j en  déclinalwn  : 

^ •+■  o",o8a2  sina  y cosa  — o",  o8gfi  cosa  y sina. 

Les  termes  du  second  ordre  restant  encore  sont 


(E) 


en  asceniion  droite  : 

-h  o", 000 1 535 (y  tang=J)  sin  2 y cos 2 a 

— o",ooo  160  (J  -f-  tang’^jcosay  sin  aa; 

en  déelinoison  : 

— o", 000 0768  tangi sina  y sin 2a 

-+-  (o", 000  023  o",  000  080  cosa  a)  cosa  y tangj. 


Mais,  puisque  les  premiers  termes  n'atteignent  o', 01  de  temps 
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que  pour  une  déclinaison  égale  à SS”  10',  et  que  les  seconds 
ne  surpassent  pas  o",oi  d'arc  pour  une  déclinaison  de  89°26', 
ils  ont,  même  dans  le  voisinage  du  pôle,  une  très-faible  influence; 
un  peut  donc  toujours  les  négliger,  excepté  s'il  s'agit  d'une  étoile 
très-voisine  du  pôle. 

62.  Variation  de  l 'expression  de  la  nutation,  correspondante  à 
une  variation  donnée  de  ta  constante  de  la  nutation.  — Dans  la 
suite,  nous  aurons  liesoin  de  connaître  les  changements  apportés 
dans  les  expressions  (B)  et  (C)  par  une  variation  de  la  constante 
de  la  nutation;  ces  changements  sont  differents  pour  les  tenues  de 
la  nutation  lunaire  et  pour  ceux  de  la  nutation  solaire.  En  effet, 
dans  la  formule  que  donne  la  théorie  de  la  nutation,  tous  les 
termes  de  la  nutation  lunaire  sont  multipliés  par  un  fadeur  N' 
qui  dépend  du  moment  d'inertie  de  la  Terre,  de  la  masse  et 
du  moyen  mouvement  de  la  Lune.  Les  termes  de  la  nutation  so- 
laire sont  multipliés  par  un  facteur  N analogue  et  fonction  iden- 
tique du  moment  d'inertie  de  la  Terre,  de  la  masse  et  du  moyen 
mouvement  du  Soleil.  Comme  il  est  impossible  de  calculer  le  mo- 
ment d'inertie  de  la  Terre,  il  faut  déduire  des  observations  les 
valeurs  numériques  de  M et  N'.  Le  coefficient  de  cosQ,  dans  la 
nutation  de  l’obliquité,  est  égal  à o,'^()5428N';  representons-le 
par  9',223i(i -i- '),  où  9‘',2a3l  est  la  valeur  adoptée  pour  la 
constante  de  la  nutation,  et  9",  2?.3  ■ . 1 sa  correction  possible, 

o,765428N'=  9",  223t  (1  -+-  i). 

La  précession  lunisolairc  dépend  des  mêmes  grandeurs  ?<  et  M', 
et  sa  valeur  déduite  des  observations,  5o", 36354  pnif  1800, 
établit  entre  N et  N'  l'équation  suivante 

i7,46g345  = N -+- 0,991988?!', 
qui,  combinée  avec  la  première,  donne 

N = 5,516287(1  — 2,16687.0. 

Ainsi,  en  supposant  la  constante  de  la  nutation  égale  à 
9",223i  (t  -f-  i),  tous  les  termes  de  la  nutation  lunaire  sont  miil- 
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tiplirs  par  *i  + /,  ceux  de  la  nutation  solaire  par 
et  si  l’on  pose 

9",  2281 . i = rfv, 


un  a 


1—2,16687./; 


= [ — 1 ,8702 sin  Q H-  0,0225 sin2 ^ 

— 0,0221  sin2(^  + 0,0078  sinf  ^ — P') 

-1-0,2981  sin2©  — 0,0800  sin(0  — P) 

-f-  o,oo5osin(0  -)-  P)]</», 
tl&l  = [COSQ  — 0,0097  C0S2  Q -(-  0,0096  COS2^ 

— 0, 1294 cos 2 O — 0,0022  cos( O -t-  P)]  //v, 

et,  en  suivant  la  même  marche  que  dans  le  numéro  précédent,  on 
obtient  facilement 


— 1,7 1 56  sin  Q 

— (°>744^  sin«  -I-  1,0000  cos  Q cosa)  tang'î 
-f- 0,0206  sin2  Q 

-I-  (0,0090  sin  2 Q sina  -t-  0,0097  cos2  Q cosa)  tanga 

— 0,0208  sin  2 Ç" 

— (o,oo88sin2(^  sina-i-o,oog6cos2(^  cosa)tang^ 
-t-  0,0067  S'"  ( C — P'  ) 

o,oo29sin((J^  — P'.)sinatang(î  — o,2735sin20 
-t-  (o,  1 1 87  sin  2 O sin  a 0, 1 294  cos  2 Q cos  a)  tang  3 

— o,0275sin  (0  — P) 

— 0,01  i9sin(0  — P)  sina  langj 
-t-  0,0046 sin(0  -)-  P) 

[0,0020  sin  (0  -I-  P)  sin  a 

H-  0, 002  2 cos  (0  -I-  P ) cos  a]  ta  ng  J, 

— 0,7445  sin  Q cos  a -t-  i ,0000  cos  ÇJ  sina 
-t-  0,0090 sin2  Q cosa  — 0,0097  Q 

— 0,0088  sin2(^  cosa  -f-  0,0096  C0S2(^  sina 
-+-  o,oo29sin((^  — P')  cosa 

-f-  0, 1 187  sin 2 0 cosa  — o,  I2g4  cos 2 0 sina 

— 0,01  igsin(0  — P)  cosa 
-I-  0,0020  sin(0  -4-  P)  cosa 

— 0,0022  cos(0  4-  P)  sina. 
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63.  Tables  de  Gauss  pour  le  calcul  de  la  nutation.' — Dans  le 
calcul  lie  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  le  plus 
commode  est  de  chercher  et  Ai  à l’aide  des  formules  (A)  et  (A,), 

et  de  calculer  les  valeurs  numériques  des  dérivées  >— 1 — ■ • • • 

d\  dt 

Mais,  pour  les  formules  (B)  et  (C),  on  a construit  des  Tables  qui 
facilitent  beaucoup  le  calcul.  Tout  d'abord,  on  a réduit  les  termes 

c = i5*,82  sin  JJ,  gr=  — i", iGsina© 

en  Tables  dont  les  arguments  sont  Q et  2 ©.  De  plus,  dans  l’ex- 
pression de  la  nutation  en  ascension  droite,  chacun  des  coefficients 
de  tang  S est  de  la  forme 

A(sinp  sina  + h cos^cosa}  ; 

et  dans  celle  de  la  nutation  en  déclinaison  les  ternies  analogues 
sont  de  la  forme 

A (sin  P cosa  — h cos^  sina}. 

Or,  en  identifiant  ces  deux  expressions, 


la  première  avec  x cos(p  — a + /), 
la  seconde  avec  xsin(^  — a-t-/). 


on  obtient  les  memes  équations  de  condition 


(M 


A h cos  P = X (cos  P cos/  — sin  p sin/  ) , 
A sinp  = x (sin  p cos/  -t-  cosp  sin/}, 


d’oii  l’on  déduit  pour  x et  / les  valeurs 


X*  = A’  [ I — ( I — /i'  ) cos'  P ] , 


fang^-  = 


(i  — h]  sin  P cosp 
t — (1  — A)cos’p’ 


valeurs  qui  sont  toujours  réelles,  car  dans  le  cas  actuel  1 — Id 
est  toujours  en  valeur  absolue  plus  petit  que  runilc.  Les  lermcs 
que  nous  considérons  peuvent  donc  toujours  être  ramenés  à avoir 
l’une  des  deux  formes 


(c)  xcos(p  — a -+-/},  xsin(p  — a -t-/). 
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et  si  l’on  réduit  les  valeurs  de  a:  et  j en  Tables  dont  l’argument 
soit  p,  leur  calcul  sera  très-rommode. 

Ce  principe  général  de  calcul  a été  indiqué  par  Gauss  et  appli- 
qué par  Nicolaï  dans  des  Tables  publiées  par  'WarnslorfT;  les 
constantes  adoptées  sont  celles  de  Peters,  et  les  Tables  sont  cal- 
culées pour  i85o. 

On  y trouve  outre  le  terme  c,  les  quantités  logi  et  logB  avec 
l'argument  Q , et  l’on  en  déduit  les  termes  qui  dépendent  de  sin  Q 
et  cos  Q qui  sont 


{d) 


I En  ascension  droite. . . . 
I En  déclinaison 


e — b tangd  cos(  Q -t-  B — *), 
— isin(  Q -I-  B — a). 


En  leur  ajoutant  les  petits  ternies  qui  dépendent  île  2Q,  2(^ 
et  — P',  on  a la  nutation  lunaire. 

Une  seconde  Table  donne,  avec  l'argument  2 Q,  les  grandeurs 
g,  F et  log/,  au  moyen  desquelles  on  trouve  les  termes  dépim- 
dant  de  2 O qui  sont 

( En  ascension  droite ..  . g — /"tangJ cos(2  Q "*■  F — *}> 
('^)  ) 

( En  déclinaison — /sin{2Q-i-F  — a). 

L’ensemble  de  ces  termes,  en  y comprenant  les  petits  termes 
qui  dépendent  de  © -I-  P et  0 — P,  forme  la  nutation  solaire. 

Pour  les  petits  termes  qui  conticunent  2 C » ^ Q et  © -1-  P, 
on  n'a  pas  construit  de  Tables  spéciales;  on  les  obtient  ù l’aide 
des  Tables  relatives  à la  nutation  solaire,  en  y remplaçant  2 ©, 
successivement  par  2 (^,  180“ -t- 2 Q (car  ces  termes  ont  des 
signes  contraires),  et  © + P,  et  en  multipliant  par  ou  plus 
exactement  -îj,  les  valeurs  obtenues  par  les  équations  (c)  pour  les 
deux  premiers  arguments  et  par  les  valeurs  obtenues  pour  le 
troisième;  en  effet,  ces  nombres  expriment  approximativement 
les  rapports  des  coeflicients  de  ces  termes  à ceux  de  la  nutation 
solaire. 

Les  termes  «n  — P'  et  © — P ont  une  forme  différente  de 
la  précédente,  mais  analogue  aux  expressions  de  la  précession 


Digitized  by  Google 


ELLIPSE  DE  NUTATION.  1^3 

annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  on  lés  obtient 
en  multipliant  celles-ci  par  7T7  sin{  ^ — P')  et  -3-^  sin  ( © — P). 

ElUpte  de  nutation.  — Il  est  facilu  de  se  faire  une  idée 
nette  de  l’infliience  de  la  nutation,  en  la  réduisant  à son  premier 
terme,  qui  est  d’ailleurs  le  plus  important.  On  a alors 

A).=— i7",25sinQ, 

A{=:-t-  9",  22  cos  JJ, 

ou  mieux,  d’après  la  thikirie, 

$iniAl=: — io",o5cos2isin  Q , 

Al  = — I o',  o5  cosi  cos  JJ . 

Nous  savons  que  par  l'effet  de  la  précession  lunisolaire,  le  pôle 
de  l’équateur  décrit  autour  du  pôle  de  l’écliptique  un  petit  cercle 
dont  le  rayon  est  1.  Considérons  maintenant  dans  le  plan  tangent 
mené  au  pôle  moyen  d’un  certain  temps,  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  dans  lequel  l’axe  des  a;  soit  tangent  au  cercle  de 
latitude,  et  désignons  par  x et  y'  les  coordonnées  du  pôle  vrai 
(pôle  moyen  déplacé  par  la  nutation);  nous  aurons ^ = sin lAli, 
X =:  Al,  et,  en  vertu  des  expressions  précédentes, 

cos’  21  . _ « _ 

r’  = C’cos’2i x’  où  C=io,o5. 

cos’e 

Le  pôle  vrai  décrit  donc  autour  du  pôle  moyen  une  ellipse 
dont  le  demi  grand  axe  est  C cos  1 = 9",  22  et  dont  le  demi  petit 
axe  est  C cos2i  =6', 86.  Cette  ellipse  s’appelle  ellipse  de  nuta- 
tion. Pour  obtenir  la  position  du  pôle  vrai  sur  cette  ellipse,  on 
mène  dans  le  plan  de  l’ellipse  un  cercle  concentrique  de  diamètre 
égal  au  grand  axe;  on  imagine  qu’un  rayon  de  ce  cercle  le  dé- 
crive, pendant  la  révolution  des  noeuds  de  la  Lune,  d’un  mouve- 
ment uniforme  et  rétrograde  ('},  et  de  telle  sorte  que  ce  rayon 


(')  Car  le  mouvement  dea  nœud»  de  la  Lune  sur  l'éoliptiqua  eat  rr- 
irograde. 
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coïncide  avec  la  portion  du  demi  grand  axe  la  plus  rapprochée 
de  récHptique,  toutes  les  fois  que  le  nœud  ascendant  de  la  Lune 
coïncide  avec  Péquinoxe  du  printemps.  On  abaisse  ensuite  par 
Texlrémité  de  ce  rayon  une  perpendiculaire  sur  le  grand  axe  de 
l'ellipse,  et  le  point  où  cette  perpendiculaire  coupe  la  circonfé- 
rence  de  l'ellipse  est  le  lieu  vrai  du  pôle  de  la  Terre. 

Kcmartiue,  — Consulter  sur  la  prcccasioo  et  la  niilallon  : 

BesiCL.  — Fundamenta  Àsironomîœ  pro  anno  17S5. 

Bssscl.  — Astronomische  Nachrichtenj  3^. 

Bsasai.  — Tabula  Begiomontana  reductionum  observalîonum  astronomi- 
tarum,  ab  anno  1760  tis^ue  ad  aanum  i85o  eomputata  (i83o). 

Baily.  — New  Tabtrs  for  Jaeiîiting  lha  computation  of  Fveces$ion^  Aberra- 
tion and  Sutation  (Londres  18:17). 

Bailt.  — > Préface  du  Catalogue  oj  Stars  of  the  Briti*h  Association 
(Londres, 

Peters.  — Numéros  constans  Nutationis. 

Le  Veriuer.  — Annales  de  VQhservatoire  impétial,  t.  Il,  p.  170  et  sui- 
vantes. 
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CHAPITRE  III. 

DES  ERREURS  D'OBSERVATrON  DUES  A LA  POSmON  DE 
L’OBSERVATEUR  A LA  SURFACE  DE  LA  TERBE  ET  AUX 
PROPRIÉTÉS  DE  LA  LUMIÈRE. 


Les  Tables  et  les  Éphcinérides  astronomiques  donnent  toujours 
les  |)osilions  des  astres,  telles  que  nous  les  observerions  du  centre 
de  la  Terre.  Dans  le  cas  où  l'astre  esta  une  distance  infinie,  cette 
position  coïncide  avec  celle  que  l’observation  donnerait  en 
un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  Terre;  mais  s’il  y a un 
rapport  fini  entre  le  rayon  de  la  Terre  et  la  distance  de  l'astre, 
ce  lieu  de  l'astre  vu  du  centre  sera  différent  de  celui  qu’on  trou- 
verait en  un  point  de  la  surface.  Pour  comparer  aux  Tables  une 
observation  de  cet  astre,  il  faut  pouvoir,  à l’aide  de  la  position 
observée,  calculer  celle  que  l’on  trouverait  au  centre  de  la  Terre 
et  i|u’on  appelle  le  lieu  vrai.  Inversement,  on  a souvent  besoin  de 
transformer  en  positions  apparentes  les  positions  vues  du  centre 
de  la  Terre  données  dans  les  Ëphémérides,  ou  comme  on  dit 
les  lieux  vrais  en  lieux  apparents.  L’angle  formé  par  les  deux 
rayons  menés  du  centre  de  l’astre  au  rentre  de  la  Terre  et  au  lieu 
d’observation  s'appelle  parallaxe.  Il  faut  donc  pouvoir  calculer 
la  parallaxe  d'un  astre  à un  instant  quelconque  et  pour  un  point 
quelconque  de  la  surface  de  la  Terre. 

La  Terre  est  entourée  d’une  atmosphère  qui  possède  la  pro- 
priété de  réfracter  la  lumière.  L’observation  ne  peut  donc  pas 
donner  la  position  vraie  de  l’astre,  mais  seulement  la  direction 
qu’a  le  rayon  lumineux  réfracté  par  l'atmosphère  à son  entrée 
dans  l’oeil  de  l’observateur.  L’angle  de  ce  rayon  visuel  avec  la 
direction  dans  laquelle  l’astre  serait  vu,  si  l’atmosphère  n’existait 
pas,  est  appelé  réfraction.  Pour  déduire  des  observations  d’un 
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astre  sa  position  vraie,  il  faut  pouvoir  déterminer  la  réfraction 
pour  chaque  point  du  ciel  et  pour  chaque  état  de  l'atmosphùre. 

Si  la  Terre  était  en  repos,  nu  si  du  moins  la  vitesse  de  la  lu- 
mière était  infiniment  grande  par  rapport  à celle  de  la  Terre,  le 
mouvement  de  la  Terre  n'aurait  aucune  influence  sur  la  position 
apparente  des  astres.  Mais  puisque  la  vitesse  de  la  lumière  est 
dans  un  rapport  fini  avec  celle  de  la  Terre,  un  observateur  placé 
à sa  surface  voit  toutes  les  étoiles  en  avant  de  leur  position  vraie, 
dans  le  sens  du  mouvement  de  la  Terre,  d'un  petit  angle  fonction 
de  ce  rapport.  Ce  petit  angle,  qui  change  la  position  des  étoiles, 
s'appelle  aberration.  Pour  obtenir  è l'aide  des  observations  les 
positions  vraies  des  astres,  il  faut  corriger  de  l'aberration  les  lieux 
apparents  observés. 


I.  — De  LA  PARALLAXE. 

G5.  Dimensions  de  ta  Terre.  — I.a  Terre  n'est  pas  une  sphère 
parfaite,  mais  s'approche  beaucoup  d'étie  un  ellipsoïde  aplati, 
volume  engendré  par  la  révolution  d'une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe.  Si  l'on  désigne  par  a le  demi  grand  axe,  par  b le 
demi  petit  axe  de  l'ellipse  génératrice  et  par  a l'aplatissement  ex- 
primé en  parties  du  demi  grand  axe,  on  aura 

a — b b 

a n 

Suit  de  plus  ( l'excentricité,  Exprimée  aussi  en  parties  du  demi 


grand  axe. 

b' 

i’=  I , 

a‘ 

et  alors 

h 

a 

a = 1 — \/T  — 1' 

et  inversement 

< = ^2  a — a“. 
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On  a,  d'après  les  recherches  de  Bessel, 

>) 7()8 , 1 59.8 

fl  iSaS 

donc 

“ = ^'.598’  loKa  = 3, 594.069, 

c 0,081  6967  , logi  = 2,912  9o5o, 

et  en  mètres  : 

n _ 6 377  398'",o4,  logrt  = 6,804  6436, 

è = 6 356  079'",  84 , logé  = 6,8o3  1894 . 

ParaUtixe  horizontale  équatoriale  rta  Soleil.  — En  Astrono- 
mie, on  prend  toujours  pour  unité  le  demi  grand  a^e  de  l'orhite 
terrestre  (*).  Si  l'on  désigne  par  iz  l’angle  sous  lequel  on  verrait 
du  Soleil  le  rayon  d’un  ]>oint  de  l'équateur,  dans  le  cas  où  cet  astre 
serait  à l’horizon  du  point,  et  par  R le  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre  ou  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura 

n = R sinr, 

et,  puisque  jr  est  très-petit, 

— 

206265 

L’angle  n ou  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  du  Soleil  est, 
d’après  Encke, 

Tr=8",57ii6,  log77=:  0,933  0397. 

66.  Latitude  géneentrique  d'un  lieu  et  sa  distance  nu  centre 
de  la  Terre.  — Pour  calculer  la  parallaxe  d’un  astre  correspon- 
dante à un  point  donné  de  la  surface  <le  la  Terre,  il  faut  détermi- 
ner les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  au  rentre  de  la  Terre. 
On  prend  pour  première  coordonnée  le  temps  sidéra),  c’est-à-dire 
l'angle  que  fait  un  plan  mené  par  le  petit  axe  et  le  lieu  d’obser- 
vation (le  plan  méridien]  avec  le  plan  passant  par  le  petit  axe  et 
l’équinoxe  du  printenq.s.  Soit  OAC  [fig.  4)  h-  ]>lan  passant  ]>ar  le 

(*)  Vo('r  Le  VEnniER,  Annstes  tir  l'Ohsei-vittoire  impérial  de  Paris,  t.  |or, 
().  189. 

1.  12 
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polie  axe  et  le  lien  «l'observation  A;  la  position  dit  point  A dans 
ce  plan  sera  déterminée  si  l’on  connaît  en  même  temps  la  distance 
géocen trique  AO  et  l’angle  AOC  appelé  latitude  réduite  ou  géo- 
ceiilii<iue. 

Fig. 

“i  7/ 

i s 


B'—  ... 

I 

I 


/' 


1 


U il 


Ces  quantités  pcovciit  d’ailleiiFs  être  calculées  lorsque  l’on  con- 
naît la  latitude  ANC  (angle  de  l'horizon  en  A avec  l’axe  de  la 
Terre  ou  de  la  verticale  du  lieu  avec  l'équateur)  et  les  deux  axes 
de  l’ellipse  méridienne. 

Soient  en  effet  x et  y les  coordonnées  du  point  A rapportées 
aux  deux  axes  OC  cl  OB;  on  a 

a’  1’  -h  6’  x’  = a’  b^. 

Si  maintenant  un  désigne  par  1^'  la  latitude  géocentrique 
tangf'  =r  -ï 

JL 

et  si  Ÿ représente  l’angle  de  la  normale  en  A avec  l’axe  des  x, 

d.r 

,.,ngç  = --. 

On  a,  d’ailleurs,  en  différentiant  l’équation  de  l’ellipse, 

r _ i’  dx 

X «'  dy  ’ 

d’où  résulte  la  relation 

(«)  tang^  = — langy. 
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D'aiitre  part 


-h  y 


COSf 


niais  on  lire  de  t'cquution  de  l’ellipse 


// 


v/' 


un  en  conclut 
W P 


/I  séc  / cos  y 

Tj  t .U77~t~7^7.~  y cos  s'  cos  l *'  — 


V I 4-  tangy  tangv' 


COS/  COs(^'  — (f) 


Au  moyen  de  cos  deux  rorninles  on  petit,  pour  chaque  lieu  de 
la  surface  de  la  Terre  dont  la  latitude  y est  connue,  calculer  la  la- 
titude géocentnque  y'  et  le  rayon  p. 

Coordnnnrcs  du  lieu.  — Le  calcul  des  coordonnées  x et  y se 
fait  au  moyen  des  formules  suivantes,  ipii  nous  serviront  plus 
loin  : 

« cosy  ocosy 


(c)  ,r  = 


V'cos-y  -t-  (i  — £*;  sin’y  I — s'  sin'y 


, . , , , "f  ' — «’lsin® 

(t/)  y = X tangy'— .r(i  — j>)  tango  = — _ 

t — s'  sin'y 

Bd)  on  lie  courhnrè.  — On  a quelquefois  hesoin  de  connaître 
aussi  le  rayon  de  courbure  du  mciidicn  terrestre  à une  latitude 
donnée.  En  le  désignant  par  R,  on  .1 


d\r 

djc- 


mais  l’équation  de  l'ellipse  donne 

/;’  X d'x 


dr 

7Ü 


a' y’  dx\ 


Jl. 

n^j^' 
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(i  — l’ sin-o)’ 

Dcrctoppemcnts  en  séries  îles  formules  précédentes.  — Au 
moycD  lie  la  formule  (n)  nous  pouvons  développer  f en  une 
sérié  ordonnée  suivanl  les  sinus  des  mulliples  de  i)>;  en  effet,  en 
posant 

a’  — b- 


et  ajijiliquaut  la  formule  (i6)  du  n°  1 1 , on  a,  en  secondes, 
ÿ'  = V — , 


; sin’»  -I-  . — sin4v  — • • ■» 

SU)  I ‘ ?.SItl  I 


et  par  suite,  avec  la  valeur  de  l’aplatissement  donnée  plus  haut, 

ÿ'.  - ÿ — I i'3o",()5sin2Ÿ  + i",  i6sin4ip  — . . . . 

On  ne  peut  obtenir  une  série  élégante  pour  calculer  la  valeur 
de  p,  mais  il  est  facile  d’en  trouver  une  pour  logo.  La  formule ( b) 
donne  en  effet 

a’ 


Si  l'on  remplace  cos’»'  par  sa  valeur  — , on  oli- 

‘ ^ ' a‘  + f«‘tang’® 

lient 

J a'  cos’^  -t-  A'sin’Ÿ  n'  -s-  b' + In' — b']cos-f.^ 

^ o’cos’ÿ  -t-  i’sin’y  a’-t-  (a’ — /;’)cos  jÿ' 

ou 

^ (a’  -(-  t’  )’  -f-  (a’  — 2 (a’  -I-  4’ ;(a’ — /)’)  cos  a y 

‘ t a -f-  /i  j’  -h  ( a — b)'  -h  r.(a  -i-  b)  {n  — b)  cos  ■>.  « 

a — b 

et,  en  posant  encore r — n, 

' ^ a + b 


a’  -t-  i’  I 4-  a;’  -+-  2.  ai  eos  2 q 

n -h  b I «I  H-  -2  a cos  2 f 
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Prenons  les  logarithmes  des  deux  memhres  et  développons  d’a- 
près la  formule  (i5)  du  n"  11,  nous  aurons 


,,r,  , m‘—n^  , m—n'  I 

-t-MI  [m' — njcoitif ^ — cos4fH ^ — coibf  — ...  I> 

où  M est  le  module  des  logarithmes  vulgaires, 
logM  = I ,r>;i7  7843, 
et  enfin,  en  prenant  a pour  unité, 

logo  = I , 999574 7+o>“oo  7^7  ' cos?.^— o,oooooi8cos4  ^ -f-.. .. 
On  trouve  ainsi  pour 


P ?'  •■“G  f" 

Paris 4S-^e-i3,o  4^.38. 48,5  ■>999'79'* 

(iroenwicli. . . 51.28.38,9  51.17.25.4  1,9991134 

Berlin 5a. 3o.  16,0  52.19.  8,3  1,9990880 


Encke  a donné,  dans  le  Johrbuch  de  iSSa,  des  Tables  qui  per- 
mettent de  trouver  immédiatement  les  valeurs  de  if'  et  logp  cor- 
respondantes à une  latitude  donnée. 

•\insi,  lorsqu'on  connaîtra  la  latitude  d'un  lieu,  on  calculera, 
au  moyen  des  formules  précédentes,  la  latitude  géoccntriqiie  et 
la  distance  de  ce  lieu  au  centre  de  la  Terre  ; qu’on  y joigne  le 
temps  sidéral  e,  il  sera  facile  de  trouver  à chaque  instant  la  posi- 
tion de  ce  lieu  par  rapport  à des  axes  fixes  passant  par  le  centre 
de  la  Terre.  Imaginons,  en  effet,  un  système  de  coordonnées  rec- 
tangulaires passant  par  le  centre,  dans  lequel  l'axe  des  z soit 
perpendiculaire  au  plan  de  l’éqiiateiir,  et  les  axes  des  xcl  des  > 
dans  ce  plan,  la  partie  positive  de  l'axe  des  x passant  par  l’équi- 
noxe de  printemps,  celle  de  l’axe  dcs_y  par  le  point  d’ascension 
droite  90°;  les  coordonnées  du  lieu  auront  pour  expressions 

X = P cos  y'  cos©, 

= P cos  y'  sin©, 

Z = 0 siny'. 


logp  ^ log 


a‘  - 
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67.  Parallarc  île  haulrur  dans  t' hypothèse  de  In  sphèririté  île 
In  Terre.  — I,e  plan  délerinint-  par  les  lignes  qui  vont  de  l'astre  an 
centre  de  la  Terre  et  au  lieu  d'observation  passe,  la  Terre  étant 
supposée  sphérique,  par  le  zénith  du  lieu,  et  coupe  la  sphère  cé- 
leste suivant  un  grand  cercle  vertical.  La  parallaxe  ne  change  donc 
que  les  hauteurs  et  non  les  azimuts.  Suit  maintenant  [fig,  4}  A le 
lieu  d'observation,  Z son  zénith,  S l'astre  et  O le  centre  -de  la 
Terre  : ZOS  sera  la  distance  zénithale  vraie  i,  vue  du  centre  de 
la  Terre;  ZAS  sera  la  distance  zénithale  apparente  observée 
du  point  A de  la  surface.  Si  l'on  désigne  la pnrallnxe  de  hnutcur, 
c'est-à-dire  l'angle  en  S,  par  //,  et  la  distance  de  l'astre  à la  Terre 
par  A,  on  aura 

p' — t-' — I et  sin// = L sini'. 

Pour  tout  astre  autre  que  la  Lune,  p'  sera  toujours  un  petit 
angle,  dont  on  pourra  remplacer  le  sinus  ]>ar  l'arc,  et  on  aura 

P 

p' =— sim' .10(1 -f.65.  ' 

' A 

Ainsi  la  parallaxe  de  hauteur  est  proportionnelle  au  sinus  de 
la  distance  zénithale  ap|iarentc.  Kllc  est  nulle  au  zénith,  atteint 
son  maximtim  à l'horizon  et  diminue  les  hautcitrs  de  tous  les 
astres.  La  valeur  maximum  pour  z'  = yo" 

- aotiafi'j 

s'appelle  la  pnrallnxe  horizontale,  et  la  valeur 
O — - 206 165, 

A 

où  a est  le  rayon  équatorial  de  la  Terre,  la  parallaxe  horizontale 
équatoriale. 

Parallaxe  en  azimut  et  en  distance  zénithale,  — Nous  avons 
supposé  la  Terre  sphérhpie;  comme  elle  est  un  sphéroïde,  le  plan 
déterminé  par  les  lignes  qui  joignent  l’astre  au  centre  de  la  Terre 
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clan  lien  d’obscrvalion,  ne  passe  pas  par  le  zénilli,  mais  par  le 
point  où  la  droite  qui  va  du  centre  au  lieu  d’observation  ren- 
contre la  splicre  céleste.  Il  résulte  de  là  que  l'azimut  de  l'astre  est 
altéré  par  la  parallaxe;  de  même,  l’expression  rigoureuse  de  la 
parallaxe  de  hauteur  diffère  de  celle  que  nous  avons  tlonnée. 

Considérons  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  dans 
letpiel  l’axe  des  s positifs  passe  par  le  zénith  du  lieu  d’ohserva- 
tion,  les  axes  des  .r  et  des  r étant  dans  le  plan  de  l'horizon,  l'axe 
desx  positifs  dirigé  vers  le  sud  et  l’axe  des  / positifs  vers  l’ouest; 
les  coordonnées  de  l’astre,  par  rapport  à ce  système,  seront 

A' sin  z' cos  A',  A' sin  sin  A',  A'cosz', 

où  A'  représente  la  distance  de  l’astre  au  lieu  d’observation,  et 
A'  la  distance  zénithale  et  l'azimut  de  l'astre  vu  de  ce  lieu. 

Imaginons  maintenant  un  second  système  d’axes  parallèles  aux 
précédents,  mais  passant  par  le  centre  de  la  Terre;  par  rapport  à 
ce  système,  l’astre  aura  pour  coordonnées 

A sin  Z cos  A,  A sin  z sin  A,  Aeosz, 

A représentant  la  distance  de  l’astre  au  centre  de  la  Terre,  z et  A 
la  distance  zénithale  et  l'azimut  de  l’astre  vu  du  rentre.  Comme 
les  coordonnées  du  centre  de  la  Terre,  par  rapport  au  premier 
svstèine  d’axes,  sont  respectivement 

— psin(T  — (j.'),  O,  — P cos(<f  — 
on  a les  trois  équations 

A'  sinz'  cos  A'  = A sinz  cos  A — p sin(*  — »'j, 

A'  sinz'  sin  a'  = A sinz  sin  A, 

A'  cosz'  — A cosz  — P cos(if  — f')t 
ou 

I A'  sinz'  sin  (A'  — A)  =p  sin(y  — f')  sin  A, 

(n)  I A'sinz' cos{A' — A)  = Asinz  — psin(if  — ç')cosA, 

( A' cosz' = A cosz  — pcos(if  — f'). 

Multiplions  la  première  équation  par  sin  |(  A'  — A),  la  seconde 
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par  cüs  j (A' — A),  et  ajoutons  les  produits,  il  vient 


A sina  A sin:  — p sin (y  — -J) 
A'  cosz'  = Acosz  — P cos(!y  — ÿ'). 
En  posant 


,,  cosjr  (A'-*- A) 


cos  ^ ( A'  — A ) 


cos;(A'-4-A) 


a’  sinz'  = A sinz  — p cos(ip  — y')  tangy, 
A'  cos:'  = A cos:  — p cos(y  — <p’)< 

ou  bien 


(<') 


I A' sin  (z' — :)  = 0 cosf»  — a'  ) \ 

1 cosy 

I A'  cos{z'  — :)  = A — p cos(f  — ÿ'  , 


et  si  l’on  ajoute  le  produit  de  la  première  équation  par  sin 
et  de  la  seconde  jiar  cos-j-(z' — :),  ou  obtient 

A'  = A — p (»'■+-:)  — y]. 

^ cosy  cos  j ( — z) 


Supposons  p et  A exprimés  en  parties  du  rayon  équatorial  de 
la  Terre,  et  p étant  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  de  l’astre 
dé'linie  par  l’équation 

I 

- = sin/>, 


posons 


m 


n 


sin/>  sinfy  — y') 
sin  : ’ 

sin/J  cosfy  — y') 
cosy 


Les  expressions  rigoureuses  de- 


là parallaxe  en  azimut  et  en  dis- 
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tance  zénithale  deviennent 


tang[A'—  A)=  - 
tang(z'  — z)  = 


m sîn  A 


1 — m cos  A 
n sin(z  — 7) 


I — n cos  ( Z — 7 ) 

On  peut  développer  ces  formules  en  séries  au  moyen  des  for- 
mules ( 12)  et  (i3)  du  n"  11,  et  on  obtient  ainsi 


A'- 


msinA  /rt’sinaA  /«’sinSA 
1 sin  i"  2 sin  1"  3 siu  1" 


, /isin(z  — 7)  n’sini{z — 7)  /i’sin3(z  — 7) 

Z — Z = = 1 : ;;; 1 

I sm  I 2 sin  I 3 sin  t 

I 

logi'  = logA  — M n cos(z  — 7)  -I-  — cos2(z  — 7) 


-t-  — cos3  (z 


V, 


Pour  l’angle  auxiliaire  7,  on  a 


cos  j{A'-f-  A) 
cos|(A' — A) 


cos'  ; (A'-+-A 
cüs’  ^ (A'  — A) 


et  en  remplaçant  tang  (7  — 7')  par  la  série 


on  trouve 

7 = (7  7’)cosA  — i»  — 7[)sinA  tangj  (A'—  A) 
sinA  sinA'cos;  (A'-h  A) 
cos'j  ;A' — A J sin’ 1" 

Ces  développements  en  série  complets  ne  servent  en  réalité  que 
pour  le  calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  qui  se  fait  aussi  au 
moyen  des  formules  rigoureuses. 

Pour  le  Soleil,  les  planètes  et  les  comètes  on  se  borne  aux  pre- 
miers termes  des  développements,  et  on  emploie  les  formules  siii- 
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vantes,  qui  sont  bien  sumsaniincnt  approrhées  : 

7 =(ÿ  — 7')cosA, 

• A'  — A = /y  |5  sin  (ÿ  — y)  sin  A cosécz , 
z'  — z=z PP  sin  (i  — y) . 

Ainsi  dans  le  méridien,  la  parallaxe  en  azimut  est  nulle  et  la 
parallaxe  en  distance  zénithale  est  donnée  par  l'équation 

z'— z = sin[z  — — y')]. 

La  quantité  pp  est  souvent  appelée  parallaxe  réduite  et 
P — P P ~ P f^i  — p)  la  réduction  de  la  parallaxe  équatoriale  pour 
une  latitude  donnée;  on  la  trouve  dans  la  plupart  des  recueils  de 
Tables  astronomiques. 

(i8.  Parallaxe  en  ascension  droite  et  en  dnlinaison.  — Les 
coordonnées  d'un  astre  rapportées  au  plan  de  l'équateur  et  au 
centre  de  la  Terre  sont, 

Acosfeosa,  Acos^sina,  Asin^, 

et  les  coordonnées  apparentes  rapportées  aux  memes  plans,  mais 
vues  du  lieu  d’observation, 

A' cos 5' cos  a',  a' cos 5' sin  a',  A'sin^'; 

comme  les  coordonnées  du  lieu  rapportées  an  centre  et  à l'équa- 
teur de  la  Terre  ont  pour  expressions 

pcosy'cose,  pcosy'sinS,  p sinf', 

on  a,  j)our  la  détermination  de  A',  a',  S',  les  trois  équations 

^ A'  cos^'  cosa'  = A cosS  cosa  — p cosy'  cose, 

(n)  ' a' cos5' sina' = A cosd  sina  — pcos^'sinB, 

( A' sin  5' -=  A sin  0 — psin^'. 

Retranchons  Tune  de  l'autre  les  équations  obtenues  en  multi- 
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pliant  la  première  parsina,  la  seconde  par  rosa,  et  pareillement 
ajoutons  celles  que  l’on  obtient  en  miilti|)liant  la  première  par 
COS3,  la  seconde  par  sinx,  nous  aurons 

A'cosJ'  sin{a'  — «)  = P cosf'  sin(a  — B), 

V cos^'cos(a'  — a)  =:  A cosJ  — p coSç'  cos(x  — 0). 


Supposons  dans  ces  formules  p exprimé  en  parties  du  rayon 
équatorial  de  la  Terre,  A en  parties  du  demi  yrand  axe  de  l’orbite 
terrestre,  et  tt  étant  la  parallaxe  du  Soleil,  posons 

P sinn  eosy' 

m =:  ‘ i — 1 

A cosd 

nous  obtenons  pour  tangua' — a)  la  valeur  suivante 


(■) 


lang(a'—  a)  = 


m si  n ( a — 0 ) 

1 — m ros  (I  — 0 ) 


Cette  équation  donne  la  parallaxe  en  ascension  droite;  une  com- 
binaison convenable  des  équations  (o' ) nous  permettra  d’obtenir 
aussi  la  parallaxe  en  déclinaison.  Après  avoir  multiplié  la  première 
par  sinÿ(a' — a),  la  seconde  par  cos  J (a' — a),  ajoutons  les 
produits  obtenus,  il  viendra 


A'  cosJ'  = A cos  J — P cosy' 


cos[e  — -J  (a'  -+-  a)] 
cos  J (a'  — a) 


Soit  maintenant  un  angle  auxiliaire  7 déterminé  par  l’équalion 


(2) 


lanc®'  ens  \ (a  — a) 
tangv  = , 

° cus[0  — J ( a -f-  a)] 


nous  aurons  entre  ^ el  S les  deux  équations 


(M 


j A'cos5' = Acosi  — P sin y' eoty, 
j A'  siniî'  = A sinJ  — p siny'. 
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que  l'on  transforme  aisément  dans  les  suivantes 

a' sin(5' — J)  ’j  sin(iî  — •/), 

' siny  ' 

A'cos(i'  — J)  = I — P filLî.  cos(o  — 7); 

‘ siny  ' " 

d’où,  en  faisant  les  mêmes  conventions  que  plus  liant  et  posant 
P sini:  sin»' 

n = 

nous  déduisons 
(3)  tang(o'' 


A sin7 

n sin(J  — 7) 


I — n cos(^  — 7; 

I,es  formules  (i)  et  (3)  donnent  les  expressions  rigoureuses  de 
la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  on  les  rendr.i 
calculables  par  logaritliracs  en  remplaçant  par  des  sinus  les  quan- 
tités 

/ncos(a  — e),  /icos(o  — 7). 

Mais  on  ]ieut  aussi  employer  les  développements  en  séries  sui- 
vants (n"  11}  : 

, /nsin[a  — 0 /H^sin2(a  — 0) 


^ /I  sin  ( 5 — 7)  ^ n’  sin  2 (0  — '/'  ) _j_ 


Pour  tous  les  astres  autres  que  la  Lune,  on  borne  ces  développe- 
ments à leurs  premiers  termes.  Dans  les  quantités  auxiliaires  m 
et  n,  on  remplarç  alors  sinir  par  irsini";  pour  7 on  prend  la 
valeiir  approcliéc  donnée  par  l'équation 

tang7  tangy'  séc(a  — 0), 

et  les  parallaxes  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  sont  expri- 
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inées  par  les  forniules 

, tto  cos®' sin  {a  — B) 

a — a ~ 1 

a coso 

„ , rrp  sinqj' sin  — 7) 

0 — O “ : 

i sin  7 

Ainsi,  pour  un  astre  situé  à l’est  du  méridien,  la  parallaxe  en 
ascension  droite  est  positive;  ù l’ouest,  au  contraire,  elle  est  né- 
gative, Si  l’astre  est  dans  le  méridien,  elle  s'annule. 

Dans  ce  dernier  ras,  la  rormule  qui  donne  la  parallaxe  en  dé- 
clinaison devient 

S'  — 3—  ^sin(<î  — /)  = .^sin[ï  — — ÿ'}]; 

c’est  l’expression  de  la  (tarallaxe  en  distance  zénithale;  au  moment 
du  passage  au  méridien  ces  deux  parallaxes  ont  donc  la  même 
valeur. 

Effef  de  la  paralla.rc  sur  le  diamètre  apparent.  — Lorsque 
l’astre  a un  diamètre  apparent,  on  ne  peut  en  observer  que  les 
bords;  pour  comparer  les  observations  aux  Éphémérides,  qui 
contiennent  les  positions  du  centre  de  l’astre,  il  faut  connaître  le 
diamètre  apparent  vu  du  lieu  d’observation,  ou  plutôt  le  déduire 
du  diamètre  apparent  vu  du  centre  de  la  Terre,  que  donnent  les 
Tables.  Or,  en  retranchant  la  seconde  des  équations  (i)  du  pro- 
duit de  la  première  par  coty,  on  a * 

A sin  (5'  — y ) = A sin  (lî  — y ), 

ou,  si  les  diamètres  apparents  étant  de  petits  angles  peuvent  être 
considérés  comme  inversement  proportionnels  aux  distances, 

sin  (J  — y ( 

Remarque.  — Dans  ce  qui  précède  nous  supposons  connue  la 
position  géocentrique  de  l'astre  et  nous  cherchons  la  position  ap- 
parente vue  du  lieu  d'observation;  dans  le  problème  inverse,  où 
l’on  doit  de  la  position  afreetêe  de  la  parallaxe  déduire  le  lieu  géo- 
centrique,  on  pourra,  sans  nuire  à la  précision,  employer  dans 
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la  valeur  des  parallaxes  a',  S'  et  A'  au  lieu  de  a,  S et  A.  Il  faut 
pourtant  excepter  le  calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  que  nous 
traiterons  plus  loin  tout  spccialeuient. 

Exkhple.  — A Rome,  le  3 septembre  i844i  ■<  •?o'‘4i"'  38'  de 
temps  sidéral,  on  a observé  la  comète  de  Vico  et  on  a trouvé 

a'=:=2»35'5r>'’,5,  «■'=_-  i8"43'2i",6; 

on  avait  de  plus 

logA  ^ I ,27969,  = 

d’où 

logo  = 1 ,999  36,  4*'‘4^'»5. 


Avec  ces  données  le  calcul  de  la  parallaxe  est  le  suivant  : 


S 

en 

arc 

. ...  3io" 

’4' 

,5. 

a' 

en 

arc 

. . . . '2  - 

35 

.9 

t 

a 

— 

0 

en  arc. . . 

. . . 52“ 

1 l' 

'.4 

tang^' 

. 

1 

• 93 ‘199 

7 

— 

55"  28',  6 

cos(a' — B) 

1 , 

1 

>7^749 

S' 

- - - 

.8.43,4 

sin  (a' — 0) 

7 

, 8<)7  65 

lî'- 

-7 

— 

7.(.I2.,0 

np  cos»^ 

1 

,52.576 

sin(^'  — 

7'- 

1 , 983  27  a 

A 

1,47576 



0 

,02.362 







COStTy.. . 

0 , oS.)  1 3 

log{«'  — 

1 

,44703 

log(5' 

— 

I , 543  16/j 

X — 

- a 

— 

-1- 

^7".  99 

a 

■ s = 

Ainsi  la  parallaxe  augmente  l’ascension  droite  géocentriipie  de 
la  comète  de  28", o et  diminue  sa  déclinaison  géocentritpie  de34",9- 
Donc  le  lieu  de  la  comète  corrigé  de  la  parallaxe  est 


a_;-t-  2"  35' 27',  5, 

0 =—  18.42.46  ,7. 

Parallaxe  en  longilurle  rt  en  lalitutle,  — Pour  obtenir  la  pa- 
rallaxe d’un  astre  rapporté  à des  coordonnées  écliptiques,  il  est 
nécessaire  de  connaître  les  coordonnées  écliptii|ues  du  lieu  d’ob- 
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servation  rapportées  au  centre  de  la  Terre.  Si  dans  les  fornndes 
du  n°  37,  on  remplace  6 et  f'  par  la  longitude  l et  la  latitude  b, 
on  obtient,  pour  ces  coordonnées. 


pcosbcosl,  pcosésiné,  psini, 

et  si  l’on  désigne  par  p'  et  A'  les  granilenrs  apparentes  et  par 
>,  ^ et  A les  grandeurs  vraies,  on  a les  trois  équations 

A'  cos  P'  cos  ■*'  = A cos  P cos  "k  — P cos  b cos  / , 

A'  cosp'  sinl'  = A cosp  sin>  — p cos6  sin  /, 

A'  sin  P'  = A sin  P — p sin6. 


d'où,  en  suivant  la  marche  que  nous  venons  d’emplover  dans  le 
problème  précédent,  on  déduit  les  rurmules  suivantes,  qui  sont 
suffisamment  approchées  : 


X'- 


rrp  cos  b 
A cosp 


sin  (X  — / ), 


langé 


P'_P: 


. ÜP 


sin  b 


A sin  y 


sin(p  — y). 


Remarouk.  — e et  y'  sont  l’ascension  droite  et  la  déclinaison 
du  zénith  géocenlriqne,  point  où  le  rayon  de  la  Terre  prolongé 
rencontre  la  sphère  céleste,  / et  é sa  longitude  et  sa  latitude;  si 
l'on  considère  la  Terre  comme  sphériipie,  ce  point  coïncide  avec 
le  zénith.  On  nomme  nonagésime  le  point  de  l’écliptique  ayant  la 
même  longitude  que  le  zénith;  il  est  en  effet  distant  de  <)o"  du 
point  d’intersection  de  l’écliptique  et  de  l’horizon,  qu’oir  appelait 
autrefois  horoscope. 


69.  Calcul  de  la  parallaxe  de  la  Lune.  — Comme  la  paralla.se 
horizontale  équatoriale  de  la  Lune  ou  l’angle  dont  le  sinus  est 

A désignant  la  distance  de  la  Lune  à la  Terre,  est  toujours  com- 
pris entre  54  et  6i  minutes,  nous  devons  alors  employer  les  for- 
mules rigoureuses  ou  bien  les  développenienls  en  série  donnés 
plus  haut. 
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Exemple.  — Calculons  les  coordonnées  apparentes  de  la  Lune 
à GreenvricI),  le  lo  avril  1848,  à 10  heures  de  teinjis  moyen. 
On  a 

e=rii'‘i"“  O’, 02=  i(>9"i5'  o",3o, 
a=  7.43.20,25=  ii5.5o.  3,75, 

0 =-+-16.27.22  ,9, 

P = 56.57  >^> 

E = i5. 3i  , 3, 

et  de  plus  pour  Greenwich  : 


(f'  = 5i"  i7'25*,4.  logp  = '>999'i34- 


Si,  d’après  ces  données,  on  calcule  a' — a et  é' — S an  moyen 
de  leure  développements  en  séries,  on  a 

k'  — « S’  — O 


Pour  le  premier  terme...  — 29  45, 71 
Pour  le  deuxième  t<‘rme.  — 0.11,47 
Pour  le  troisième  terme..  — o.  o,o3 


— 3C  34,21 

— 0.20,91 

— 0.0,12 


a' — a - — 29.57,21  0 ' — O .-=  — 3() . 55 , 24 


Les  coordonnées  et  le  diamètre  apparents  de  la  Lune  ont  donc 
pour  valeurs  : 

a'=ii5»2o'  6",  54, 
ô'  = i5.5o . 27  , 66, 

R'=  i5.4o  , 20. 

Si  l’on  vent  employer  les  formules  rigoureuses,  on  les  trans- 
formera de  la  manière  suivante. 

On  a'trouvc 


t.ing  (a'  — a)  = 


m sin  (a  — (-)  ) 


1 ou  m ■- 


P Sinpi  cos  y 


I — /«  cos  ( a — B)'  ' cos  J 

or,  en  posant  cosA  = m cos(a  — 0),  on  obtient 

in  sin  (o  — 0 ) 


tang(a'—  a)  = 


A 

2 sin’  — 
2 
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en  posant  sinB  = f>  sin/>siiif',  on  tire  des  deux  formules 

4'  siniî'=  4 (sin^  — p sin/>  sin^'}, 

A'cos3'cos(a' — »)  = 4[cos5  — psin/icosy'cos(a  — 0)], 

la  formule  définitive 

COS  { 

tangj'  = sin  J cos  j H-  B). 

co$(?$in^  — 

Knfin  on  a obtenu 

cosi'cosfa' — ajséc^ 

4 = - , . 4', 

I — P cosip  sin/j  SCC5  cos(a  — 0 ) 

formule  d'où  l'on  déduit 

cosi^'cos(a'-  ^ 
acos  j sin’  — 

Appliquées  à l’exemple  précédent,  ces  formules  donnent 
a'  — a=  — ag'  3'=  ■+■  i5“5o'2'j",68. 

H’=  i5.4»  ,21, 

On  obtiendrait  des  fnrninlcs  analogues  pour  le  calcul  rigoureux 
de  la  parallaxe  de  la  Lune  en  longitude  et  en  latitude,  en  rempla- 
çant respectivement  dans  les  formules  précédentes  a',  a,  1^',  J,  0 
et  ç'  par  V,  p',  p,  / et  h. 

II.  — ÜE  LA  RÉFRACTION  ASTRO.NOlilOlîE.  . 

70.  Lois  de  la  réfraction  de  la  lumière.  — Pour  arriver  jus- 
qii’A  notre  oeil,  les  rayons  lumineux  émanés  des  corps  célestes 
traversent  l'atniosplière  de  la  Terre.  Dans  le  vide  ou  dans  un  mi- 
lieu de  densité  uniforme,  la  lumière  se  meut  en  ligne  droite;  mais 
en  pénétrant  dans  un  milieu  de  densité  différente,  elle  est  déviée 
de  sa  direction  primitive.  Si  de  plus  ce  milieu  sc  compose,  comme 
notre  atmosphère,  d'une  infinité  de  couches  dont  la  densité  varie 
I.  i3 
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(i’iinc  manière  rontinuc,  le  cliemin  parroiirii  par  le  ravon  lumi- 
neux devient  une  enurbe.  L’observateur  placé  à la  surface  de  la 
Terre  aperçoit  l’astre  dans  la  direction  de  la  dernière  tangente  à 
la  trajectoire  du  rayon  lumineux,  et  doit  alors,  de  cette  direction 
qui  définit  le  lieu  apparent  de  l’astre,  conriure  la  direction  du 
rayon  lumineux  dans  le  vide,  qui  donne  la  vraie  direction  de 
l’astre  observe.  L’angle  dé  ces  deux  directions  s’appelle  rx'fraction 
aurnnnmiquf,  et  puisque  la  trajectoire  du  rayon  lumineux  tourne 
sa  concavité  vers  le  centre  de  la  Teri'e,  il  est  évident  (]ue  la  réfrac- 
tion augmente  les  hauteurs  de  tous  les  astres. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  la  Terre  sphérique,  car 
cette  bypoibcse  ne  change  que  d’une  manière  inappréciable  les 
phénomènes  de  la  réfraction;  nous  considérerons  l’atmosphère 
comme  formée  de  eouclies  concentriques  dans  lesquelles  la  densité 
et  le  pouvoir  réfringent  qui  en  dépend  seront  constants.  Pour 
calculer  la  direction  du  rayon  lumineux  dans  chaque  couche,  il 
est  néce.ssairc  de  connaître  les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumière. 
Ces  lois,  au  nondtre  de  quatre,  sont  les  suivantes  : 

I.  Si  un  rayon  lumineux  rencontre  la  surface  de  séparation  de 
deux  milieux  de  pouvoirs  réfringents  différents,  le  rayon  réfracté 
reste  dans  le  plan  passant  par  la  normale  et  le  rayon  incident. 

II.  Si  l’on  prolonge  la  normale  de  l'autre  célé  de  la  surface  de 
séparation,  pour  tous  les  milieux,  quel  que  soit  l’angle  d’incidence 
(angle  de  la  normale  et  du  rayon  incident),  le  sinus  de  l’angle 
d’incidence  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  sinus  de  l’angle 
de  réfraction  (angle  de  la  normale  et  du  ravon  réfracté).  Ce  rap- 
port est  appelé  indice  tir  rt^/rtirlion  du  second  milieu  par  rapport 
au  premier.  Si  le  rayon  lumineux  passe  du  vide  dans  un  milieu 
quelconque,  ce  rapport  est  appelé  indice  nbsnlii  de  ce  milieu. 

III.  Soit  P l’indice  de  réfraction  du  milieu  B par  rapport  au 
milieu  A,  et  pt'  l’indice  de  réfraction  du  milieu  C ]>ar  rapport  au 
milieu  B,  le  produit  fiji'  sera  égal  .à  l’indice  de  réfraction  du  mi- 
lieu C par  rapport  au  milieu  A. 

IV.  Si  n est  l’indice  de  réfraction  du  milieu  B par  rapport  au 

milieu  A,  - est  l’indice  de  réfraction  du  milieu  A par  rapport  au 
milieu  B. 
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Équation  différentielle  de  la  léfrnclion.  — Soit  in.iintennnt 
{pg.  5)  O un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre,  C le  rentre  de  la 


Fij.  5. 

K 


\ 


Terre,  S la  A raie  position  de  rétoile,  CI  la  normale  au  point  I où 
le  rayon  lumineux  SI  rencontre  la  première  couche  de  l’aimo- 
sphere.  L’indire  de  réfraction  d'une  courlie  quelroiuine  étant 
connu,  on  pourra  trouver  la  direction  suivie  dans  cette  couche  par 
le  rayon  réfracté,  et  obtenir  l'angle  d’incidence  relatif  à la  couche 
inferieure;  on  passera  de  celle-ci  à la  couche  immédiatement  voi- 
sine, et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  la  «'""'couche,  et  soit  CN  la  ligne  me- 
née du  centre  nu  point  où  le  rayon  lumineux  rencontre  cette 
couche;  soit  de  plus  i,  l’angle  d’incidence,  7^  l’angle  de  réfrac- 
tion, ft„  l'indice  de  réfraction  absolu  de  la  «"""  couche,  l’in- 
dice absolu  de  la  in  -1-  i)"””,  on  a (*) 


sin/„ 

sin^^  ■“  f»„ 


\ 


(*)  Ces  indicf^s  nont  plus  (rrnrxls  que  Punilc;  ainsi  pour  U couche  qui 
•e  trouve  à îa  surface  «lo  la  Terre,  on  a,  il'oprcs  les  expérience»  *le  Biol, 
^,=  1,000794  on  îî^  environ. 

i3. 
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Soit  ensuite  N'  le  point  où  le  rayon  lumineux  renconlre  la 
(n  -+-  i)''"*  couche,  le  triangle  CNN'  donne,  en  désignant  par  r„, 
les  distances  des  points  N et  N'  au  rentre  de  la  Terre, 

sin/,  _ 
sin  ^'n+i  r „ 

et,  par  la  combinaison  de  cette  équation  avec  la  précédente,  on  a 

Ainsi  le  produit  de  la  distance  au  centre,  de  l’indice  de  réfrac- 
tion et  du  sinus  de  l’angle  d’incidence  est  constant  pour  toutes  les 
couches  atmosphéiiques;  si  donc  7 désigne  une  constante,  la  loi 
générale  de  la  réfraction  astronomique  est  expiimée  par  l’équa- 
tion 


(«) 


rp  sini  = 7, 


où  r,  [t  et  (■  se  rapportent  au  même  point  de  l’atmosphère. 

Pour  la  surface  de  la  Terre,  i,  c’est-à-dire  l'angle  formé  par  la 
dernière  tangente  à la  trajectoire  du  rayon  lumineux  avec  la  ver- 
ticale, est  égal  à la  distance  zénithale  apparenté  z de  l’étoile.  Soit 
a le  rayon  de  la  Terre,  (t,  l’indice  «le  réfraction  relatif  à la  couche 
d’air  située  à la  surface  de  la  Terre,  on  a,  pour  déterminer  la 
constante  7,  l’équation 

(i)  flfi,  sinz  7. 

Supposons  maintenant  que  la  densité  de  l’atmosphère  varie 
d’une  manière  continue,  de  telle  sorte  que  la  hauteur  de  la  couche 
dans  l’intérieur  de  laquelle  on  consiilère  la  densité  comme  con- 
stante soit  inliniment  petite;  le  chemin  que  suit  le  rayon  lumineux 
dans  l'atmosphère  est  alors  une  courbe.  Rapportons-la  à des  coor- 
données polaires,  et  app<’luns  v l’angle  que  chaque  rayon  vec- 
teur r fait  avec  CO;  nous  avons 


{-) 


r/e 

r.^-==tang,. 


La  direction  de  la  dernièi  e tangente  est,  comme  on  l’a  vu,  celle 
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du  rayon  qui  donne  la  distance  zénithale  apparente  t;  au  con- 
traire, la  vraie  distance  zénithale  l’angle  que  le  prolongement 
de  la  direction  primitive  SI  du  rayon  lumineux  fait  avec  la  nor- 
male. En  réalité,  cet  angle  Ç a son  sommet  en  un  autre  point  que 
celui  où  se  trouvé  l’oeil  de  l'observateur;  mais  la  hauteur  de  l’at- 
mosphère est  très-faible,  les  corps  célestes  au  contraire  sont  fort 
éloignés,  en  outre  la  réfraction  est  toujours  un  petit  angle;  la 
différence  entre  l’angle  iiet  la  vraie  distance  zénithale  qu’on  aurait 
observée  du  point  O est  donc  négligeable;  même  |>our  la  Lune,  où 
cette  différence  est  maximum,  elle  n’atteint  pas  une  seconde  d'arc 
à l'horizon.  On  peut  donc  supposer  que  l’angle  C est  la  vraie  dis- 
tance zénithale  vue  du  point  O. 

Au  point  N,  auqitel  correspondent  les  valeurs  /,  r et  ja  dec  va- 
riables, menons  une  tangente  ù la  trajectoire  du  rayon  lumineux, 
et  désignons  par  Ç'  l’angle  qu’elle  fait  avec  la  normale  CO;  tious 
avons 

(r/)  î'= 

puis,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'éqita- 
lion  {a)  et  différenliant,  nous  obtenons 

...  r/u 

h cot/  th  H = O. 

r a 


Combinons  ensuite  cette  équation  avec  les  équations  (c)  et  {il). 


et  comme 


nous  avons 


tangi  = 


f/Ç  — — tangj  -C; 

f* 

n;  y 

y'i  — sin'i  — 7’ 

y m sin  Z, 


r/Ç'  = - 


— p,  sin  Z il  fl 


sin’ Z 
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L’inléjjrale  de  rfç'  prise  entre  les  limites  Ç'  = Ç et  : i'.  mne  la 
valeur  de  la  réfraction. 

Posons  - = I — r,  il  viendra  < 


(1  — r)siniffu 


Pour  intégrer  cette  équation  il  faudrait  connaître  s en  fonction 
dcp;  cette  de.-nière  grandeur  dépend  de  la  densité, et  la  Physique 
nous  apprend  que  la  quantité  p’—  1 ou  puissance  rvfractice  est 
propurtioniiello  i\  la  densité.  Suit,  des  lors,  une  nouvelle  variable, 
la  densité  p,  donnée  par  l'équation 


— I = ep, 

dans  laquelle  c désigne  une  constante,  telle  que  d’après  les  expé- 
riences de  Biot  on  a,  pour  la  température  de  o"  et  la  pression 
atmosphérique  de  o“,'jGo, 


on  obtient 
(e'X  = - 


cp,  = 0,000  588  768  ; 

- (1  — jr)  sini  — 


I C p« 


iH-ep.V  \ >-+-<'?»/ 


-t-(2r  — s‘i  sin’z 


et,  en  posant 


cp. 


2ot, 


‘ -+■  cp.  P. 

a ét;  nt  une  constante,  égale  à 0,000  294  21 1,  on  a 

I -t-  cp  _ 

■ "+"  ep, 

et  par  suite 


I — 22  I 


-A); 

P>/ 


, dp 
a (i  — r)  sms  — 

P* 


1 — 2 a I — ) J * — 2a^i  — £j-t-(2j  — s')  sin’z 
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Le  ractcur 


esl  le  carré  du  rapport  de  l’indice  de  réfraction  absolu  de  la 
couche  de  rayon  r à l'indice  de  la  couche  située  it  la  surface  de 
la  Terre.  Puiscpi’aux  limites  de  l'atinosphére  ft  = i et  rju’au  con- 
traire pour  le  passage  du  vide  dans  la  couche  située  à la  surface 

de  la  Terre  p,  = 1,000294,  le  rapport  — sera  toujours  compris 

P» 

entre  des  limites  trés-resserrées  ; on  peut  donc,  sans  erreur  sen- 
sible, remplacer  le  facteur  variable 


-”(-y 


par  la  moyenne  de  ses  valeurs  extrêmes  1 et  i — 22,  c’est-à-dire 
par  la  constante  1 — a. 

Posons  encore,  pour  abréger, 

P« 

où  IV  est  une  fonction  de  s qu'il  faut  déterminer;  nous  aurons 

a (1  — i)sinzrfic 

• “y  cos’ Z — 2x  O'  -H  ( 2-t  — 1’)  sin’z 

Or  -r  est  toujours  petit,  car  pour  une  hauteur  de  l'atmosphère 
égale  à ^5  kilomètres,  la  plus  grande  valeur  de  s est  seideiiient 
0,01  16;  on  peut  donc  écrire 


(eos'z  — 2xir-t-  2isin'z:’ 

X Z sin  Z (eos’z  — iv  + ’ ,t  sin’z)  r/tc 

— a i 

(eos’z  — 2 a II'  -+-  2 J sin’z)" 


le  second  terme  de  cette  formule  est,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  toujours  assez  petit  pour  cpi’on  puisse  le  négliger,  et  n’avoir 
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égard  qu’au  premier  terme,  dans  une  première  approximation. 
Pour  avoir  la  valeur  de  la  réfrartion,  il  faut  intégrer  l’expression 
rfÇ'  entre  des  limites  correspondantes  à r = a et  /■  — a -f-  H, 
H étant  la  hauteur  de  l’atmosphère,  et  on  voit  aisément  qu’il  suf- 
6ra  d’ajouter  la  valeur  de  l’intégrale  ohlenue  à la  distance  zéni- 
thale apparente  pour  avoir  la  dislanee  zénithale  vraie. 

Posons  maintenant 

<e  = F (i)  et  * a (f) , 

sin's  • ' 


et  introduisons  une  nouvelle  variable  x donnée  par  l’éc|uation 
s = .r+  Ÿ(a), 

nous  aurons,  d’après  la  formule  de  Lagrange, 


, , , f/F(x)  I d V ,,  f/F(x) 

P (,)  = , {.)  + — 5;  [[,(..«■  -ir\ 


d’où 


dV{s]  _ rfF(x)  'Z  r , , rfF(x) 


dz 


dx  dx 


Pour  tirer  de  là  l’expression  de  la  lèfraclion,  il  faut  multiplier 

, a sinirf.r 

chaque  terme  par — — . et  intégrer  ensuite 

I — » ycos’z -t- 2x  sin’i 

entre  le*  limites  ci-dessus  indiquées.  Mais  pour  effectuer  cette 
intégration,  il  faut  connaître  tv  en  fonction  de c’est-à-dire  con- 
naître la  loi  suivant  laquelle  la  densité  de  l’air  décroît  avec  la 
hauteur. 


7 1 . Lois  du  décroissement  de  In  tcmpéraliirr  et  de  la  densité  de 
l'atmosphère.  — Soient  /i,  et  r,  la  pression  de  l’air  et  sa  tempé- 
rature à la  surface  de  la  Terre,  p el  c les  valeurs  de  ces  mêmes 
grandeurs  à une  certaine  hauteur  dans  l’atmosphère,  m le  coeffi- 
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cieni  <lc  dilatation  do  l'air  pour  i°  centigrade,  on  a 


{-) 


I + /»  T ù 

- 

I -f-  mt,  f). 


Ainsi  l'expression  ^ H"*  fppfûsente  le  quotient  de  la 

pression  par  le  produit  de  la  densité  et  du  binôme  de  dilatation 
est  constante.  Désignons  par  /,  la  liaiiteur  d'une  colonne  d'air  de 
densité  p,  et  de  température  t,  qui  ferait  équilibre  à la  pression  p, 
pour  une  intensité  de  la  pesanteur  égale  ù g,  à la  surface  de  la 
Terre,  nous  aurons 

(P)  p,  = p.g,h, 

l,  serait  la  hauteur  de  l'atmosphère  si  la  pression,  la  température 
et  l'intensité  de  la  pesanteur  avaient  dans  toutes  les  couches  les 
mêmes  valeurs  qu’à  la  surface  de  la  Terre.  Prenons  pour  t,,  la 
température  de  io°  centigrades;  nous  avons,  d'après  les  détermi- 
nations de  M.  Régnault, 

/,  = 8^86"',i. 

C’est  le  produit  de  la  hauteur  barométrique  normale  o”,  760  à 
la  surface  des  mers,  et  de  lu  densité  du  mercure  par  rapport  à 
l'air  pour  une  température  de  10”  centigrades  (‘ ). 

Si  l’on  s’élève  de  dr  dans  l'atmosphère,  le  décroissement  de  la 
pression  est  égal  à la  petite  eolonne  d’air  pdr,  multipliée  par 

l’intensité  de  la  pesanteur^,  — correspondante  à la  distance  r, 

(P.)  — 


comme  — dr-=z  ds  ei  ^ (i  — 
r’ 


iv],  nous  aurons,  a l'aide  de  l'é- 


* (*)  Bcnel  avait  trouvé toisn  = 8i36,74  mètres;  mais  celle 

üiflércnce  n'infirme  point  l'excellence  <)ea  Tuhlca  de  Bessel,  dont  lua  con- 
stantes ont  été  déterminées  daprès  les  observations  astronomiques  fllc»- 
mémes. 
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quation  (pt, 

(7) 


it 

!>> 


et,  eu  cuni|)tuDt  les  températures  à partir  de  10"  centigrades, 


(7.)  ^ = — O-). 

Si  nous  éliminons  p entre  l'équation  (a)  et  les  deux  précé- 
dentes, I — «'  et  par  consé(|ucnt  la  densité  sera  exprimée  en 
fonction  de  s et  de  i -t-  «it.  Cette  dernière  quantité  est  elle-même 
fonction  des;  mais  puisqu'on  ne  connaît  i>as  la  loi  de  décroisse- 
ment de  la  température  avec  la  hauteur,  il  est  nécessaire  d’avoir 
recours  à une  hypothèse,  h la  condition  de  vérifier  ensuite  la 
concordance  des  réfractions  calculées  et  des  réfractions  observées. 
IjCS  diverses  théories  de  la  réfraction  diffèrent  entre  elles  par 
l'hypothèse  faite  sur  la  loi  de  décroissement  de  la  température.. 

72.  Hjpothèsc  de  Cassini.  — Supposons  d'abord,  avec  Domi- 
nique Cassini,  que  l’atmosphère  soit  de  densité  uniforme;  un  rayon 
lumineux  subira  alors  une  réfraction  unique  aux  limites  de  l’at- 
niosphère.  Dans  ce  cas,  les  formules  du  n°  7U  nous  donnent  sim- 
plement 

sint  p,  siny"; 

or,  ii  3z  représente  la  réfraction, 

i = Sz  +/, 

d'où,  puisque  Sz  est  sulïisamment  petit, 

sin i = 3z  cos / -f-  sin /, 

et  par  suite 

= ')tang/; 

mais  en  désignant  par  i la  hauteur  ilc  l’atmosphère,  on  voit  aisé- 
ment que  sin/:=:  — " - sin  a,  donc 
‘ ^ a -tr  t ' 


3zz=(fi,~i 


sin  a 
cos’ a -I- 
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ao3 

/ 

OH,  - etanl  petit, 

= ^A^-)tang3. 

Cette  formule  s’accorde  avec  les  Tables  données  par  Ivory  pour 
des  distances  zénithales  qui  n’excédeiil  point  8o";  mais  pour  de 
plus  grandes  distances  zénithales,  il  survient  entre  la  réfraction 
calculée  et  la  réfraction  observée  un  d<'>saccord  qui  augmente  ra- 
pidement. Par  exemple,  supposons  la  température  égale  à o"  et  la 
pression  à o"',-6o;  adoptons  pour  valeur  du  rayon 

moyen  de  la  Terre,  et,  avec  M.  Uegnaull,  to5i7,3  pour  celle  de 
la  densité  du  mercure  par  rapport  à l’air.  Nous  aurons 

/ = ^c)c)3“',i5,  d’où  0,001  •25545; 


la  substitution  de  ces  nombres  dans  l'avant-dernière  formule  nous 
donnera,  pour  i = yo". 


o , 000  2Ç)4  X 206  •265 


— 20  environ. 


Mais,  d'après  les  observations  d’Argelander,  la  réfraction  ho- 
rizontale pour  cet  état  de  ratmosphère  es#  37'3i";  ce  résultat 
s’écarte  trop  de  celui  que  donne  riiy[)olhèse  de  Cassini,  pour 
que  celle-ci  puisse  être  admise. 


Hypothèse  de  Newton.  — Si  l’on  suppose  la  température  con- 
stante, un  a 


P> 


IV  et.  par  suite 


‘‘l’  n 
— = dit 


d’ailleurs  la  comparaison  de  cette  équation  avec  l’équation  (7), 
donne 

d(  \ — «'  ) a ^ 
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/'  P ~r' 

— = - = i — «<  = <•  '•  J 


/■'.  Po 


puisque  la  constante  introduite  par  l'intégration  est  nulle. 
Posons 

tf  ■—  F(f)  I — e~^‘. 


nous  aurons 


et,  par  suite, 


Ainsi 
'r  , 


F(jr,  = 1 — c“?*, 

!f[r)  = — i'. 

^ ' ' sin'i  ' 


11^:: — iL 

' ' sin“;  I 


n{n  — \) 


I .3 


et  puisque 
il  en  résulte 


fijT* 


_ . / t ' N l-H  .,~kx 


, n , ,,  rfFf.r)l 


sin«x  [("  + ')*' 

/)(/<  — l) 


I . 3 


r-(«+i)fx_  n.rt'e-"?' 


et  le  terme  général  de  la  première  partie  de  la  différentielle 
devient 

a 3t"p*^'sinîrf.r 

• — ® I . a. . ./I . sin’"z y'cos’z -+- 2a: sin’: 


'IK; 


■+-  — — [n  — I — . . . J> 


I . 2 
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où  l'on  doil  donner  à n toutes  les  valeurs  entières  à partir  de  zéro. 
Il  faut  ensuite  intégrer  tous  ces  termes  par  rapport  à .r  entre  des 
valeurs  de  x correspondantes  ùr  = rtet/-  = a-(-H,  H désignant 
la  hauteur  de  l'atmosphère.  Cette  hauteur  n'est  pas  connue;  mais 
a cette  limite  su|>érieure  la  densité  est  nulle;  il  n’y  a donc  plus 
de  réfraction,  et  l'on  peut  sans  erreur  sensible  prendre  les  limites 
/•=:rt  et  r=x,  auxquelles  correspondent  j = o et  r = i,et, 

a(i  — e~?)  \ 

p.ir  suite,  .r=z  O et  æ = i : ■ Mais,  comme  a cette 

' sin'z  ’ 

dernière  limite  de  .r,  e‘i*'  est  d’une  petitesse  excessive,  puisipie 
e = 2,^18.  . . et  que  p est  un  très-grand  nombre,  à peu  près  égal 
!i  800,  on  voit  que  les  intégrales  peuvent,  sans  crainte  d'aucune 
erreur  appréciable,  être  prises  entre  les  limites  x =:  o et  x = x . 
Les  intégrales  proposées  peuvent,  du  reste,  se  décomposer  en 
fonctions  telles  que  traitées  au  n°  18;  et  si  l’on  emploie  la  for- 
mule (8)  donnée  dans  ce  numéro,  on  trouve,  pour  le  terme  gé- 
néral de  la  réfraction, 

ayap  a"  P" 

I — a i .2.  . .//sin  "; 

r »/»  — I an— -I 

X I -I- 1)  ” ’H""!"')  — 

/ \ a rt  — I 

rtin  — I)  , . — 

-4-  — (/i-l)  ’ 

On  a donc 


2'y(2}— ,|,(l) 

l'î 

f~[A(41-3x3'«Pi 

-t-  3 X2’H2)— i|>(0] 

( 


[3’^(3)- 


2X2’'|'(2)-i-'H 
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X xî  X* 

e~‘  — I . 1 — — - . 

I I . *2  I . 9! . .s 

on  peut  écrire  (*) 


lîs  = 


[e 


(J)  J 


a«> 


4-e  = 

5in’  = 


tlo*; 


— -.|(3)3^_îLr.. 

* i.o. sm*2 

4>^ 


8» 


4-  e 


sId>  i 


+(4)4^ 


_ a»p> 

1.2.3  sin*i 


valeur  qu’on  multipliera  paraoiiaGS  pourexprimcr(îsen  secondes. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  r/Ç',  et  voyons 
quelle  est  son  influenee.  Elle  est  la  plus  grande  dans  le  cas  de  la 
réfraction  horizontale,  et,  dans  ce  cas,  ce  second  terme  devient 


pre-i"  — 2a(l  — 

' * [ar  — 2a(i  — 

La  partie  la  plus  sensible  de  cette  difrérenticllc  correspond  à .* 
très-petit,  parce  qu’alors  le  dénominateur  est  fort  petit.  On  peut 

donc,  dans  ce  dénominateur  et  dans  le  facteur  — — 2a(i  — e~>'), 

développer  en  série , et  n'en  considérer  que  les  premiers 
termes.  Si  l’on  s’en  tient  aux  deux  premiers,  ce  que  l’on  peut 
faire  ici  sans  erreur  sensible,  on  aura 

a — ^aL^')(ls 

_ , J » 


( •)  Cette  rorme  de  lo  refrocticn  est  dno  à Kramp  : .-tnalrse  d''t  rd/ractions 
astronomitjuef  rt  teirestres;  SlrRAbourg,  1799. 
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et,  en  l’inlégrant  depuis  s = o jusqu’à  j = » , on  aura  en  se- 
condes 


a(3  — 4»P) 


(l  — a)  [i  — ap) 


quantité  qui  n’atteint  pas  une  seconde,  et  qui,  par  conséquent, 
est  insensible  h l’horizon , où  la  réfraction  éprouve  de  grandes 
variations.  On  j>eat  donc,  dans  tous  les  cas,  négliger  le  second 
terme  de  la  formule  (g),  et  ne  conserver  que  le  premier. 

Si  l’on  fait  usage  des  valeurs  de  a el  p données  ci-dessus,  on 
trouve  dans  l’hypothèse  que  nous  considérons,  pour  une  tempé- 
rature de  zéro  et  une  pression  de  o"',76o,  la  réfraction  horizon- 
tale égale  à 3g'  54",  5.  Cette  réfraction  surpasse  de  2'  23",  5 la 
valeur  donnée  par  Argelander,  ce  qui  prouve  l’erreur  de  l’hypo- 
thèse d’une  température  uniforme  dans  toute  l’étendue  de  l’atmo- 
sphère. On  sait  en  effet  que  cette  température  diminue  à mesure 
que  l’on  s’élève,  et,  comme  l’air  se  contracte  par  le  froid,  il  en 
résidtc  que  la  différence  entre  la  densité  d’une  couche  de  l’atmo- 
sphèce  et  la  densité  de  la  couche  immédiatement  supérieure  est 
))arlà  diminuée.  La  limite  de  cette  diminution  est  celle  d’une  tlif- 
férence  nulle  ou  d'une  densité  constante,  et  l’on  a vu  que,  dans  ce 
cas,  la  réfraction  horizontale  est  trop  petite;  la  constitution  de 
l’atmosphère  et  les  réfractions  sont  donc  comprises  entre  les  deux 
limites  que  donnent  les  hypothèses  que  nous  venons  de  considé- 
rer; mais  on  peut,  de  la  manière  suivante,  obtenir  deux  limites 
l>lus  rapprochées. 

Hypothèse  de  Bouguer.  — I.’étiuation  diflércntielle  de  la  ré- 
fraction s’intégre  rigoureusement  dans  le  cas  où  la  loi  du  décrois- 
sement de  la  densité  de  ratmos|>hére  est  telle,  que  la  distance  de 
la  couche  au  centre  de  la  Terre  est  inversement  proportionnelle  à 
une  certaine  puissance  de  l’indice  de  réfraction , c’est-à-dire  si 


ou,  d’après  les  notations  du  n“  70, 

\ I 4-  c P*  / 
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et,  cil  prenant  pour  nouvelle  variable 


l’équation  (c']  (p.  198)  se  réduit  ù la  forme  simple 

■ '«'= 

(am  — i)vi— 

d’où,  en  inicjtrant  entre  leslimites  j =sinïet  .r  = — 
correspondantes  5 p = p,  et  p = o,  on  déduit 

1 V^i-4-cp.)  • / 


(i-t-cp.)  ’ 


sinlz — 2/n  — • 

(1  -t-  rp.) 

C’est  la  formule  de  réfraction  connue  sons  le  nom  de  formulr 
lie  Simpson,  bien  qu’en  fait  elle  soit  équivalente  ù la  formule 
donnée  par  Bouguer  en  1729  dans  un  Mémoire  sur  la  Réfraction, 
couronné  par  l’Académie  des  Sciences. 

En  ajoutant  et  en  retranchant  sina  aux  deux  membres  de  réi|iia- 
tion  précédente,  et  divisant  les  deux  équations  ainsi  obtenues,  on  a 


tane 


a m— I 

(•xm  — 1 . \ fi-t-cpj  * — I , 2/;i  — I . \ 

- ^ “*"6  2“" 


— I 


formule  équivalente  à celle  qu’a  donnée  Uradlcy. 

Dans  le  cas  de  la  réfraction  liori/.ontale  z=  90",  et,  comme  cp, 
est  trés-petil,  on  a 


j'xm  — i , \ 
,ang>(  — -is.)  = 


fp.i 
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OU  approximativement,  à cause  <Ie  la  petitesse  de  oz,. 


■>  1 / 

Ü 2.  = \/  

V 2 «»  — i 

Si  l'on  ne  voulait  considérer  que  le  phénomène  des  réfractions 
astronomiques,  on  pourrait  déterminer  m de  telle  sorte  cpie  le 
second  membre  de  celle  équation  représentât  la  réfraction  hori- 


zontale observée.  L’expression  générale  de  tang 


donnerait  alors  pour  toutes  les  hauteurs  la  réfraction  Ji.  C’est  le 
procédé  qu’ont  suivi  plusieurs  astronomes  pour  construire  une 
Table  de  réfraction,  et  c'est  ainsi  que  Laplacc  a trouvé,  il  l’aide 
d’un  grand  nombre  d'observations, 

3z  = Go",f566tang(:  — 3,  aSôi). 

Mais  il  faut,  en  outre,  que  la  constitution  admise  pour  l'atmo- 
sphère donne  non-seulement  les  réfractions  observées,  mais  encore 
la  diminution  de  la  pression  barométrique  et  de  la  température 
tpie  l’on  trouve  en  s’élcv.ant  dans  l’atmosphère.  Nous  allons  con- 
sidérer ces  deux  phénomènes  dans  l’hypothèse  précédente. 

Dans  l’équation  (^,)  du  n°7i 

d/>  = g,nfti 


remplaçons  - par  la  valeur  intégrons; 

//  s’annule  avec  p,  nous  aurons 


P = ^ ^ ’ 


comme 


(l  -t-cpj" 

expression  qui  donne  à très-peu  près 

epo  p' 

p = ag,p,m  — 

P* 
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en  divisant  cette  équation  jiar  l'équation  (^],  il  vient 

P m n p’ 
p,~  “*  pj 

On  en  déduit,  pour  la  surface  de  la  Terre, 

2/, 

m— , 

aep, 

et,  par  suite,  pour  la  réfraction  horizontale, 


iz.— 


ep. 


4 A'IfPi' 

V « 4 


avec  les  valeurs  déjà  données,  jiour  la  température  o"  et  la  pres- 
sion o'”,'j6o,  on  trouve,  après  division  par  sin  1", 

J:.  — 1824"=  3o' 24". 

Cette  valeur  est  moindre  de  7'  que  la  réfraction  observée 
par  Argelaniler;  mais  elle  est  plus  grande  que  celle  qui  résulte  de 
l’hypothèse  d'une  densité  constante;  ainsi,  la  constitution  réelle 
de  l’atmosphère  est  comprise  entre  celles  que  donnent  la  suppo- 
sition d’une  température  uniforme  et  l’hypothèse  actuelle. 

Dans  celle  dernière  hypothèse,  la  densité  des  couches  atmo- 
sphériques diminue  en  progression  arithmétique  quand  leur  hau- 
teur croît  suivant  une  progression  semblable.  En  effet  n — r(t  — s), 
d’où  approximativement  r = « (i  s i et,  as  étant  la  hauteur  de 
la  couche  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre, 


as  = mrp,  a 1 1 — i 


Aux  limites  de  l’atmosphère  p = o,  donc  as  — -il,-,  la  hauteur 
de  l’atmosphère  est  donc  ici  double  de  ce  qu’elle  est  dans  l’hypo- 
ihèsc  d’une  densité  constante. 
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rsi  [ 


Les  expressions  précédentes  do  p et  ;/i  donnent 

Pf, P , 

?•  2/„ 

d’où,  à l’aide  de  l'équation  (a)  du  n°  71,  on  déduit 
asz^  il,  »){to  — t). 


Ainsi,  dans  celte  hypollièse,  la  température  des  couches  diminue, 
comme  leur  densité,  en  progression  ai ilhmétique.  D’après  Rud- 

berg  et  Régnault,  //;  = il  faudrait  donc  s’élever  dans  l’at- 

mosiihère  de  — ^ = 58"’, 6 pour  obtenir  i°  centigrade  d’abaissc- 
1^5 

ment  dans  la  température.  Slais,  d’après  les  observations  faites 
par  Gay-^ussac  dans  sa  mémorable  ascension  aérostatique  en 
i8o4,  cet  abaissement  se  produit  pour  une  élévation  de 
environ  (4o°,a5  pour  une  hauteur  de  Ü980'");  l'iiypolhèse  que 
nous  considérons  ne  représente  donc  ni  les  réfractions  observées 
à l’hori/.on,  ni  la  lui  de  la  diminution  de  la  température. 

Dans  l’hypothèse  d’une  densité  constante,  on  a 


/^P 


il  faut  donc  s’élever  d’une  hauteur  moitié  moindre  que  dans  l’hy- 
pothèse précédente  pour  voir  le  thermomètre  baisser  de  1";  celte 
hypothèse  est  donc  encore  plus  loin  de  satisfaire  aux  observations 
sur  les  réfractions  et  la  température.  On  voit  en  même  temps  que, 
plus  on  se  rapproche  de  l’observation  sur  les  réfractions,  plus  on 
s’en  rapproche  lelativcment  aux  températures. 

La  constitution  de  l’atmosphère  étant  comprise  entre  les  deux 
limites  d’une  densité  décroissante  en  progression  arithmétique 
(hypothèse  de  Bouguer)  et  d’une  densité  décroissante  en  progres- 
sion géométrique  [hypothèse  de  Newton,  (équation  7,)],  une  hy- 
pothèse qui  participerait  de  l’une  et  de  l’autre  de  ces  lois  semble 
devoir  représenter  à la  fois  les  réfractions  et  la  diminution  obser- 
vées dans  la  température  des  couches  atmosphériques.  L’hypu- 

14. 
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thèse  suivante  réunit  ces  divers  avantages  celui  d’un  calcul  fort 

simple. 

73.  Hypothèse  de  Luptnce.  — Supposons 

/ y ^ — -i 
s — xw  U cl  ! — «'  = I I H — J u \ e S 


/ et  / étant  deux  constantes  à déterminer  .’i  l’aide  de  l’ohservalion 
delà  réfraction  horizontale  et  du  baromètre;  si  ces  valeurs  satisfont 
à la  diminution  observée  de  la  température,  on  pourra  considérer 
ces  formules  comme  représentant  la  vraie  constitution  de  l’atmo- 
sphère, et  s’en  servir  pour  construire  une  table  de  réfractions. 
Alors,  en  nous  bornant  au  premier  termi-  de  l'équation  {g) 
(p.  ig^),  en  remplaçant  sous  le  radical  sin’z  par  i — cos’ 2 et 
en  supprimant  le  terme  — 2jcos’2,  petit  par  rapport  à cos’s, 
nous  aurons  , . 


,/ç'  = 


- — su 

\/cOS’2  -t-  2 « 


du 

T’ 


expression  qu’il  faut  intégrer  de  //  = o à « — » ; soit  - = a-,  on 
obtient 

a e""sin2f/.r 

5s=z-^  (t  -/)  -,  , 

* — “ Jo  7.lx 


g J.  r * si 
t “ Jo  Jcos’2 


sin  2 dx 
7.tx 


d’où,  en  posant  T = 
déduit 


cos  2 
^2/ 


et  appliquant  les  formules  du  n”  18,  on 


2 a 

' — « /T/  V * 


ycos’z 

2/ 


g/ 

-- — sinzeosz. 
2(1  —g)  / 


Pour  la  réfraction  horizontale,  T = o et  iji  (i  ) devient  j v/tt;  on 


a donc 
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On  voit  ainsi  quo  la  réfraction  horizontale  serait  nulle  pour 
y=  2,  et  négative  pour  2. 

Déterminons  maintenant  la  pression  tie  ralmo'iphére;  l’équa- 
tion ('/)  nous  donne,  avec  riiy|>ollièse  ei-d<  ssns  : 


P< 


''  " / f \ ~T  , "O  , 

- = — 7 ( ‘ T " ""  -t-  a 7 ^ «P 

'«  •«  \ * / *•  P» 


et,  en  intégrant, 


al 


/>■  fl  t 4 

y'\  ^ lit. 

2 /.  pî 


*• 


A la  surface  de  la  Terre  j>  />„  u = o et  p = p,.  on  a donc 


n 2 


La  valeur  de  / tirée  d*'  cette  équation  cl  portée  dans  la  valeur 
de  la  réfraction  horizontale  donne 


85*J(i  — a)’/^  = a’7rl3/ 


Si  l’on  suppose  avec  Laplace  (température  o°  et  pression  ha- 
romélriqiie  o"','j(’)o)  : 

/7  = 6 3riT)  1 98"', 
a = 0 , 000  293  876 , 

3z,  ::;t  0.0  10  2 10  18, 


et,  si  l’on  adopte  la  valeur 


l’équation  précéden'c  (cas  irréductible)  donne  pour  /,  en  pre- 
nant la  racine  convenable. 


/ = 000074  593  <4 

et  par  suite 

y=  0,4862269; 
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avec  CCS  conslantcs  l.t  réfraction  dcxient 


S Z = a^8'>.",45o  '0,7  56  886  G — 0,486  3.369  T’) 

3. 

Xsini—  / e~'‘ f/r -4-  988o",9I2 sin3.ï; 


oi'l 


T = ï5, 89021  cosz. 


Pour  déterminer  la  loi  corresponilanie  de  la  diminution  de  la 
température,  on  a 

P!>„  al  l,  X ap 


I -h  ml-  — Z.) 


ou  bien 


— _ — I — I — - — , 


1 / \ e / / 288  8600  w 0 

— t,)  = o,j94  1024 -4-  +0,1170298!-  • 

I + 03 1 ,8386  « ^ p. 

Mais  si  nous  prenons  « 0,00092^  2'j,  nous  trouvons 


P 


= [l  -t-65l,8386«je  0,462858, 


et  par  suite 

1-1-  m (t  — T.)  = 0 , 828  3 1 4 9 , 
et,  en  faisant  m =;  o,oo3665, 

T-T.  =-53",7846. 

ü'ailleurs 

A = «-4-ct^i — -^)  donc  rti  = 69o8'“,o9. 

I.’hypoiliése  de  I.aplace  indique  donc  une  diminution  île  53",78 
du  thermomètre  pour  une  élévation  de  6908"', 09;  ce  résultat  se 
rapproche  autant  qu'on  ])cut  le  dcsirer  de  celui  qu’observa  Gav- 
Liissae,  en  raison  surtout  des  variétés  que  doivent  introduire  les 
circonstances  particulières  de  l’altuosphère.  On  peut  ain.si,par  les 
ohservationssurla  réfraction  horizontale  moyenne  dans  un  climat. 
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2 l5 

dclcrminer  lu  illminiilion  moyenne  de  la  lempéraliire  à mesure 
que  l’on  s’élève,  et  récipro(]iiemcnt. 

Cette  liypotlièse  sert  de  buse  aux  Tables  <pie  M.  Cailict  a eal- 
ciilérs,  et  qui  ont  été  publiées  dans  les  Addilions  h In  Cnnnnis- 
sance  dfs  Temps  pour  i85i. 

74.  Hypothèse  de  Bessel.  — Bessel  suppose  cpie  i H-  mr  est  de  la 
îîf 

formée  * , h étant  une  constante  à déterminer.  L’équation  (7,) 
devient 


en  la  diflérentiant  et  en  éliminant  dp  entre  l’équation  obtenue  et 
l’équation  {7)  on  obtient 


./fl  — .!■) 

I — «' 


as 


) 


ds. 


Si  l'on  intègre  cette  équation  et  si  l’on  détermine  la  constante  in- 
troduite par  l’intégration  de  telle  sorte  que  «’  s’annnie  avec  »,  on  a 


I — w •=  e '*  * ; 


formule  à laquelle  on  peut  substilner  Toxpression  appro»  hée 

( 0 ) I «■  = £*'•. 


Bessel  détermine  la  constante  h par  la  condition  que  les  ré- 
fractions calculées  d’après  cette  hypothèse  s’approelunt  le  plus 
possible  des  valeurs  observées.  !\lais  le  décroissi  ment  de  la  tem- 
pérature qui,  avec  cette  valeur  de  h,  résulte  de  la  formule 


as 

I «I  T — C * 


ne  s’accorde  pas  entièrement  avec  les  observations  faites  à la  surfare 

de  la  Terre.  En  effet,  pour  r = o,  la  formule  donne  — =;  — - — 

ils  hm 
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et  puisque  d'ailleurs  pour  r = o,  — -i  on  a,  a la  surface  de 

tir  a 

la  Terre, 

fh  I 

tir  /un 

Or,  d’après  Bessel,  m = 0,003(34374  centigrade)  cl 

h = 1 16865,8  toises  = 227776'",  1 2;  donc  ^ 

c'est-à-dire  que  dans  cette  liypothèsc,  le  tliermoniètre  centigrade 
baisse  de  1°  pour  une  élévation  de  83o'"  au-dessus  de  la  surface 
de  la  Terre,  ce  qui  est  fort  loin  de  la  vérité. 

Si  l'on  pose 


on  aura 

n-  = F(r)=:  I — c-P', 

et  on  continuera  comme  dans  l’hypothèse  de  Nevrton,  avec  cette 
différence  que  la  valeur  de  p n’est  plus  ici  la  meme,  et  on  arri- 
vera à la  formule  (/  ) (p.  206). 

Hj-pothèsr  d’hory.  — Ivory  donne  aussi  à l -I-  mt  une  forme 
exponentielle,  qu’il  détermine  par  la  condition  qu’elle  représente 
bien  le  décroissement  de  la  lcmpér.iture  à la  surface  de  la  Terre. 
Il  pose 

I — »■  = e~", 

oii  U est  fonction  de  s,  et  de  plus 

1 -f-  mr  = I — fiv  = I — f[\  — c*). 

D’après  les  équations  (7)  et  (•/,)  (page  202),  on  obtient  faci- 
lement 

jds  = {\—f)du  + 2/c-  • du  ; 

d’où 

(i)  (1  — /)« -t- 2/(1  — e— y, 

puisque  u,  iv  et  s s’annulent  en  même  temps.  Ces  équations 
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donnent,  pour  rz=a, 

^ i_  f 

dr  ~ 1,111  1-4-/ 

2 fl“ 

et  l'on  voit  qu’il  faut  prendre  / égal  à - environ,  pour  que  — 

soit  égala et  représente  les  observations  faites  h la  siir- 

f.ice  de  la  Terre. 

Nous  avons  iei 


«'  = F(«)  = 1 — e~", 

et,  en  posant  p = - , 

*• 

I f 2/ 

P P 

Prenons  maintenant  une  nouvelle  variable  r donnée  par  l’e- 
quation 

OH’  .T 

sin'z  p’ 

l’expression  différentielle  de  la  réfraetion  devieiit,'d’après  l’e 
quation  (^)  du  n"  70 




I — a 


sim  f/  F(«l 


dans  laquelle 




cos^î  -4-  2 — sin’ï 

P 


a:  = « (t  — e"“)  — /«  -I-  if\\  —f‘'n 

sin  Z ' ' 


soient 


F(.r)  = i-e-'. 

nous  obtenons,  d’après  la  fornuilo  (/t)  (p.  200)  : 


'IXL'û  -C—+  -iiifJf  'l'  -4-  -i- 

f/.r  d.r  I . 2 dæ^ 
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les  deux  premiers  termes  qui  sont  les  seuls  importants  donnent 

ctS 

e"  ^ — (ac"’* — e~‘)  -h /(t  — x}  e~^  — — e“'}  ; 

AIIl‘2  1 ^ \ y ...  / 


mulliplioiis  tous  ces  termes  par 


sxnzfi.r 


' X . 

Vcos’i  -4-  a - sin’: 

P 


1 


et  intégrons  comme  précédemment  entre  les  limites  o et  ao  , nous 
aurons,  d’après  les  formules  (t))  et  (ro)  du  n°  18, 


Les  termes  d’ordre  supérieur  seraient  très-compliqués,  mais 
en  raison  des  valeurs  numériques  de  ap  et  /,  le  premier  d’entre 
eux  est  déji  assez  petit  pour  qu’on  puisse  le  négliger;  à l'Iiorizon, 
c’est-à-dire  pour  z = go®,  tas  où  ce  terme  atteint  sa  plus  grande 
valeur,  on  a en  effet,  en  posant  if — xp~g, 


«-’—{/{/■+  ifg)  xe~‘-h  8/gxtr“ 


Multiplions  chaque  terme  du  second  membre  par 


I a 
1.2  I — X 


intégrons  entre  les  limites  o et  x et  employons  les  formules 
données  pour  f ( j ),  I'{ |),  r (|)  au  n"  10,  nous  aurons 
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aiij 

avec  les  valeurs  niimérifjiicsdonnri's  rc  ternie  a pour  valeur  2",  1 1 ; 
le  terme  suivant  serait  égal  à o",i8.  Dans  l’cqiiation  différentielle 
(ff)  du  n"  70,  il  ne  faut  jirendre  aussi  que  le  premier  terme;  le 
second  est  très-petit  et  donne  pour  l'horizon  environ  une  demi- 
seconde.  Puisque  ce  dernier  terme  est  négatif,  la  réfraction  hori- 
zontale calculée  à l’aide  de  la  formule  {/  ) est  approchée  à i",5. 


Calcul  numérique  tie  la  réfraction  d'nprès  les  formules  de 
Besscl  et  d’ivorj , — Le  calcid  numérique  de  la  réfraction,  d'après 
les  formules  (X  ) et  (/)  ne  donne  lieu  à aucune  diflicullé,  puisque 
les  valeurs  des  fonctions  i|i  peuvent  être  tirées  des  Tables  ou  cal- 
culées par  les  méthodes  données  au  n"  17. 

D’après  Besscl,  pour  la  température  de  5o"F  = 10" C,  et  la 
pression  baromctri(|ue  de  29,6  pouces  anglais  ( ^5i""",8.î)  réduite 
à cette  température,  on  a 


a = 0,000  2780G5  et  en  secondes  et  = 5'",4y94, 


d’oà 


et 


lo" 


20(À265 

I — a 


* = '.7597^*5 


A = 1 16 865, 8 toises  ^ iny  776'",  12, 

lu  ~ 42^-^^t*^5toises  - 8 236"’, 74, 


en  adoptant  avec  Bessel,  d’après  la  valeur  de  l’aplatissement  de 
la  Terre  admise  à répoque  de  ci  tte  recherche,  pour  le  rayon 
de  courbure  a de  la  Terre  l’observatoire  de  Greenwich,  le 
nombre 

fl  = 3 269  8o5  toises  = 6372  970  mètres, 

on  aura 

P ^745.7471 

et  par  suite 

log ^206 2.65  y'ap^=  3,346596  : 

Calculons  par  exèmple  la  réfraction  pour  la  distance  zéni- 
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lliale  80"  ; on  a dans  ce  cas  : logT,  = o,53iio,...,  cl  on  obtient  : 


n 

'"B"  ‘‘’B..a...(„-o(;iw) 

«3 

, "sId*x 

luE<- 

1 

0,00000  0,00000 

1 , 14983 

( ,9o69( 

a 

0,  i5o5i  1 ,33i  i3 

( ,007  45 

1 , 8 ( 3 82 

3 

0,7(5  68  a, 36 1 22 

2,922  28 

1 ,72073 

4 

1 ,5o5  i5  3,2i5a3 

a , 86  ( 28 

1 ,62763 

5 

2,44540  5,944  3o 

2,8(372 

7,53454 

6 

3, 5oi  7 6,576 45 

2,77473 

7,44145 

7 . 

4,6480  7,12943 

2,741  68 

1,348  36 

8 

5 , 870  1 9,6(55 

2,7(3o 

7,255  3 

9 

7, (57  (0,043 

2,688  ■ 

1,162 

10 

8 , 5oo  12,420 

2,665 

1 ,069 

Les  lignes  liorizonlalcs  donnant  séparément  cliaciin  des  termes 
compris  entre  parenibèses  dans  In  rornnilc(A),  et  en  mnlliplianl 

la  somme  par  la  constante  2oG?.G5  --  \ on  obtient  3 » 

I X 

nombre  qui  s’accorde  exactement  avec  celui  que  donnent  les 
Tables  de  Besscl  {*). 

Le  calcul  est  beaucoup  plus  simple  par  la  formule  d'Ivory;  on 
a alors 


logap  — 1 , 333  82(>,  log  206  2.65  — - — \'i  fi  3 , 35.f  5iy{. 

1 — * a 

SL  on  calcule  maintenant  la  réfraction  d’après  la  formule  {/), 
un  a 

logT,  = o,54ooç)8,  logT,  — 0,690613, 
log4,(i)=r  I ,142394,  lng-|,(2)—  2,999757, 

ainsi  les  termes  indépendants  de  / donnent  3i5",  32,  les  termes 


(”)  (Vs  Table»  aVlendenl  juaqn'i  la  cHslnnce  z<  nillip)c  de  et  Bestel 
a reconnu  que,  p'>ur  représenter  les  nbsoivatiuns  faites  & Ka‘ni(^sber(;,  les 
nombres  qu'elles  donnent  devaient  être  muUipliés  pnr  i,oo3*iS‘i. 
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qui  contiennent  f donnent  o",  1 2.  La  réfraction  est  donc  -|-3i5",2o, 
valeur  voisine  de  celle  donnée  par  Bessel.  Cet  accord  a lieu  encore 
jusqu’à  J — 86"  enviriin,  et  les  réfractions  calculées  représentent 
Lien  les  réfractions  observées.  Prés  de  l'Iiorizon,  les  valeurs  dé- 
duites des  forimiles  de  Bessel  sont  trop  grandes,  et  les  valeurs 
caleulécs  par  la  formule  d'Ivory  sont  trop  petites;  pour  d'aussi 
grandes  distances  zénithales,  il  vaut  donc  mieux,  coinme  l’a  fait 
Bessel,  déduire  des  observations  mêmes Jes  valeurs  des  refractions 
et  construire  ties  Tables  spéciales;  en  effet,  pour  la  réfraction  ho- 
rizontale. 


on  auiait  donc  par  la  formule  de  Bessel 


I — X \ 2 |_  ' 1.2 

l'un  autre  côté,  à l'horizon,  on  déduit  de  celle  d'Ivury 

5 ï,  =: [1 -I- ap  ( y/2  - I ) -/(  2 v'2  - I ij  ; 


réduites  en  nombres  ces  forraides  donnent  : la  première  3l>'  5", 
la  seeonde  33'  58",  et  l’observation  3:{'  5o",  à peu  près  la  moyenne 
des  deux. 

Tant  que  la  distance  zénithale  n’est  pas  trop  considérable,  il 
n’est  pas  nécessaire  d’employer  les  formules  rigoureuses  (*)  et  (/), 
mais  il  vaut  mieux  se  servir  de  leurs  développements  en  séries. 
Dans  la  formule  (/)  substituons,  au  lieu  de  ij/' i),  ^|/ (2), . . . , les 

séries  trouvées  au  n“  17,  et  remplaçons  — ^ par  (i -H  cot’r', 

sin’ï  ' 

nous  aurons 


y ap  1(1)  = tangz  — - tang’i 


3 i5  io5 

-H  -tang'ï-  — ung’z  -1-  — tang’z- 


2’ v'ap  v|<(2)=  tangz tang’z 

2P 


3 . i5  , io5 

tang'z  - tang’s  tang'a  • 
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et  par  suite 


9* 

4P 


I lang*  ! 


^[(,4-^)tan6z-(l-. 

/ 3 Qa  Io5*\ 

(i^  - r?  ^ 

/ t5  lo5a  l5".5x.\  1 


et  en  siibstituaut  les  valeurs  numériques 

5i  =r  [i , 'J59845]  tangï  — I 2 ,82 1 y4 3 J tang’a 

-+-  [4.383727J  tang'j  — [Ü,  1803.57]  tang’i  — . . . , 

où  les  nombres  entre  crochets  di-signent  des  logarithmes. 

Les  termes  qui  contiennent / sont  d'ailleurs 


(/>) 


ou  bien 


a 

I — a 


/[;p,>ang‘s-^’A.ang’a 

1785  463o5  „ n 

+ -y;sr'anga---^--tang'-J, 


— ([5,5o6  187]  tang'i  — [7,714510]  tang’a 

+ [9,901  488j  tang''!  — [ io,oi8588]  iang"î]. 


Pour  75°  on  trouve,  d’après  ces  deux  séries,  21  i',39  et  — o",02 
et  par  suite  ^^  = 2 1 1",  37,  valeur  conforme  è la  forinule. 

Ivory  donne,  dans  les  Pliilosophical  Transactions  pour  1823, 
d'autres  séries  qu’on  peut  employer  pour  toutes  les  distances  zé- 
nithales. 


7.5.  Calcul  de  la  réfraction  pour  un  état  quelconque  de  l’at- 
mosphère. — Les  formules  précédentes  donnent  la  réfraction  pour 
chaque  distance  zénithale,  mais  elles  supposent  un  état  particulier 
de  l’atmosphère  qui  correspond  à Une  température  de  10"  centi- 
grades et  à une  pression  barométrique  de  o"’,76o;  la  réfraction 
pour  cet  état  normal  s’appelle  réfraction  moyenne.  Si  l’on  veut 


Digitized  by  Google 


BÉFRACTIO»  VRAIE. 


223 


avoir  la  rérraclion  rolalive  à une  aulre  température  t et  une  autre 
hauteur  baromctri'jue  b,  il  faut  chercher  comment  la  réfraction 
varie  avec  la  densité  de  l'air,  c'est-à-dire  avec  l’état  des  instru- 
ments météorologi(]ues  dont  celle-ci  dépend.  Soit  m le  coefficient 
de  dilatation  de  l’air;  prenons  à la  température  de  lo"  un  volume 
d’air  égal  à l’unité,  ce  volume  à la  température  t sera  devenu 
I m (t  — lo);  la  densité  de  l’air  à la  température  t aura,  avec 
la  densité  correspondante  à la  température  lO",  un  rapport  égal 

à ' d’autre  part,  d’après  la  loi  de  Mariotte,  pour 

i-t-  m (t  — lo)  1 > I >1 

une  même  température,  le  rapport  entre  les  densités  de  l’air  à la 
pression  barométrique  fi  et  à la  pression  ■jGo  est  Soit  donc  p 

la  densité  de  l’air  à la  température  r et  à la  pression  fi,  p,  la  den- 
sité correspondante  à l’état  normal,  on  a 

, 

‘ 760  [i  -h  /U  (t  — 10)] 


et  puisque  la  qu.intité  a qui  entre  dans  les  formules  de  la  réfrac- 
tion moyenne,  est,  pour  de  petites  variations  de  la  densité,  pro- 
portionnelle à la  densité,  la  formule 


Sz 


Sz.h 

760^1  -t-  m (t  — to)]’ 


donnerait  \a  réfraction  vraie  si  le  terme  — renfermait  seul  a, 

I — a 

car  le  diviseur  i — a peut,  en  raison  de  la  petitesse  de  a,  être 
traité  comme  constant.  Mais  le  coefficient  de  ce  terme,  que  nous 
désignerons  par  Z,  contient  encore  a,  et  de  plus  p fonction  de  la 
hauteur/  d’une  atmosphère  de  densité  uniforme  à la  température  t, 
et  par  suite  variable  avec  la  température,  / = /,  [i  -|-  »i  (t  — 10)]. 
On  obtient  donc  la  réfraction  vraie  par  la  formule 


Sz'  = 


3z  fi  a rfZ 

I-t-/n^T  — 10)  7Ü0  I — a </t 
a rfZ  . 


(t  — 10} 
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mais  comme  l’inüuence  îles  deux  derniers  termes  est  fort  petite, 
on  peut,  pour  la  commodité  du  calcul,  poser 


t"'.;  . -[TT;«  (V-rTo)pE  ’ 

en  développant  et  s’arrêtant  aux  termes  du  premier  degré,  on  a 

(«)  ^z'—  ^ -^r-ri— »|(t  — Io)/J  . 'j?!! 

' ' I lO;  7(10  1_  ' \7t)0  /'J 

des  formules  [m)  et  ^n)  on  déduit  |iour  et  17  les  valeurs 


(o)  r = — 


I — a 1/  T /;/  0 1 : 


a f/Z  760 


où  3,  Z représente  l’expression 

I + «I  (t  — 10)  7D0 

L'introduction  d’une  certaine  quantité  de  vapeur  d’eau  dans 
l’atmosphère  en  diminue  la  densité  et  par  suite  la  puissance  re- 
fractive;  mais,  comme  Laplace  l’a  remarqué  le  premier,  cette  di- 
minution sera  presque  compensée  par  l’augmentation  du  pouvoir 
réfringent  due  à la  présence  de  la  vapeur  d’eau.  La  quantité  a ne 
varie  donc  presque  pas  avec  l’humidité  de  l’air,  et  puisque  l’in- 
fluence d’une  pareille  variation  sur  les  quantités  p el  i/  est  insen- 
sible, l’état  hygrométrique  de  l’atmosphère  ne  doit  point  être  pris 
en  considération  dans  le  calcul  delà  réfraction  (*). 

Pour  obtenir  l’expression  de  p et  q,  il  faut  déterminer  les  dé- 
rivées 1 —rr\  nous  ne  ferons  le  calcul  que  d’après  la  formule 
f/v  tto 

d’Ivory  : on  le  conduirait  d’une  façon  analogue  pourcelle  de  Bessel. 

Si  l’on  pose  i Q = (î  T’)i{i  (1)  — la  formule  I ) 


Z = (,Hi) (i  - 2/)  [v/2  4.(2)  - I (.)] -t-/Q); 


(”)  M.  Jjmin  a montré  n'cemmt>nt,  par  des  expérience!  très-précises, 
qu'è  la  difTérence  entre  lee  indice!  de  l'air  sec  et  do  Toir  saturé  n'était 
que  de  0,000000736  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  3*  série,  t.  Lll). 
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d'où  l'on  conclut 


rfÀ 


= '*'L  *' y î *’ •♦(»)-'!■(■)]". 


car  f est  un  facteur  independant  de  la  température  et  de  la 
pression  barométrique. 

De  plus  on  a 


iî»(i)=e-TÎ  J"  e~'' dt  où  T,  =y/^cots, 

e-'V/f  où  T,=  v^coti, 

T, 

et  puisque  d'après  la  formule  (p)  du  n"  16 
on  trouvera  pour  expression  complète  de  rfZ, 

^ T '!'(’■)  ~ '!'(')]  ^ v'ap 

P 


Va  P [/^ -!- ( • - i +/ J +/t; ) (t;  ^ 


D'autre  part 
d'où 

I + 

et,  par  suite. 


a H-  rfa  = 


ot  \ 560  / 

da b — 'j6o 


I •+  /7i  (r — 10)  ^60’ 

10)], 


760 


(r—  10); 
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PI  piiis(|ttc,  dans  l'Iiypolhèso  d’Ivory, 


P = - d’où  lO),  , 


aR  . (/X  rlx 

t.r-:  -r~  - d OU  — = 

sin’z  X a 


f/fl  _ 1/  ~ '•jGn 

J '■ 


-Go 


f.ni  (z  — lo). 


il  vient,  en  remplaçant  res  différentielles  par  leurs  valeurs  et  / 


t 

par  - , 

9 


Ainsi  pour  la  distance  rai-nitliale  i = 8'j°  dont  la  réfraction 
moyenne  eSt  ai  = SS?.'', 79,  le  calcul  est  le  suivant  ; 

logT,  = 0,01  3 1 75 , log  — \)<(i)]  = 2 ,6o5o?i , 

logT,  =:  O,  i63()90,  log  '1/ { ' ) — — j =:  I ,081  1G8//, 

logj^T;  •;(?)  — =^.'9'77'"> 

et,  par  suite, 

qii—  i9">7'>  -7  = o,o?3t, 

//Jj  = i85,36,  />  = 0,2173. 

Si  la  distance  r.énilliale  n’est  pas  considérable,  on  peut  calculer 
/f  et  q par  des  séries  analogues  à celles  (|iic  nous  avons  données 
11“  7^.  Diffei  en  lions,  en  effet,  par  rapport  à a et  f les  coefGcients 

de dans  (/,  ) et  (/,),  nous  trouvei  ons  facileim  nt  les  séries 

I — U 
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suivantes  : * 

qèi  = -i-  [3,90399^  taDgz+  [3,90146]  tang'z 

— [5,66533]  tang*z  + [7,541  73 J tang’z  — . . . , 
pSz=i-\-  [3,90399]  tang*  -+-  [2,91567]  tang'ï 

— [4 1 7099°]  lang‘z+  f^6,5<)7  12]  tang’z  — . . . , 

où  les  coefficients  sont  encore  donnés  par  leurs  logarithmes. 

Pour  z=75",  par  exemple,  on  trouve  y = 0,0020  et 
P =r  0,0188. 


76.  Réduction  de  la  hitulcitr  du  baromètre  h la  températurr 
normale.  — Formule  définitive  pour  le  calcul  de  la  réfraction 
vraie.  — Tables  de  réfraction.  — Pour  compléter  le  calcul  de 
la  réfraction  vraie,  d’après  la  formule  (ni,)  du  n“  75,  il  nous  reste 
à corriger  la  hauteur  barométrique  observée. 

Soit  b,  le  nombre  de  millimètres  tpii  mesure  la  bauteiir  de  la 
colonne  barométrique  : celte  longueur  est  observée  à une  tempé- 
rature t (*),  variable  dans  chaque  cas,  et  si  l’on  veut  que  les 
résultats  obtenus  en  introduisant  ces  nombres  dans  les  formules 
de  la  réfraction  soient  comparables  entre  eux,  il  faut  ramener 
la  hauteur  observée  à une  température  déterminée,  (|ue  nous 
prendrons,  avec  Bessel,  égale  à 5o”  F.  = io"C.  Si  « représente 
la  dilatation  de  l'unité  de  volume  du  mercure  entre  o”  et  100°  C., 
et  B'  la  buuteur  réduite  à 10°  C.,  on  aura 


B'=  é, 


100  -1-  (Z  (f  I O) 


Mais  b,  n’est  pas  le  nombre  lu  sur  l’échelle  du  baromètre;  en 
effet,  cette  échelle  a été  graduée  à une  température  9 (“),  géné- 
ralement différente  de  t,  au  moyen  d’une  machine  à diviser  dont 


(*)  Lft  température  t G»t  donnée  par  un  thermomètre  Hic  au  baromètre 
et  qu'on  appelle  theraiomètre  intérieut.  Un  aecond  thermomètre,  placé  à 
rcztériuur  de  la  aalle  d'observation,  le  thermomètre  exrérieiir,  donne  In 
u mpérature  de  Pair  ambiant. 

(**  ) La  température  des  salies  où  se  graduent  les  échelles  baroractriqiics 
Tarie  entre  des  limites  peu  étendues,  et  on  ue  cherche  pas  en  général  à la 

i5. 
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le  pas  a été  déterminé  A 6',  et  vaut  par  exemple  tin  inillimèlre  à 
cette  temi>érature.  Soient  > et  i'  les  dilatations  entre  o°  et  loo'C. 
de  l’iinilé  de  lungiieiir  de  l’éclielle  et  de  la  matière  dont  est  formée 
la  vis;  suit,  en  outre,  b la  li.iuleiir  observi>e;  on  a évidemment 


, , I oo  -t-  i ( t — 5 ) 

()t  b 1 

loo  — V(9— S') 

d’où 


B>-  {.  '00-4-  Mf- S;  _ 

1 oo 

100  H-  P {<  — 6)  100 

et  pour  0 1 0"  C. , 6'  :=  0”  et  i'  = 1 

• 

' ! ’ 

J'_  jj  -H  >(  / — to) 

1 OO 

ion  -1-  P (r  — lo) 

lOO  — loi 

Si  l’on  avait  observe  avec  iin  thermomètre  Fahrenheit  et  un  baro- 
mètre gradué  en  pouces  anglais,  la  longueur  normale  du  pom-e 
étant  donnée  k 6?."  F.,  on  aurait  eu 

. i8o  -4-  1.  (t  — 5o)  i8o 

i8o-t-p(  / — 5o)  i8o  i-i2X’ 


déterminer  bien  exactement;  car  il  serait  diflîcile  d'avoir  dans  ces  airlieré 
line  température  ri'cMement  conslarilc,  el^  do  {dus.  il  serait  nuisible  à i-'i 
santé  des  ouvriers  d'opérer  à une  température  voisine  de  zéro. 

Nous  supposerons  ici,  avec  Betsely  6 = F.  *=  lu^  C. 

(*)  Le  coerficient  de  dilatation  du  mercure  ëlnnl  cnriron  dix  fois  plus 
0rand  que  celui  du  laiton  ou  de  l'aripr,  la  première  correction  relative  à 
la  dilatation  du  mercure  est  de  be.>ucoup  la  plus  importante.  Ainsi,  soient 

t = ô=IO®,  tt  =r  — =0,0l8iy 

03, -’K) 

} = 0,001 8^,  y = <i,uoi  la,  b 

on  aura 

^ b =.  h X 0,0004  — o"*'”,3o, 

b,  — xo,oo3  =2*""*,  J7. 


El,  si  =.>  = 0,001  87, 

6,  — fc  = i X 0,0006  = 0' 


et,  par  suite, 
Valeur  é(;ale  h la 


it,  — B'  = 
précédente. 


-P 
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et  avec  un  thermomètre  Réàitmur  et  un  baromètre  gradué  en 
lignes  parisiennes,  dont  la  longueur  normale  est  donnée  à i3°  R., 

8)  8o 

bo  -h  ft  [t  — ti}  6o-i-  5X* 

La  hauteur  barométrique  normale  adoptée  par  Bcssel  était  de 
29,6  pouces  anglais  de  rinstrument  de  Bradley,  ou  333,28  lignes 
parisiennes;  mais  il  a été  reconnu  que  cet  instrument  donnait  des 
indications  trop  petites  d'une  demi-ligne,  de  sorte  que  la  hauteur 
normale  eat  333,78  lignes  parisiennes  à la  tenipcrature  de  8"  R.  ; 
d’autre  part,  1 pouce  anglais  vaut  1 i.aSgS  lignes  parisiennes  et 
le  mètre  vaut  lignes  parisiennes;  si  donc  6,,  6^,  b/  dé- 

signent la  hauteur  barométrique  observée  et  exprimée  en  milli- 
mètres, pouces  anglais  et  lignes  parisiennes,  c,f,  r les  teiii|ié- 
ratures  des  thermomètres  intérieurs  centigrade,  Fahrenheit  ri 
Réauniiir,  on  calculera 

_ 443,’-96  100  11,2595  180 

" 333,78  100 — loX  ' 333,78  l8o-t-12X 

A I 80 

~ 333,78  80-1-51’ 

^ 1 00  -t- 1 (c  — 10) 1 80  -I-  1 (/  — 5o ) 80  -(- 1 ( /■  — 8 ) 

ioo-t-p(c — 10)  i8o-t-p(/ — 5o)  8o-t-p(r — 8) 

Reste  encore  à tenir  compte  de  l’influence  qu’exerce  sur  la  ré- 
fraction la  température  de  l'air  extérieur.  Pour  cela  Bcssel  intro- 
duit dans  l'expression  de  la  réfraction  vraie  une  puissance  de 
l'expression 

n -h  m'r, 

^ a -I-  /«'  T 

T,  étant  la  température  normale  i laquelle  on  sup|>ose  que  se  pro- 
duit la  réfraction  moyenne,  t la  température  donnée  par  le  ther- 
momètre extérieur,  m'  la  dilatation  de  l'unité  de  volume  d’air  sous 
la  pression  normale  entre  o"  et  100°  centigrades  (d'après  Bessel, 
m'  z=  0,364  3^4  )•  '>  nombre  de  degrés  marqués  par  le  iher- 
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a3o 

iiiomèire  entre  ees  limites  : eet  illustre  Astronome  avait  pris  |>our  t, 
la  température  5o"  Fahrenheit;  mais  il  a été  reconnu  que  les  tein- 
|>érj:«res  marquées  par  son  thermomètre  étaient  trop  fortes  de 
I",  7.5.  La  température  normale  des  Tables  de  Bessel  est  donc  en 
réalité  4^“>75  F.;  et  en  désignant  par  c',  f et  r'  les  indications 
du  ihermoniètre  extérieur,  on  a [Tiibulœ  Rrginmnntana;,  p.  i.xii) 

loo 9,  3 1 .///'  180  + i(j  ,’j5  ./«'  80 +7, 44'"' 

^ 100 -(-m’e'  i^o  + iii'îf' — 3a)  8o  + /«’r' 

Oci  posé,  Bessel  représente  la  réfraction  moyenne  par  «tangs, 
et  adopte  pour  expression  de  la  réfraction  vraie  iz', 

(A)  Jî' = n tanga. (BT)'-'-»; 

d'où 

log^î'  = logn  + log  tangz  -t-(  1 -4-/')log7  + (i  -t  i7)(log  è +logT|. 
On  réduit  en  Tables  les  quantités 

logo,  (i-H/'),  (t+<7). 

avec  la  distance  zénithale  pour  argument,  et  les  (piantités 
logB,  logT,  logv, 

en  prenant  pour  argiiineiils  la  hauteur  barométrique,  la  tempé- 
rature intérieure  et  la  tero|>ératnre  extérieure.  Il  est  dès  lors  facile 
de  calculer  la  réfraction  vr.iie  pour  une  distance  zt'-nithale  quel- 
conque et  pour  un  état  quelconque  des  instruments  météorolo- 
giijues.  Telle  est  la  méthode  simple  suivie  par  Bessel  dans  la  con- 
struction de  ses  Tables  de  réfraction. 

77.  Erreurs  jtrobtibirs  des  Tables  de  réfraction,  — L’hypo- 
thèse fondamentale  que  nous  avons  admise,  en  supposant  que 
ratmosphère  se  compose  de  couches  concentriques,  dont  la  densité 
varie  suivant  une  loi  déterminée  avec  la  hauteur  au-dessus  de  la 
Teri-e,  ne  représente  pas  l’état  réel  de  l’atmosphère.  Celle-ci  est 
constamment  soumise  h des  causes  diverses  qui  en  troublent 
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l’équilibre;  le  nombre  (|u’unc  Table  qiieironqne  donnera  pour 
valeur  de  la  rélVaction  ne  sera  donc  pas  en  général  le  nombie 
réel  qu’on  déduirait  de  l’observation,  mais  on  devra  le  considérer 
comme  1a  moyenne  des  résullais  d’un  grand  nombre  d’observa- 
tions, on,  en  d'autres  ternies,  comme  se  rapportant  à un  état 
moyen  de  l’almospliére. 

Bessel  a comparé  les  nombres  de  ses  Tables  avec  les  valeurs 
observées,  et  a pu  ainsi  déterminer  leur  erreur  probable  pour  les 
(lifTérentes  distances  zénithales.  Il  a publie  les  résultats  de  celte 
comparaison  dans  l'introduction  aux  Tabutœ  Rrgiomonlanæ , 
p.  Lxiii  ; nous  citerons  quelques  nombres  : 

Distance  lénitbalo.  Erreur  probable. 

45'’  ± o",  27 

8t"  ± I ,00 

85"  ± I ,70 

8y“  3o'  ± 20  , 00 

On  voit  par  là  que,  surtout  an  voisinage  de  l’horizon,  on  ne 
devra  considérer  comme  corrigée  réellement  de  la  refraction  que 
la  moyenne  d'un  grand  nombre  d'observations  faites  dans  des 
étals  très-différents  de  l’atmosphère. 

Jusqu’à  une  distance  zénithale  de  8o°,  le  choix  de  la  loi  que 
suit  le  décroissement  de  la  densité  de  l’almosphèrc  avec  la  hau- 
teur est  presque  indifférent,  et  une  théorie  de  la  réfraction  qui 
s’appuierait  sur  la  loi  vraie  n’offrirait  d’avantage  réel  que  pour 
désastres  plus  voisins  de  l’horizon;  dans  ces  points  elle  repré- 
senterait mieux  les  réféactions,  permettrait  de  déterminer  plus 
rigoureusement  les  coellicicnls  (1  -|-  jt)  et  (i  -4-  17),  de  telle  sorte 
que  la  correction  de  réfraction  pour  les  différentes  températures 
et  les  différentes  pressions  serait  plus  exacte.  Déjà  l’hypothèse 
simple,  faite  par  Cassini,  d’une  atmosphère  de  densité  constante 
et  ne  produisant  qu’une  seule  réfraction  aux  limites  de  l’atmo- 
sphère, a donné  pour  la  réfraction  moyenne  des  nombres  sensi- 
blement exacts  jusqu’à  une  distance  zénithale  de  80". 

78.  m-t  lit:  lu  lè/rnclioii  .iitr  l'épnque  du  lever  et  du  courtier 
des  étoiles.  — En  vertu  de  la  réfraction,  toutes  les  étoiles  nous 
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paraissent  plus  hautes  qu'elles  ne  le  sont  réellement;  on  les  voit 
au-dessus  de  l’horizon  quand  en  réalité  elles  sont  au-dessous;  la 
réfraction  avance  leur  lever  et  retarde  leur  coucher.  On  a en  gé- 
néral 


(r)  cosz  = sinf  sind cos*  cos  j cosZ, 

d'où 

sin  I rfz  = cos  7 cos  3 iinfr/t, 

et  pour  riiurizon 


dt. 


dz 

cosf  cos  J sinr 


Puistpie  dans  ce  cas  dz  est  égal  ù la  réfraction  horizontale,  c’est- 
ù-dire  à 35',  on  a pour  la  correction  de  l’angle  horaire  du  lever 
ou  du  coucher 

cosf  coso  sinr 

Exemple.  — On  a trouvé  (n°  48)  pour  Ârcturus,  ü la  latitude 
de  Berlin, 

f,  = j’'52"'4o*, 

et  puisque 

J = iç)”  54',  5,  çz=52“3o',3. 


on  a 

Af.  = 4“37*; 


la  réfraction  avancera  donc  le  lever  d’Àrcturus  et  en  retardera 
le  couelier  de  4“' 

On  |>eut  calculer  aussi  l’angle  horaire  correspondant  au  lever 
ou  au  coucher  apparent;  on  a,  en  effet, 

cosz  — sin*  sin  3 
cos/ =-  --  -----  -1 

cosf  coso 

d’où,  en  posant 

z-f-d-(-f=;2r, 
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on  déduit 

. t /sin(j  — J)  sin(/  — o) 

Ain 4 / _ * ' ' 


2 y cosipcub^ 

t /cos#ros(.T  — Z) 

cos  - =\/ - , 

2 y CUSfCUSO 


t . /sinfj  — ^)sin{j  — v) 

tsng  — ” 4 / ; — » * 

• 2 y eus  J cos  [ J — z) 

formules  dans  lesquelles  il  suffira  de  faire  z = 90°  35'  pour  avoir 
l'angle  horaire  cherché. 

Lever  et  coucher  api>arrnts  de  la  Lune,  — Pour  la  Lune,  on 
doit,  outre  la  réfraction,  tenir  compte  do  la  parallaxe  qui  aug- 
mente les  distances  zénithales  et  par  suite  retarde  le  lever  et  avance 
le  coucher.  La  méthode  de  calcul  a déjà  été  donnée  au  n"  à8; 
nous  allons  l'appliquer  à un  exemple. 

Exemple.  — Trouver  l’époque  du  lever  du  centre  de  la  Lune 
à Greenwich,  le  i5  juillet  1861. 

On  a,  rapportées  au  temps  moyen  de  Greenwich,  les  décli- 
naisons et  les  parallaxes  horizontales  suivantes  de  la  Lune  : 


i P 

1861  Juillet  1 5 o"  — i5*3i’,i  5g', i3 

a°  '9’.4 

12  — 17.51 ,5  5g,  i5 

U . 4 1 1 

16  o — ig.55,6  5g,  14 

i.46,4 

12  —21. 42,0  5g, i3 


Or  on  a trouvé  (n°  ^7)  les  temps  moyens  de  la  culmination 
supérieure  et  de  la  culmination  inférieure 


Temps  lunsire. 

o*> 

12 


Temps  moyen. 

G**  16"*,  7 

18.44  > » 


I ?.'•  27'",  5 


Adoptons  actuellement  comme  valeur  approchée  de  la  décli- 
naison — i7°5i',  5;  puisque 

y = 51-28', 6,  1 = 90- 35' ->2  = 89“ 35', 8, 
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nous  aurons 

r=4*‘2i"',5  temps  lunaire  = io*’48'"  lemj)s  moyen; 

en  interpolant,  nous  trouvons  — r7“38',a  pour  valeur  corres- 
pondante delà  déclinaison  de  la  Lune.  Mous  recommencerons  le 
calcul  avec  cette  valeur  et  nous  ol)iiendrons,  pour  le  jour  et  le 
lieu  fixés,  4'^22"',y  comme  angle  horaire  du  centre  de  la  Lune 
à son  lever,  et  par  suite  io'’49‘“,(>  pour  temps  moyen  corres- 
pondant. 


7fl.  Du  crt^piisriife  nstrnnnmique.  — Outre  la  réfraction,  l’ac- 
tion de  l'atmosphère  produit  encore  le  crépuscule.  Pour  lesjiarties 
élevées  de  l’atmosphère,  le  Soleil  se  couche  plus  tard  «pie  pour  un 
observateur  placé  à la  surface  de  la  Terre;  ces  ri'ginns  de  l’at- 
mosphère sont  encore  éclairées  après  le  coucher  du  Soleil  et  la 
lumière  qu’ell(^sdilfusent  produit  le  crépuscule.  D’après  l’observa- 
tion, le  Soleil  cesse  d’tflairer  la  partie  de  l’atmosphère  «pii  se  trouve 
au-dessus  de  l’horizon,  lorsqu’il  est  environ  à i8”  au-dessous  de  ce 
plan.  L’instant  où  le  Soleil  atteint  io8°  de  distance  zénithale  est 
«lonc  le  commencement  ou  la  fin  du  crépuscule  astronomique, 
tandis  que  le  commencement  ou  la  fin  du  crépuscule  civil  a lieu 
quand  le  Soleil  est  environ  à fi^So'  au-dessous  de  l’horizon. 

Désignons  par  90°  -t-  c la  distance  zénithale  du  Soleil  au  com- 
mencement ou  à la  fin  du  crépuscule,  par  t,  l’angle  horaire  du 
lever  ou  du  coucher,  et  par  v la  duree  du  crépuscule;  ou  a 


— sinc  = sinf  sind  -t-  cosy  cosi cos(r, -1-  t), 
siny  sind  -f-  sine 


cos(r,  -(-  r)  = — 


cos  y cos  ^ 


H = 90°  — y -(-  cî, 

. ,,  , /sin  1 [h -t- c)  cosi  ( H — ci 

y 

d’où  l'on  j>eut.  déduire  v,  quand  r,  est  calculé. 

Appelons  le  point  de  la  sphère  céleste  qui  se  trouve  au  /.é- 
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Tiilli  an  niomenl  du  coiiclu-r  du  Soit-il,  Z relui  qui  &’y  trouve  à la 
fin  du  crépuscule;  dans  le  triangle  ayant  pour  sommets  ces  deux 
points  et  le  pôle,  l’angle  au  pôle  est  égal  à t,  et  on  a 

cosZZ'  sin’y  -+-  cos’y  cosT. 


Mais  puisque  dans  le  triangle  formé  par  les  points  Z,  Z',  et  le  So- 
leil S,  on  a ZS  = 90"  c,  Z'S  ==  tjo";  on  a aussi,  en  désignant 
l'angle  au  Soleil  par  S, 


cosZZ'  = cosr  cosS, 

et  on  obtient 

. T I — cosccosS 

stn’  - = 

a 2 cos- y 


où,  comme  on  le  voit  facilement,  S est  la  différence  des  valeurs 
de  l'angle  parallactique  au  moment  du  coucher  et  à la  fin  du  cré- 
puscule. L’équation  montre  que  t est  minimum,  lorsque  l’ang'eS 
est  nul,  c'est-à-dire  lors(|ue  à la  fin  du  crépuscule  le  point  qui 
au  coucher  du  Soleil  était  au  zénith  se  trouve  sur  le  cercle  vertical 
du  Soleil.  Les  deux  angles  parallactiques  sont  alors  égaux  entre 
eux. 

La  durée  du  plus  petit  crépuscule  est  donc  donnée  par  l’équa- 
tion 

. c 
sin  — 

. V 2 

sin  - 

2 cos  y 

Et  puisque 

sino  sin Ÿ -t- sine  sin  (î 

cosp  =z  ; ♦ cosn'  =: , 

cos  a cos  c cos  a 


il  résulte  de  l'égalité  de  ^ et  de  p' 


sin  j =:  — 


c . 

tang  - sin  y. 


équation  qui  donne  la  déclinaison  du  Soleil  pour  laquelle  a lieu  le 
plus  petit  crépuscule. 

Représentons  par  A et  A'  les  azimuts  du  Soleil  au  moment  de 
son  coucher  et  au  moment  où  sa  distance  zénithale  est  90“ -1-  c; 
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nous  aurons 

cosf  sin  A ~ cos^  sin/>, 
cos^sinA'  = cosisin//; 

par  conséquent,  dans  le  ras  du  plus  petit  crépuscule,  sin  A = sin  A'; 
les  deux  azimuts  sont  donc  supplémentaires. 

Des  deux  équations 

— sine  = sin f sin ^ -4-  cos<p  cos3 cos  (r,  + r), 
n = siuf  sin  3 + cosf  cos  J cos/, , 


il  résulte  encore 


.(,,-^l)sinl 


c r 

coâ  - sin  - 
1 2 


2 CObS  COSf 

vi  par  suite,  dans  le  cas  du  plus  petit  crépuscule, 


c 

cos  - 
a 

cos  J 


Supposons  c=i8",  nous  aurons  pour  la  latitude  (]>::=  8i", 


cille  est  de  ta  heures.  Ceci  a lieu  quand  la  déclinaison  du  Soleil 
est  — rfi  le  Soleil  est  alors  à l'horizon  à midi,  et  à minuit  à i8" 
au-dessous  de  l’horizon.  Il  n’r  a pas,  dans  le  sens  que  nous  lui 
avons  donné,  d’autre  crépuscule  de  durée  minimum  à cette  lati- 
tude, car  la  déclinaison  — 9"  du  Soleil  est  la  seule  pour  laquelle 
soient  remplies  les  deux  conditions  nécessaires  à l'existence  de  ce 
phénomène  ; 1°  le  Soleil  doit  se  lever  et  se  coucher;  a"  il  doit 
s’ahaisser  au-dessous  de  l’horizon  d'un  angle  de  18°.  En  cfrel, 
quand  le  Soleil,  restant  toujours  au-dessous  de  l'équateur,  a une 
déclinaison  qui  surpasse  9",  il  ne  se  lève  pas,  et  s'il  est  au-dessus 
de  ce  grand  cercle  l'angle  dont  il  s'abaisse  au-dessous  de  l'horizon 
n’atteint  jamais  18°. 

Pour  un  lieu  dont  la  latitude  est  supérieure  k 81°,  il  ne  se 
présentera  jamais  de  cas  où  l'on  puisse  parler  de  plus  petit  crè- 
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piiscule,  tel  que  nous  l’entendons  ici,  car  alors  la  valeur  de  sin  - 

est  toujours  impossible. 

Rrmùr^ue.  — Coniullrr  sur  U n fraction  : 

Larucc.  — Mécanique  ccleslr,  lirre  X. 

Besscl.  — Fundamrnta  Aitronomiœ^  p.  26  cl  suiv. 

IvnsT.  • — Philosophical  Transactions  pour  l8'i!i  et  |838. 

Bncuaa.  — Oie  Astronomische  Strahlenhrechun^.  On  y Iroiirera  un  exposé 
complet  de  toutes  les  théories. 


ni.  — De  l’abehe.vtiom. 

. 80.  Expressions  de  l'aberration  annuelle  en  ascension  étroite  et 

en  déclinaison.  — La  vitesse  de  la  Terre  dans  son  orbite  annuelle 
autour  du  Soleil  ayant  un  rapport  fini  avec  la  vitesse  de  la  lu- 
mière, les  étoiles  nous  .apparaissent  de  la  surface  de  la  Terre,  non 
pas  dans  la  direction  où  elles  sont  réellement,  mais  en  avance 
d’un  petit  angle  dans  la  direction  du  mouvement  de  la  Terre. 
Regardons  comme  distincts  les  deux  instants  t et  f',  auxquels 
un  rayon  lumineux,  venu  d’un  astre  immobile  (une  étoile  fixe), 

Fig.  6. 

P 

I 


I 


; I. 

arrive  successivement  sur  l’objectil  et  sur  le  réticule  d'une  lunette. 
Soient  a et  b (jfg-6)  les  positions  de  l’objectif  et  du  réticule  au 
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U'nips  /;  a'  et  b'  leurs  positions  au  temps  La  vraie  direction  du 
rayon  lumineux  dans  l’espace  est  b'  a\  au  contraire,  la  droite  ba 
ou  la  droite  b' a'  cpi'on  peut,  à cause  de  la  distance  presque  infinie 
des  étoiles,  considérer  comme  lui  étant  parallèle,  est  la  direction 
observée  du  lieu  apparent.  La  dilTérencc  entre  les  directions  b' a 
et  ba  s'appelle  aberration  annuelle  des  étoiles  fixes. 

Soient  maintenant  x,  y,  z les  coordonnées  rectangulaires  du 
réticule  h au  temps  t,  l’origine  étant  un  point  fixe  quelconque  de 
l'espace;  les  quantités 


X H-  --  (<'- 
lit  ^ 


X- 


dt 


[t'-t). 


{‘'-t). 


si'ront  les  coordonnées  du  réticule  au  temps/',  car,  pendant  le  petit 
intervalle  de  temps  /' — /,  on  peut  considérer  le  mouvement 
de  la  Terre  comme  rectiligne  et  uniforme.  De  plus,  soient  E,  a,  Ç 
les  coordonnées  de  l’objectif  par  rapport  au  réticule,  à l'epo(|iie  t 
où  la  lumière  pénètre  dans  la  lunette,  ces  coordonnées  rapportées 
aux  axes  primitifs  auront  pour  expressions 

•ï  + 5,  ^ -1-  >!,  *-!-!!• 

Prenons  maintenant  pour  plan  des  xy  le  plan  de  l’équateur, 
pour  plans  des  xz  et  des  .ra  les  plans  per|iendieulairesû  l'équateur 
menés  par  les  points  équinoxiaux  et  soisliliaiix  ; désignons  par  x 
et  S l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  point  où  la  vraie  di- 
rection du  rayon  lumineux  rencontre  la  sphère  céleste,  par  p la 
vitesse  de  la  lumière;  les  projections  sur  les  axes  coordonnés  du 
chemin  parcouru  par  cette  dernière  pendant  le  temps  /' — t sont 

P (/'  — /jcosiîcosx,  P (/' — /jcosiîsina,  p{/' — /)sin^; 

soient  encore  l la  longueur  de  la  lunette,  a!  et  l’ascension  droite 
et  la  déclinaison  du  point  où  la  direction  apparente  du  rayon  lu- 
mineux renctmlre  la  sphère  céleste;  nous  aurons  pour  valeurs  des 
coordonnées  apparentes  de  l’objectif,  par  rapport  au  réticule  : 

E = / cosiî' cosa',  n z= /cos#' sinx',  ï = /sin#’. 
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La  vraie  dirertion  du  rayon  hiroinenx  passe  par  les  positions 
de  l’objeetif  an  temps  t et  du  réticule  au  temps  dont  les 
coordonnées  sont  respectivement  : 

Ht 

X -(- /cosJ' cosa',  XH —[l' — /), 

dt 

/cos  sinst', 


Z -t-  / sini'. 


Si  donc  on  pose  L = — y on  a les  équations 


dx 


liCOS^COSOt  = L co5^'cosa' -1 

dt 


ft  œsS  sina  = LcosJ'  sin  a' 


dt' 


P siniî  = L sin  J' 


dz 
rtt  ' 


il'où  l'on  déduit  facilement 


L ,,  , , , . t idr  . d.r  , 

— cosJ  cosfa  — a)  = cos«  H 1 sm a H cosa  1 1 

P P \r/f  lit  ' 


L „ . , , > ' l'fr  ■ \ 

P lt\dt  <lt  ) 

\ [ d\  d.r  . \ 

P V dt  dt  / 


tang(a'  — a)  = 


I + 


' . , / '(r  . d r \ 

- seco  — sina  H r t-'OSa 

P \dt  dt  J 


On  obtiendrait  une  équation  toute  semblable  pour  tang(  j' — J). 
Développons  ees  deux  équations  en  séries,  au  moyen  de  lu  for- 
mule (i4)  du  n°  11,  et  dans  la  formule  qui  donne  tang(ô' — 3], 

remplaçons  tang  * par  sa  valeur  développée  suivant  les  puis- 
sances de  (a'  — a),  et  dans  laquelle  un  a négligé  les  termes  d'ordre 
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supérieur  au  second;  nous  aurons 


1 

/ dx  . 
{-swa 

--^^COSaJ 

1 sécJ 

1 

(dx  . 

dy  \ 

/ djr 

dy  . 

H — : 

— sina 

i -T  cosa  -H 

-V  Sïna 

P’ 

\ dt 

dt  / 

\dt 

dt 

O — S — I — sinJ  cosa  H — sinÿ  sina r coso  1 

f*  \ lit  lit  lit  / 

I /lir  . fh  y 

iy\iit  lit  / ® 

l / fix  tiy  dz  . 

— I — coso  cosa  H — - coso  sina  -h  — sino 

y\ilt  dt  dt  J 

I dx  . , ffx  • . tft,  ,\ 

X - sin  0 cosa  H — r *<no  sina rcoso  • 

\ dt  dt  dt  I 


Imaginons  maintenant  le  lieu  de  la  Terre  rapporté  à des  coor  - 
données  rectangulaires  menées  par  le  centre  du  Soleil,  l'axe  des  x 
positils  dirigé  vers  ré<|iiinoxc  du  printemps,  l’axe  des  y positifs 
vers  le  solstice  d’été,  et  l'axe  des  z positifs  vers  le  pôle  nord  de 
l'écliptique;  désignons  par  0 la  longitude  géocentrique  du  Soleil, 
ou  en  il'aiitres  termes  par  (i8o'’-f-  Q)  la  longitude  hélioccntrique 
«le  lu  Terre,  par  R la  distance  du  Soleil  A la  Terre;  nous  aurons 


X — — R cos  O , 
J-  = — R sin  O, 

Z = O. 


Par  rapport  à un  second  système  d'axes  ayant  aussi  pour  plan 
des  XJ'  l'éqiiateur,  et  obtenu  en  faisant  tourner  le  précédent  au- 
tour de  l’axe  des  x d’un  angle  i égal  à l'obliquité  de  l'écliptique, 
ces  coordonnées  auront  pour  expressions 

X = — R cos  Q , 

X ~ — R sin  Q cosi, 

3 = — R sin  O sint  ; 

et  comme  (n°  42)  la  longitude  du  Soleil  est  égale  à v o,  c’est-à- 
dire  à la  somme  de  l’anomalie  vraie  et  de  la  longitude  du  périhélie, 
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on  aura  par  dilTcremialion 

-=-cosO~  +Rs.nO-, 


dt 


— — sin  O cose  — — R cos  O cosc  — , 


di 


dz 

di 


• ^R  dv 

• sin  O sm  2 R cos  G « — ; 

<ii  ^ dt 


on  a aussi,  ^ étant  un  angle  tel  que  e =.  sin  ip  (n"  42), 


« 


donc 


_ rfE, 

*A  R 


d-j fl^cos'p  /-/M 

^ ~ “rî  Ji  • 


24' 


De  plus,  en  combinant  l’équation  R ; 
redcnie,  on  a 


n cos’ç 
I + e cosv 


avec  la  pré- 


<^R  2/M 

■;?r=“tangTs.iiv-^^^  . 


et  en  remplaçant 


'/■e n dU  / , a cos’®  \ 

dt  —-sinysinvcosOj; 

d’ailleurs 

rtCOS'» 

-11 — = i + sinçcosï  et  Q — v = b. 


En  substituant  et  agissant  de  même  pour  les  deux  autres  coor- 
données, on  a : 


n du  . 

dt 

A SID  O -h  Sin  O Sin  0 1 

cosy  de  ^ ^ ^ ^ 

U 

a 

rfM  , _ 

de  ~ 

cos  s 

COSf 

-;^tcosO  -H  sin 

f cos  0 1 

dz 

O 

dt 

SID  1 

COSf 

— (cos  0 -i-  sin 

f COSd) 
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343 

Si  l'on  porte  ccs  expressions  dans  les  formules  (o),  les  termes 
constants,  ceux  qui  contiennent  cr,  donneront,  dans  les  expres- 
sions de  l’aberration  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  des 
termes  également  constants  dont  on  peut  combiner  la  valeur 
avec  celles  des  coordonnées  de  la  position  movenne  de  l'étoile,  cl 
qu’on  n’a  plus  alors  à considérer.  Au  lieu  de  p,  introduisons 
le  nombre  K de  secondes  de  temps  qu’emploie  la  lumière  pour 
parcourir  le  demi  grand  axe  de  l’orbite  terix-stre,  en  sorte  que 

I K 


Nous  trouverons,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  prcmiei 
ordre, 

, K r/M  , ^ ^ . 

a — a — - (cos  O cosa  -+-  sin  Q sina)  secd, 

cos  y f/r  ^ / 

K.  </M 

â'  — ô =-l — — [cos  0 (sin a sin  5 cosi  — cososini) 


cos®  f/t 


— cosa  sin  J sin  Q ]. 


La  constante  est  appelée  ronstante  de  l’nherration , 

cosÿ  de 

on  en  connaît  la  valeur.  En  effet,  des  deux  facteurs  dont  elle  se 
compose,  l’un  est  le  moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  uni' 

seconde  de  temps  moyen,  unité  choisie  pour  mesurer  le  nombre  K; 
quant  k ce  nombre  lui-même,  Delambre,  k l'aide  de  l'observation 
des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  l'avait  trouvé  égal  à 493*; 
d'où  l’on  déduit  2o",255  pour  valeur  de  la  constante  de  l’aberra- 
tion. Depuis,  Struve  a obtenu,  par  l'observation  des  lieux  appa- 
rents des  étoiles  lixes,  la  valeur  ■.•.o",445i  ; or 


r/M  _ 59'8",t9 
de  86  400 


=ro,o4i  067  {•) 


et 


logcos^=  I ,999939; 


on  conclut  donc  de  cette  dernière  valeur  K = 497*»  7®* 


(*)  D'après  Hansen,  la  durée  de  Tannée  sidcmle  est 

36y  6** 9™ 9*j35  = 365,^56  358q  jours  moyens; 
le  ' moyen  mourcroent  sidéral  du  Soleil  en  un  jour  moyen  esi  donc  de 
.19'  8*',  193. 
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On  a ainsi,  pour  l’aberration  annuelle  des  étoiles  lixes'en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison, 

ia'  — a.— — 20",  445  ' (cos  O cos*  cost  -t-  sin  Q S'o  sécî, 
S'  — -î  z=-4- 2o",44S' eos  0 (sina  sin^  cost  — cosiî  sim) 

( — 2o",445>  sin  O cosa  sin^. 


On  obtiendrait  les  termes  du  second  ordre,  en  tenant  cunipte 

de  tous  les  ternies  dans  le  remplacement  de  --  par  leuis 

' fit  dt  dt  ' 

valeurs  (4)  ; niais  ils  sont  en  général  assez  jietits  pour  )iouvoir  être 
négligés.  En  effet,  effectuons  ce  calcul. 

I"  En  ascension  droite,  abstraction  faite  des  facteurs  constants, 
le  coefficient  de  séc’iî  est 

2 sinaa  (cos’Q  cos’i  — sin’O)  — 2 sin  2 0 cost  (cos’a  — sin^a), 

d’où,  en  négligeant  le  petit  ternie  qui  contient  en  facteur 
sin2asin’(,  on  déduit  facilement  pour  l’ensemble  des  termes  du 
second  ordre 


I K’  /r/M\’  , ,,,  ^ . 

— V ( - 1 sec’o  C0S2 O sin 2a ( i -f  cos’ei 

4 cos’ÿV  dl  ! L ^ I 


— 2 sin  2 0 C0S2  a coss], 


ou,  avec  les  valeurs  numéric]ues  et  « = 2.3”28', 

I — o",ooog32gséc’(fsin2oios2.  0 
( r j ' 

( H- O ,ooog2g5  séc’àcosaasin  2 0 , 

somme  qui  atteint  à jieinc  o’,oi  pour  une  étoile  dont  la  décli- 
naison est  85"  3o'. 

2"  En  déclinaison,  nous  négligerons  les  termes  qui  ne  con- 
tiennent pas  tang^;  or,  aux  facteurs  constants  prés,  le  coefficient 
de  tang  j a pour  valeur 

sin’0  sin=a  -f-  ros’0  cos’r  cos’a  -t-  ÿ sin  2 0 sin 2. a cosi. 

Exprimons  les  carrés  des  sinus  et  cosinus  en  fonction  du  cosinus 
de  l’angle  double,  négligeons  le  terme  constant  i -h  cos’i  et  le  petit 
terme  en  cos2asin’»,  nous  aurons  pour  l’ensemble  des  ternies  du 

16. 
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X (cos 2 0 [cos2a(i  + ccs’«)  — sin’i]-|-  2 sinaQ  sin  2a  cos:  |, 


et,  après  siibslitiition  des  valeurs  numériques, 


(rf) 


-+-  (o",ooo  0402  — o",oüo4665  C0S2  a)  lang(} cos2  Q 
— o*,ooo  4648  tangJ  sin 2a,sin2  O, 


somme  qui,  pour  des  étoiles  de  déclinaison  moindre  que  87°  6', 
est  toujours  inferieure  à o",  01.  Pour  toutes  les  étoiles  dont  la  dé- 
clinaison ne  surpasse  pas  85“,  on  peut  donc  négliger  les  termes 
du  second  ordre. 

Ij;s  formules  (A)  supposent  que  les  grandeurs  o,  J et  Q sont 
rapportées  à l'équinoxe  apparent,  et  que  e est  l'inclinaison  appa- 
rente de  l’écliptique.  Dans  le  calcul  de  l’aberration  d’une  étoile 
pour  un  long  espace  de  temps,  il  est  commode  de  négliger  d’abord 
la  nutation,  c’est-à-dire  de  rapporter  o,  à et  Q à l’équinoxe 
moyen  et  de  prendre  pour  s l’obliquité  moyenne.  Mais  il  faut  en- 
suite calculer  les  erreurs  ainsi  introduites  et  corriger  de  ces  quan- 
tités les  valeurs  obtenues  pour  l’aberration.  On  obtient  ces  correc- 
tions en  différentiant  les  formules  (A)  par  rapport  à a,  Q et  e 
et  en  adoptant  pour  valeurs  de  da.,  dà,  dQ  et  dt  les  nombres 
qui  mesurent  les  changements  que  la  nutation  produit  sur  ces 
grandeurs.  On  ne  prend  évidemment  ici  que  les  termes  les  plus 
importants  de  la  nutation;  en  outre,  si,  dans  la  correction 
relative  à l’ascension  droite,  on  néglige  tous  les  termes  (|ui  ne 
contiennent  pas  en  facteur  sécS  tang^,et,dans  la  correction  qui  se 
rapporte  à la  déclinaison , tous  ceux  qui  ne  sont  point  multipliés 
par  sinJtangJ,  les  variations  dQ  et  dt  ne  donnent  naissance, 
comme  il  est  facile  de  le  voir,  à aucun  terme  sensible;  il  suffit  donc 
de  prendre  pour  expressions  de  r/a  et  de  dS  les  valeurs 

da=—  (G", 867  sin  Q sina  -1-  9", 223  cos  Q cosa)  tang'î, 

di  — — (6",8G7  sin  Q cosa  -4-  9",  223  cos  Q sin  a). 


Pour  abréger,  remplaçons  9",  223  et  6",  867  par  n et  i dans 
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les  équiltions  oblcnurs  en  dilTérentiant  les  formules  (A),  nous 
aurons 

a'  — X—  lo", 9.7.25  tang^ scciî 

X [ — (i  + /I  cosc)  cos(0  SJ  ) sin2a 

+ [b  cosi  + rt)  sin(Q  + JJ  ) cos2  a 
-+-  (A  — a cost)  cos(0  — Q)  sin2a 

— {b  COSI  — a)  sin(0  — Q ) cos 2 a j. 

S'  — 3 — 5",  1112  (ang J sinJ 

X [ — (6  -t-  n cosi)  cos(0  + Q)  cos2* 

— (i  COSI  rt)  sin(0  + ) sin2a 

H-  (6  — a cosi)  cos(0  — Q )cos2a 

(6cose  — «)  sin(0  — SJ)  sin2a 
+ (b  — a cos  s)  cos(0  Q) 

— (b  -4-acosi)cos(0  — Sî)]; 

et  avec  les  valeurs  numériques  : 

*=langiséciîx[—  o", 0007697  cos(0  -I-  SJ)  sin2a 
-I- o", 000  7693  sin{0  -f-  Q)ros7a 

— o", 000  0790005(0 — SJ)s‘*'2“ 
-H  o",ooo  itj49  s>n(0  — SJ)'^°*’  “]' 

iî=tangiîsino  x[— o", 000  8798005(0  -t-  Q)cos2a 

— o", 000 3847  *•»(©+  SJ)  sin?.2 

— o",oooo3g5  cos{0  — Q) cos 2 a 

— o", 000 0725  sin(0  — Q)  sin2a 

— o",ooo  o3g5  cos(0 -t-  Q) 

— o", 000  3798005(0  — Q)]. 

Pour  toute  étoile  <le  déclinaison  inférieure  à 85°  3o',  la  valeur 
de  a'  — a sera  inférieure  à o’,oi  ; d’ailleurs  S'  — 3 n’atteindra 
o",oi  que  pour  une  déclinaison  égale  à 85°  6';  ainsi  que  les  termes 
donnés  par  (c)  et  (rf),  ceux-ci  seront  donc  négligeables  pour  toutes 
les  étoiles  dont  la  déclinaison  est  inférieure  à 85°. 
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3.4(1 

Expressions  de  l'aberration  annuelle  en  longitude  et  en  latitude. 
— Les  éqiialions  relatives  à l'aberration  seront  beaucoup  plus 
simples,  si  au  lieu  de  ro<|uateur  on  prend  récliptiipie  pour  plan 
fondaXiental;  en  effet,  en  négligeant  les  termes  constants,  on  a 


de 

dt 

il_Y 

rf7 


COSf 


sin  O 


— cos  O 

cos  y 


r/M 

rfT’ 


dt 


5 


dz 

1t 


= 0. 


Après  avoir  substitué  ces  expressions  dans  les  formules  (n)  et 
remplacé  a et^  pnr)i  et  p,  un  obtiendra  pour  l’aberration  annuelle 
des  étoiles  fixes  en  longitude  et  en  latitude 

Î'a'  — \ — — 20", 445 1 cos(  X — O ) séc  6 , 

13'  — ,8  3o",445t  sin(X  — 0)sinp, 


formules  qui  ne  changent  point,  si  dans  X et  0 on  emploie  l'c- 
quinoxe  moyen  au  lieu  de  l'équinoxe  apparent.  On  a de  plus  pour 
les  termes  du  second  ordre  : 

En  longitude -r  o",ooi  oi3.8  sin3(0  — X)séc’p, 

En  latitude — o",oao5o0j  cos3,(0  — X)  tangfl, 

oii  le  coefficient  o ,001  oi33  est  en  décimales  la  valeur  de  la  frac- 
, (2o",445i)’ 


tion 


et 


’ 30()365 

Exemplk.  — En  1849,  avril  1,  on  a,  pour  Arcturus, 
a i4'‘8'"48’  = 212"  i3',o,  à = -h  ig‘’58', I , 

0 = II»37',2,  I=23“27',4. 

On  en  détiuit 

a'-a  = +i8",88,  o''-o'  = -g",65. 


Digitized  by  Google 


TABLES  DE  l'aberration. 


('t  puisque 


i = 202°8',  P =-(- 3o°  5o', 


un  a aussi 


X'— > = -+- 23",4i,  P'— P = — i",9i. 


8i.  Tables  de  l'aberration.  — On  a construit  des  Tables  des- 
tinées à simplifier  le  calcul  de  l’aberration  en  ascension  droite 
et  en  déclinaison,  souvent  pénible  au  moyen  des  formules  que 
nous  venons  de  donner.  Les  plus  commodes  sont  celles  de  Gauss, 
<lont  la  construction  repose  sur  les  transformations  suivantes.  Si 
l’on  pose 

20", 445 ' sin©  = n sin(0 -t- A), 

20", 4451  COS0  cost  = ncos(0  + A), 

un  a les  expressions  simples 

o'  — a = — a séciîcos(0  -(-A  — *), 

5'  — O = — a sin5  sin(  0 -H  A — a)  — 2o",445i  cos  0 cos^  sint 
= — n sinJ  sin(0  -f-  A — a)  — io",2225  sin«cos(0  -(-  ô) 
— 10', 2225  sinieos(0  — 5). 

Ce  sont  ces  formules  que  Gauss  a réduites  en  Tables.  La  première 
Table  donne  A et  log^t  avec  la  longitude  du  Soleil  pour  argument, 
et  on  en  déduit  l’aberration  en  ascension  droite  et  la  première 
partie  de  l’aberration  en  déclinaison.  La  deuxième  et  la  troisième 
parties  sont  ensuite  données  par  la  seconde  Table  où  l’on  entre 
avec  les  arguments  0 -t-  ^ et  0 — S.  Ces  Tables  ont  été  pu- 
bliées pour  la  première  fois  dans  la  Monatliche  Corretpondenz 
(t.  XVII,  p.  3i2);  la  constante  employée  est  celle  de  Delambre, 
2u",255.  Plus  tard,Nicolaï  en  a calculé  d’autres  avec  la  nouvelle 
constante  2o*,445i  ; on  les  trouve  dans  la  collection  des  Tables 
auxiliaires  de  Warnstorff. 

Pour  l’exemple  précédent,  la  première  des  Tables  de  Nicolaï 
donne 

A=i'’i',  logo  = t,2'j48, 

d’où 

a'  — a -t-  1 8",  88. 
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La  même  Table  donne  — 2",  i5  pour  la  première  partie  de  l'aberra- 
tion en  déclinaison.  En  cherchant  ensuite  dans  la  deuxième  Table 
les  nombres  correspondants  aux  arguments  3i“  35'  et  — 8°  21’, 
on  trouve  — 3", 4?  et  — 4">°3  pour  deuxième  et  troisième 
parties  de  l’aberration  en  déclinaison;  on  a donc 

d'-J  = -9',65. 

82.  Expressions  de  la  parallaxe  annuelle  des  étoiles  fixes.  — 
Le  maximum  et  le  minimum  de  l'aberration  en  longitude  ont 
lieu,  pour  une  étoile  donnée,  quand  sa  longitude  égale  celle  du 
Soleil  ou  la  surpasse  de  180°;  au  contraire,  le  maximum  et  le 
minimum  de  l’aberration  en  latitude  se  produisent  quand  l’étoile 
précède  ou  suit  le  Soleil  de  90°. 

Les  formules  qui  donnent  la  parallaxe  annuelle  des  étoiles  fixes, 
c’est-à-dire  l’angle  des  directions  menées  de  l’étoile  au  centre  de 
la  Terre  et  au  centre  du  Soleil,  sont  entièrement  analogues  à relies 
de  l'aberration  annuelle;  seulement  les  maxima  et  les  niinima 
n’ont  pas  lieu  aux  mêmes  époques.  Soit,  en  effet,  \ la  distance 
d'une  étoile  au  Soleil,  > et  ^ sa  longitude  et  sa  latitude  vues  du 
Soleil,  les  coordonnées  de  l’étoile  par  rapport  au  Soleil  seront 

a:  = A co$p  cosl,  j = ùcospsinl,  î = Asinp; 

mais,  si  A'  est  la  distance  de  l’étoile  à la  Terre,  ses  coordonnées 
rapportées  à la  Terre  ont  pour  expressions 

x' = 4' cosp' cosX',  A'cos  p’sinX',  z'=4'sinp'; 

d’ailleurs,  en  prenant  pour  unité  le  demi  grand  axe  de  la  Terre, 
les  coordonnées  du  Soleil  par  rapport  à la  Terre  sont  égales  à 

X = R cos  O et  Y = R sin  0 ; 

on  a donc  les  équations 

bl  cosp'cosX'  = A cospeosX  -(-  R cos  O , 

A'  cos  P'  sinX'  = A cosp  sin)  R sin  Q , 

A'  sin  P'  = A sin  P ; 
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il'où  l’on  déduit  facilement 


X'  — X = — ^ sin  (X  — Q)  sécp. 206265, 

A 

P'  — P = — ^ cos  (X  — O ) sin  P . 206 265  ; 

ou  bien,  en  remarquant  que  le  produit  206265  est  l’expression 

A 

de  la  parallaxe  annuelle  n, 

j X'  — X=  — irR  sin(X  — Q)sécp, 

^ ^ j P'— p= — wR  cos()  — O)  sinp. 

Ces  formules  offrent  une  analogie  parfaite  avec  celles  qui  sont 
relatives  à l’aberration;  mais  à l’inverse  de  ce  qui  se  passe  dans 
ce  dernier  phénomène,  la  parallaxe  en  longitude  est  maximum 
ou  minimum  quand  l’étoile  précède  ou  suit  le  Soleil  de  90°,  et  In 
parallaxe  en  latitude  prend  sa  valeur  maximum  ou  minimum 
quand  la  longitude  de  l’étoile  surpasse  de  180°  celle  du  Soleil,  ou 
lui  est  égale. 

Pour  l’ascension  droite  et  la  déclinaison,  on  a les  équations 


A'cosi'cosa'  = Acosfcosa  -t-  Rcos©, 

A'  cosi'  sin  a'  = A cosiî  sina  + R sin  0 cost, 

A'  sin^'  = A sin  J + R sin  0 sini, 

et  on  trouve  ensuite,  tout  à fait  comme  pour  l’aberration. 


(D) 


a'  — ot  = — «R  (cos0  sina  — sin0  cos  t cosa)  séci, 
S'  — d = — ttR  ( cosf  sina  sin d — sint  cos^ ) sin  0 
— îtR  cos  0 sin^  cosa. 


83.  Ej'prcssions  de  l’aberration  diurne.  — Le  mouvement 
diurne  de  la  Terre  autour  de  son  axe  produit,  comme  son  mou- 
vement annuel  autour  du  Soleil,  une  aberration  que  l’on  appelle 
aberration  diurne.  Elle  est  d’ailleurs  moins  importante  que  l’aber- 
ration annuelle,  puis<|ue  la  vitesse  du  mouvement  de  la  Terre  aii- 
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tour  de  son  axe  est  bien  plus  petite  que  celle  du  mouvement  an- 
nuel. 

Par  rapport  à trois  axes  rectangulaires  dont  l'un  coïncide  avec 
l’axe  de  rotation,  et  les  deux  autres  sont  dans  le  plan  de  l’équa- 
teur, de  telle  sorte  que  la  partie  positive  de  l'axe  des  x soit  di- 
rigée du  centre  de  la  Terre  à l'équinoxe  du  printemps  et  la  partie 
positive  de  l'axe  des  y vers  le  point  dont  l’ascension  droite  est 
égale  à go”,  un  lieu  de  la  surface  de  la  Terre,  dont  la  latitude  géo- 
centriqiie  est  y',  a pour  coordonnées  (n”  6(i) 


x — f cosif'cos©, 
y — O cos  y'  sine, 
s = psin?'; 

on  a donc 

dx  . f/e 

= — pcoss  sine  -~-i 
dt  ^ dt 

dy  , dB 

P cos  a cose  — — ! 
dt  r T 


dz 


substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  [a)  du  n"  80  et  négli- 
geons les  secondes  puissances,  nous  obtiendrons  facilement 


3.'  — a = 


S'  — S — 


I rfe  , , 

T-  PCOS»  COSie  — 

(X  f/r  ^ ^ 

I f/e 

— — P cos»  sin  e — 
fx  dt  ^ 


a)  séeiî, 
a)  sin  J. 


Actuellement  désignons  par  T le  nombre  de  jours  sidéraux 
d'une  année  sidérale,  le  mouvement  angulaire  d'un  point  de  la 
Terre  pendant  la  révolution  de  celle-ci  sera  T fois  plus  grand  <pie 
le  mouvement  angulaire  de  la  Terre  dans  son  orbite, 

— T — • 
dt  dt  ' 


d'autre  part,  ir  étant  la  parallaxe  du  Soleil  et  K le  nombre  de  se- 
condes de  temps  que  met  la  lumière  à parcourir  le  demi  grand  axe 
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(le  l'orbite  terrestre,  on  a 


ce  qui  donne 


- P = K - = K siiiT 

U ' n 


K — — T sinTc 

fit 


pour  expression  de  la  constante  de  l’aberration  diurne.  En  sub- 
stituant aux  lettres  les  nombres  qu’elles  représentent 

./ W 

K 2o",442,  7r  = 8",57i,  T=366j,256, 


on  trouve 

o",  3 1 1 

comme  valeur  numérique  de  cette  constante. 

Pour  plus  de  simplicité,  prenons  la  latitude  f au  lieu  de  la  lati- 
tude corrigée  if',  les  expressions  de  l'aberration  diurne  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison  deviendront 

( a' — a = o",3i  I cosycos(0  — a)sécJ, 

( 5'  — S = o",3i  I cosç  sin(0  — a)sin^; 

ainsi  quand  l’astre  est  au  méridien  l’aberration  diurne  en  décli- 
naison est  nulle,  tandis  que  l'aberration  en  ascension  droite  y 
atteint  sa  valeur  maximum 

o",  3i  I cosy  séc5. 

84.  Orbites  apparentes  des  étoiles  autour  de  leurs  positions 
moyennes.  — Pour  l’aberration  annuelle  des  fixes  en  longitude 
et  latitude,  nous  avons  précédemment  trouvé 

V — y.— — t/ coi{\  — 0)sécp, 

P'  — P = -H  <7  sin(>  — O)  sin  p, 

où  q désigne  la  constante  2o",44^i.  ^ci  posé,  imaginons  le  plan 
tangent  à la  sphère  céleste  mené  par  la  position  moyenne  d’une 
étoile,  et  dans  ce  plan  un  système  de  coordonnées  rectangulaires 
r et  y,  dont  les  axes  soient  les  intersections  de  ce  plan  tangent 
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avec  les  plans  du  parallèle  et  du  cercle  de  latitude;  les  coordon- 
nées du  lieu  vrai  aifectc  de  l'aberration,  par  rapport  uu  lieu 
moyen,  seront 

xz={\'  — l)cosp  et  = P' — p, 

car  pour  d’aussi  petites  distances  à l’origine,  le  plan  tangent  peut 
être  considéré  comme  coïncidant  avec  la  surface  de  la  sphère  cé- 
leste; on  en  déduit  facilement 

9’sin’P  — æ’  sin’p. 

C’est  l’équation  d’une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  9 et  f sin  p. 
En  raison  de  l'aberration  annuelle  les  étoiles  décriront  donc  au- 
tour de  leurs  lieux  moyens  une  ellipse  dont  le  demi  grand  axe  a 
pour  valeur  2o",44St>  le  demi  petit  axe  le  maximum  de  l’aber- 
ration en  latitude.  Pour  les  étoiles  situées  dans  le  plan  de  l’éclip- 
tique, ce  demi  petit  axe  est  nul  puisque  p=;o.  Elles  décrivent 
donc,  dans  le  cours  d'une  année,  une  ligne  droite,  et  parcourent 
sur  l’écliptique  20",  44^  t chaque  côté  de  leur  position  moyenne. 

Pour  une  étoile  qui  coïnciderait  avec  le  pôle  de  l’écliptique,  on 
aurait  p = go°,  et  par  suite  les  deux  axes  seraient  égaux;  dans 
l’espace  d’un  an,  une  pareille  étoile  décrirait  donc  autour  de  sa 
position  moyenne  un  cercle  de  rayon  égal  à 20",  445i- 

En  général,  c’est-à-dire  pour  une  valeur  de  p autre  que  ces 
valeurs  extrêmes,  la  position  que  l’étoile  occupe  à un  instant 
quelconque  sur  l’ellipse  d’aberration  est  donnée  par  la  construc- 
tion suivante.  Dans  le  plan  de  cette  ellipse  imaginons  un  cercle 
qui  lui  soit  concentrique,  et  dont  le  diamètre  soit  égal  au  grand 
axe;  en  outre,  supposons  qu’un  rayon  de  ce  cercle  le  décrive  d'un 
mouvement  uniforme  et  coïncide  avec  le  côté  ouest  du  grand  axe 
quand  la  longitude  du  Soleil  est  égale  à celle  de  l’étoile,  et  avec 
le  côté  sud  du  petit  axe  quand  elle  la  surpasse  de  90".  Traçons  le 
rayon  correspondant  à la  longitude  actuelle  du  Soleil,  et  par  l’ex- 
trémité de  ce  rayon,  menons  une  perpendiculaire  au  grand  axe, 
le  point  où  cette  droite  coupera  la  circonférence  de  l’ellipse  sera 
la  position  actuelle  de  l’étoile. 

Si  l’étoile  a une  parallaxe  ir,  les  expressions  de  ses  deux  coor- 
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données  rectangulaires  seront,  en  supposant  R constant  et  égal  à 
l'unité, 

JC  ~ — q cos(>  — O)  — 7t  sin(X  — 0), 
jr  =-j-  q sin(X  — Q)  sinp  — tt  cos(X  — Q)  sinp, 

ou,  en  posant  q = acosA  et  7r=:asinA, 
x=j  — a cos  (X  — Q — A 
7 = + fl  sin  (X  — O — A ; sin 

L’étoile  décrit  encore  une  ellipse  autour  de  son  lieu  moyen,  mais 
le  demi  grand  axe  est  ^q'-hn‘  et  le  demi  petit  axe  \Jq^-^  sinp. 

Il  en  est  entièrement  de  même  pour  l’aberration  diurne.  En 
vertu  de  cette  dernière,  les  étoiles  décrivent  dans  un  jour  sidéral 
autour  de  leur  position  moyenne  une  ellipse  dont  les  demi -axes 
sont  o",3iicosf  et  o",3i  i cosf  sind.  Pour  les  étoiles  équa- 
toriales, cette  ellipse  se  réduit  à une  ligne  droite,  tandis  que  pour 
une  étoile  qui  coïnciderait  avec  le  pôle  elle  devient  un  cercle. 

83.  Ahcrration planétaire.  — Si  l’astre  a un  mouvement  propre, 
comme  le  Soleil,  la  Lune,  les  planètes  et  les  comètes,  ce  que  nous 
avons  dit  de  l’aberration  des  fixes  ne  forme  pas  l’aberration  com- 
plète. En  eiTet,le  lieu  de  cet  astre  change  pendant  le  temps  que  la  lu- 
mière emploie  pour  arriver  à la  Terre,  et  par  conséquent  la  direction 
observée  du  rayon  lumineux  ne  correspond  pas  à la  vraie  position 
géocentrique  de  l’astre  au  moment  de  l’observation.  Supposons 
que  le  rayon  lumineux  qui,  au  temps  t,  rencontre  l’objectif  de  la 
lunette  soit  parti  de  la  planète  au  temps  T.  Soient  7 ) P et  /v 
les  positions  de  la  planète  dans  l’espace  aux  temps  T et  /,  A la 
position  de  l’objectif  au  temps  T,  a et  b les  positions  de  l’objectif 
et  du  réticule  au  temps  r,  a'  et  b'  leurs  positions  au  temps  (' 
quand  le  rayon  lumineux  rencontre  le  réticule.  Dès  lors 
AP  est  la  direction  du  lieu  de  la  planète  au  temps  T, 
ap  celle  du  lieu  vrai  au  temps  r, 

ba,  b' a'  lesdirections  des  lieux  appaients aux  temps  r et  dont 
la  différence  est  infiniment  petite, 
b'  a la  direction  de  ce  même  lieu  apparent  débarrassé  de  l’aberra- 
tion des  fixes. 
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Puisque  P,  a et  b'  sont  en  ligne  droite,  on  a 

p«  / — r 
77b' 

• 

De  plus,  on  peut  toujours  supposer  que  pendant  le  petit  inter- 
valle de  temps  t'  — T le  mouvement  de  la  Terre  est  rectiligne  et 
uniforme;  par  suite,  A,  n cto'  sont  aussi  sur  une  même  droite, 

fig.  7. 

P 

i 
I 


a-  '•<. 


b’  * 

et,  en  outre,  Aa  et  on'  sont  proportionnels  aux  temps  t — T et 
t' — t.  Il  en  résulte  encore  que  AP  est  parallèle  à b'  a'  et  que  par 
conséquent  le  lieu  apparent  de  la  planète  au  temps  t coïncide  avec 
son  lieu  vrai  au  temps  T.  La  différence  t' — T est  du  reste  le  temps 
que  la  lumière  emploie  pour  arriver  de  la  planète  jusqu'à  l’œil, 
ou  le  produit  de  la  distance  de  la  planète  jiar  497*)  8,  temps  né- 
cessaire à la  lumière  pour  parcourir  le  demi  grand  axe  de  l’orbite 
terrestre. 

De  là  dérivent  trois  méthodes  qui  permettent  d’obtenir,  à une 
époque  quelconque  t,  le  lieu  vrai  d’une  planète  au  moyen  de  son 
lieu  apparent  : 

I.  On  retranche  de  l’époque  observée  le  temps  employé  par  la 
lumière  pour  aller  de  la  planète  à la  Terre;  le  lieu  vrai  correspon- 
dant au  temps  T ainsi  obtenu  est  identique  avec  le  lien  apparent 
au  temps  t. 
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II.  Avec  la  distance  de  l’astre,  on  calcule  la  réduction  du  temps, 
c’est-à-dire  t — T,  et  à l’aide  du  mouvement  diurne  de  l’astre  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison,  la  réduction  au  temps  T du 
lieu  apparent  observé. 

III.  On  considère  le  lieu  donné  débarrassé  de  l’aberration  des 
fixes  comme  le  lieu  vrai  au  temps  T,  mais  vu  de  la  position  de  la 
Terre  au  temps  t.  On  emploie  cette  dernière  méthode  quand  on 
ne  connaît  pas  la  distance  de  l’astre,  par  exemple  dans  le  calnil 
de  l'orbite  d’une  planète  ou  d’une  comète  nouvellement  décou- 
verte. 

La  lumière  met  497*»  8 pour  venir  du  Soleil  .à  la  Terre,  et  le 
moyen  mouvement  du  Soleil  en  un  jour  est  de  5g' 8",  ig.  Par  suite, 
d’après  la  règle  II,  l’aberration  du  Soleil  en  longitude,  qui  rend 
toujours  trop  petites  les  longitudes  déduites  de  l’observation,  est 
égale  à 2o",45;  il  faut  ajouter  que  les  variations  de  la  distance 
et  de  la  vitesse  du  Soleil  produisent  sur  cette  valeur  de  petits 
changements,  qui  dans  l’espace  d’une  année  ne  surpassent  pas 
quelques  dixièmes  de  seconde. 

86.  Démonstration  analytique  des  lois  précédentes.  — Le  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre,  et  qui  est  en  (ait  le  cas  gé- 
néral, peut  se  traiter  aussi  facilement  à l’aide  des  équations  fon- 
damentales du  n°  80.  Il  est  clair,  en  effet,  que  dans  ce  cas,  au  lieu 
de  la  vitesse  absolue  de  la  Terre,  on  ne  doit  employer  que  sa 
vitesse  relative  par  rapport  à l’astre  mobile;  car  cette  vitesse  re- 
lative combinée  avec  celle  de  la  lumière  déterminera  l'angle  que 
doit  faire  la  lunette  avec  la  vraie  direction  des  rayons  lumineux 
venant  successivement  de  l’astre  pour  que  celui-ci,  malgré  son 
mouvement  propre  et  celui  de  la  Terre,  paraisse  toujours  dans 
l’axe  de  la  lunette.  Soient  donc  Ç,  >i,  Ç les  coordonnées  de  l’astre 
par  rapport  au  système  d’axes  considéré  plus  haut,  il  faudra,  dans 
les  équations  (a)  du  n°  80,  substituer 

d.r  rfÇ  dr  drt  ds  </Ç  . dx  djr  dz 

dt  dt  dt  dt  ' dt  dt  dt'  dt'  dt 

Soit  A la  distance  de  l’astre  à la  Terre;  ses  coordonnées  géo- 

centriques  sont  A ensd  cosa,. . . , et  par  conséquent  ses  coordon- 
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nées  liélioceniriques  n,  Ç,  ont  pour  valeurs 
/ Ç = A cosJcosx  -t-  X-, 
.(/)  J « = Acosi  sina , 

■ 1 î — A sin  J 4-  Z ; 

d’où  l'on  déduit  facilement 


/rf.r  f/çN  . / r/f  f/n\ 

7-lsina  — (— -l  cosa  = A cosa 

\ dl  dt } \ dt  di  I 

i<Jf  _ 

\dt 


dx 

7/7’ 


\ dt  dt  I 


sino  cosa  + I 


— 1 sin<)  sina 
dt 


\dt  dt  ) 

Les  formules  (a)  se  transforment  donc  dans  les  suivantes 


cos  J = A 

dt 


a 


-r 


A dx 
(i  dt  ' 

A dS 

[i  dt  ’ 


mais  - est  le  temps  que  la  lumière  emploie  pour  parcourir  la 
distance  A;  en  désignant ^e  temps  par  t — T,  on  a les  équations 


(/ 


elles  expriment  que  le  lieu  apparent  est  égal  au  lieu  vrai  au 
temps  T,  et  correspondent  aux  règles  I et  II  du  n°  8o. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  évidemment  que,  dans  le  cas  ac- 
tuel, l'aberration  peut  encore  s'obtenir  en  ajoutant,  aux  seconds 
membres  des  deux  formules(o),  les  termes 

I /r/Ç  . dn  i . , 

- ^ — sina ^ cosa)  seco  pour  la  première, 

\ , dl  . . dn  . ^ . </Ç  A , , 

- — sind  cosa  H — - sinosina4 coso  pour  la  deuxieme; 

fl  \dt  dt  dt  / 
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nn  a donc,  en  désignant  par  Da  et  L) ^ l'aherratinn  des  fixes, 


a!  — a=rDaH 

•J  . • . <lri  . . . (iX. 

S — d = DJ  — I —,  sin  J rosa  + — sin J sina  -+  — coso 

fi  \ dt  dt  ut 

Diffcrenlions  niaintenanl  les  écpiations  (/),  en  considérant  les 
grandeurs  géocentriqiies,  A,  a,  J,  comme  variant  seules,  et  en 
traitant  les  coordonnées  de  la  Terre  comme  des  coiislanles;  re- 
présentons p.ir  ( "7r  ) ‘lérivées  partielles  do  a et  J,  et 

remplaçons  dans  les  seconds  membres  des  équations  précédentes 

les  coefficients  de  — par  les  valeurs  ainsi  ohtemies,  nous  aurons 
f* 


ou 

(F)  a'— Da  = a— (f  — J*  — D J = J - (t  - T)  ( ; 


I — -stn* cosa)  sec  J, 

\ dt  dt  / 


équations  qui  correspondent  h la  règle  111  du  n”  85;  en  cfi'et 

et  représentent  les  dérivées  partielles  de  o et  J 

quand  on  fait  varier  le  lieu  liéliocentrique  de  l’astre,  mais  non 
celui  de  la  Tene;  les  seconds  membres  des  deux  cqiialions  corres- 
pondent donc  au  lieu  de  l'astre  au  temps  T,  vu  de  la  position  que 
la  Terre  occupe  an  temps  t. 

Remarque  ]. — Le  inonvemenl  elliptique  de  la  Terre  aulnnr  du  Soleil  et 
son  mouvement  diurne  de  roiolion  ne  constituent  pas  te  mouvenirni  entier 
dans  Pespace  d'un  point  de  la  Terre  : le  ^iolf^l  liii*nièmo  se  meut  et  en* 
trjine  avec  lui  la  Terre  et  tout  le  syvlème  solaire.  Comme  nous  le  verrons 
plut  tard,  cet  astre  est  animé  d'un  double  mouvement,  un  mouvement  de 
translation  dans  l'espace  cl  un  mouvement  périodique  causé  par  les  at- 
tractions des  planètes;  en  efTei,  celles-ci  ne  te  meuvent  pas  réellement 
dans  des  ellipses  autour  du  centte  du  Soleil;  mais,  soumit  à leurs  atlrac- 
tiona  rériproqnes,  une  planète  et  le  Soleil  décrivent  autour  de  leur  centre 
de  gravité,  qui  reste  immobile,  deux  ellipses  dont  les  dimensions  sont 

I.  17 
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cnire  cllci  dans  In  ra}iporl  inverse  dos  masses  de  ces  deux  corps.  Le  pre> 
micr  de  ces  deux  raotivomi-nls  pcnl  acUieMement  être  tegardo  comme  rec- 
lilignc  cl  rostcni  Ici  un  Irès-Ioug  espace  de  temps;  il  n'a  donc  d'autre  eiïet 
que  de  changer  les  positions  des  astres  d'uno  quantité  constante,  cl  par 
suite  il  est  permis  do  n'en  point  tenir  compte.  Qium  i roberrntiori  due 
an  second  mouvement,  elle  esL  si  petite,  qu'on  fieut  toujours  la  négliger. 
Soient,  en  eifel,  o et  a'  les  rayons  des  orbites  des  deux  planètes,  orbites 
que  nous  supposerons  circulaires,  r et  7'  les  temps  do  leur  révolution;  les 

vitesses  angulaires  do  ces  deux  planèlos  seront  prnpurtionnelles  à - et  ^ 

et  par  conséquent  leurs  vitesses  linéaires  à <it'  et  o't,  ou  bien  h ^u'  et 
car,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  les  carrés  des  temps  des  revoluliuns 
de  deux  planètes  sont  entre  eux  cemmo  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs 
orbites. 

Prenons  pour  unilt^  le  rayon  de  l'orbttc  (crrcMrc  et  la  masse  du  Soleil: 
soient  m et  a la  masse  et  le  demi  grand  axe  do  l'orbite  d'une  planète,  la 
constante  de  l'abetralion  duc  au  mouvcnienl  de  la  Terre  sera  pour  celle 
planète 

ao','|5 


et  celle  de  l'aberration  provenant  du  mouvement  du  Soleil  autour  du  centre 
de  ginvilc  contmun  à ces  deux  corps  : 

m — • 

Va 

Ainsi,  pour  Jupiter,  a = S,‘30,  m=  — ^7  cl  les  deux  constantes  ont 

1000 

pour  valeurs 

8", 97  cl  o",oo8fi; 

la  seconde  est  donc  bien,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  négligeable  par  rap- 
port à la  première. 

t.es  perlurbalioiis,  que  les  .actions  des  planètes  produisent  dans  le  mou  - 
renient  de  la  Terre,  changent  encore  Paberralion,  mais  ces  variations  sont 
aussi  trop  petites  pour  qu'il  y ail  lieu  dVn  tenir  compte. 

Remartjue  II.  — Consulter  sur  l'aberration  : 

Be^SKL.  — Tabula  Hr^iomontana,  p.  xvii  cl  siiiv, 

Bes?;kl.  — ZtiUchtifl  f'ûr  Aslronotnir,  Vol.  VI,  fi.  ‘J22  Ot  suiv. 

WoLFKR.  — Talnilœ  reducUonum^  p.  xill  cl  suiv. 

Del.vubri.  — Traité  d'Àitronofuiff  vol,  III.  ch.  XXX. 

F.  Baily.  — Préface  du  CalaloQue  of  lhe  Uritish  Association. 

Gacss-  — Tliroria  motus,  p.  68  et  suiv. 

Lb  Vearibr.  — Annales  de  TObsert'atoire  impériaïj  vol.  I,  p.  Q18  et  suiv 
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CHAPITRE  IV. 

POSITIONS  MOYENNES  DES  ÉTOIEES,  ET  VALEURS  LES 
PLUS  PROBABLES  DES  CONSTANTES  EMPLOYÉES 
DANS  LES  RÉDUCTIONS. 


Le  but  principal  de  l’Astronomie  sphérique  est  la  détermination 
des  lieux  des  étoiles  rapportés  aux  plans  fondamentaux,  et  spé- 
cialement à l'équateur,  car  les  longitudes  et  les  latitudes  ne  sont 
jamais  données  par  l’observation  directe,  mais  sont  déduites  par 
le  calcul  de  l’ascension  droite,  de  la  déclinaison  et  de  l'obliquité 
de  l'écliptique.  Si  les  observations  sont  dirigées  de  manière  à 
donner  immédiatement  les  lieux  des  étoiles  par  rapport  à l'équa- 
teur et  à réquino.xe  du  printemps,  on  les  appelle  diUerminations 
absolues.  Au  contraire,  on  appelle  rléterminalionf  relatives  celles 
dont  on  ne  déduit  que  des  différences  d'ascension  droite  et  de 
déclinaison  avec  des  étoiles  dont  les  positions  sont  déjà  connues. 

Les  observations  donnent  les  *p^si(kns  apparentes  des  astres, 
c’est-à-dire  affectées  de  la  réfraction  et  de  l’aberration  (*),  et 
rapportées  à l’équateur  et  à l’équinoxe  vrai  an  moment  de  l’ob- 
servation; il  faut,  à l’aide  des  corrections  étudiées  dans  les  deux 
Chapitres  précédents,  en  conclure  les  positions  moyennes.  Cha- 
cune de  ces  corrections  contient  une  constante  dont  on  trouve  la 
valeur  numérique  par  des  observations  analogues  à celles  qui 
donnent  les  positions  des  étoiles  et  que  l’on  détermine  en  même 
temps  querelles-ci.  Les  valeurs,  données  pour  les  constantes  dans 
les  deux  Chapitres  précédents,  résidtent  des  déterminations  les 
plus  récentes,  mais  les  observations  futures  y apporteront  encore 


(*)  El  en  outre  de  lo  parellme,  pour  le  Soleil,  la  Lutie,  les  ptaiiélei  cl 
les  conièU's. 
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de  légères  corroclions;  il  y a donc  lieu  de  montrer  comment  s’ef- 
fectuent res  déterminations. 

Les  observations  de  la  position  d’une  même  étoile,  faites  à des 
époques  dilférentes,  devraient,  si  elle  était  invariable,  ne  présenter 
entre  elles  que  des  diflérenres  imputables  aux  erreurs  d’observa- 
tions et  à celles  des  valeurs  adopti-es  pour  les  constantes.  Mais  la 
comparaison  des  positions  d’une  meme  étoile  déterminées  à di- 
verses époques  donne  des  différences  plus  ou  moins  grandes,  qui 
ne  peuvent  être  expliipiées  par  des  erreurs  de  ce  genre.  On  les 
\ a d’abord  attribuées  seulement  aux  mouvements  propres  des 
étoiles;  mais  nous  devons  ajouter,  dès  à présent,  que  la  cause  de 
CCS  différences  n’est  pas  unique  : chacune  d’elles  doit  être  regardée 
comme  la  somme  de  deux  parties  provenant  de  deux  phéno- 
mènes distincts.  L’une  n’est  souniist'  à aucune  loi  générale,  et  con- 
stitue réellement  le  mouvement  propre  de  chaque  étoile;  l’autre, 
au  contraire,  a un  caractère  paralhictique,  et  provient  d'un  mou- 
vement de  notre  système  dans  l’espace,  c’est-à-dire  du  mouvement 
propre  du  Soleil  lui-même;  sauf  quphpies  exceptions,  on  peut 
considérer  les  mouvements  diis  à celle  dernière  partie  comme  uni- 
formes et  dirigés  suivant  un  grand  cercle.  Dans  le  calcul  il  sera 
nécessaire  de  leiMr  compte  de  ces  deux  clfels,  quand  on  voudra 
déduire  l’une  de  l’autre  les  jiosilions  moyennes  d’une  étoile  cor- 
respondantes à des  époques  difCerenles. 

On  a montré  dans  les  de^  Giapitres  précédents  comment  on 
détermine  les  diverses  corrections  qu’il  faut  appliquer  aux  lieux 
des  étoiles;  mais  comme  ce  calcul  s»‘  répète  fréipiemment,  on  em- 
ploie d’autres  méthodes  plus  expé<lilives  et  plus  commodes  pour 
la  réduction  des  lieux  apparents  à la  position  moyenne  au  com- 
mencement de  l’année  : nous  allons  les  exposer  immédiatement. 


1.  — De  L.t  BÉincTiON  des  positions  uovennes  des  étoiles 
AUX  1.IEIX  apparents,  ET  RÉCIPROOUEMENT. 


87.  Rcitiirtinn  au  lieu  apparent.  — Quantités  au.riliaires  du 
ralcttl.  — La  position  moyenne  d’une  étoile  étant  connue  pour 
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le  commencement  d'une  certaine  année,  comment  obtenir  sa  po- 
sition apparente  pour  un  jour  quelconque  donné  d'une  antre 
année?  On  déduit  d'abord  de  la  position  donnée,  la  position 
moyenne  au  commencement  de  la  seconde  année,  en  tenant  compte 
de  la  précession  et  dans  certains  cas  du  mouvement  propre;  puis 
on  ajoute  la  précession  et  le  mouvement  propre  depuis  le  com- 
mencement de  l'année  jusqu'au  jour  donné,  ainsi  que  la  nutation 
et  l'aberration  correspondantes  à ce  jour.  Pour  faciliter  l’appli- 
cation de  ces  trois  dernières  corrections,  on  a calcidé  des  Tables 
qui  ont  pour  argument  le  jour  de  l'année.  Ces  Tables  ont  été 
données  par  Bessel  dans  les  Tabulæ  Regiomnntnnæ  (*). 

Désignons  par  aetj  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  moyenne 
d'une  étoile  au  commencement  d'une  certaine  année;  par  a'  et  <?' 
l’ascension  droite  et  la  déclinaison  apparente  au  temps  r,  compté 
ù partir  du  commencement  de  cette  année  et  exprimé  en  parties 
de  l’année;  soient  de  plus  (»  et  p'  les  mouvements  propres  de  l'é- 
toile en  ascension  droite  et  en  déclinaison  : on  a,  d'après  les  for- 
mules (D)  du  n“  58,  (B)  et  ( C)  du  n°  61  et  (A)  du  n“  80  : 

a' — a “ (/M  -t-  n sina  tangd)  t -+-  Tp  l*réc«Mlon  ot  mooTeDcnt  propre. 

— (i5",8i48-t-6",865osina  tangi)  sin  JJ 

-t-(  O ,igo3-t-o  ,o825sinatang5)sin2Q 

— ( I , 1642 -I- o ,5o54 si»a tangiîjsinaO 

-t-(  O ,i  173 -t- O roSogsinoe  tangiî)  sin(0  — P} 

— ( O ,0195-1-0  ,oo85  sina  tangiî)  sin(Q-i-P)\ Niiuiii». 

— 9,233t  cosa  tang^  cos  Q 

-t-  0,0897  cosa  langJcosa  Q 

— o,55o9cosa  tang^ C0S2  Q 

— 0,0093 cosa  tangdcos(0-i-  P, 

— 20,44^1  si»  a sécd  sin  0 | 

_ J Aberrolloo. 

— 20,44^1  cosotcosî  sécJcos  0,  ) 


(’)  Pour  un  petit  nombra  il’étoitcs,  it  faut  encore  inlrocliiiro  ta  p.irat- 
laie  annuetio,  ilont  t'espreision  la  ptus  cominocte  sera  donnée  plus  loin. 
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PréccMioti  »i  uouT«o)en<  prupre 


lî'  — 3 — rn  cos  a + T[x' 

-+-9", 2î3i  sinzcosQ 
— O , 0897  sin a C0S2  Q 
+ O ,5509  sinacos?.  O 
-t-o  ,0093  sinacos  (O  + P) 

— ()  , 865o  cos  a sin  Q 
+ O , o8?.5  cos  a sin  2 Q 

— o , 5o5  î cos  a sin  2 O 
-1-0  , o5o9  cos  a sin  ( 0 — P) 

— O ,oo85  cüsa  sin(Q  + P) 

— 20, 445 1 cos  a sin  <î  sin  0 

-I-  20,445'  ( sin  a sin  lî  cos  I — cosî  sln«)cos0. 


Dans  CCS  formules  on  a nêjjligo  les  termes  dépendants  de  2 
et  de  l’anomalie  {(^  — P')  de  la  Lune;  en  raison  de  la  rapidité 
du  mouvement  de  la  Lune,  ils  ont  une  courte  période,  et  par  con- 
séquent il  sera  plus  avantageux  de  les  donner  dans  une  Table 
s|)érialc.  Ces  termes  sont  d'ailleurs  très-petits  et,  à cause  de  la 
brièveté  de  la  période,  disparaissent  en  grande  partie  dans  la 
moyenne  d’un  grand  nombre  d’observations  d’une  étoile;  généra- 
lement, on  n’en  tient  compte  que  pour  les  étoiles  circompolaires. 
Dans  ce  cas,  il  faudra  introduire  aussi  les  termes  qui  contiennent 
les  carrés  de  l’aberration,  de  la  nutation  et  leur  produit;  termes 
donnés  par  les  formules  (E)  du  n”  61,  (c),  et  (c)  dun“80; 
on  peut  d’ailleurs,  dans  le  cas  oit  ils  ont  une  valeur  sensible,  les 
convertir  en  Tables  avec  les  arguments  (£,  0,  (0  -I-  JJ  ) et 

(0-S21- 

La  conversion  en  Tables  des  expressions  précédentes  se  fait 
comme  il  suit;  on  pose 


6" , 865o  = ni , 

O ,0825  = «/,, 

o , 5o54  = 

O , 0609  = n/„ 
o , ou85  = n/,. 


i5",8t48  — mi  —h, 

0 , 1902  — //;/,  = /;,, 

1 , 1642.  — mit  — ht, 
o , t t73  — mi,  = h„ 
o ,oig5  — mi,  = h„ 
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et  on  obtient 

a'  — a = [t  — / sin  JJ  (,sin  2 — >,  sin  2 Q 

-h  /,  sin(0  — P)  — f,  sin(0  ■+■  P.'] 

X ('"  + « tanj’^  sin  a ) 

— [9",223i  COsQ  — o",o897  COS2  Q 

-t- o', 5509COS2 Q + ©"lOoi)!  eos(0  -h  P)]  lang^ cosa 

— 3.0",  445  ' eoS€  cos©  cosa  scc^ 

— 2o",445t  sin  0 sina  séco 

-HT[a 

— /(  sin  Q + /;,  sin  2 Q — //,  sin2  0 
-+■  //j  sin{0  — P)  — A,  sin{0  -t-  P), 

et 

S'  — J = [t  — ' sin  Q -h  i,  sin  2 Q — /,  sin  2 0 

(j  sin(0  — P)  — (,  sin(0  -(-  P)]  <î  cos  a 
-+■  [ 9",  223  I COS  — o",  0897  COS  2 Q 

-I-  o",55o9  COS2  0 -f-  o",  0093  cos(0  -f-  P)]  sin  a 

— 20",  4 45 1 cosf  cos  0 ( tang  t cos  J — sina  sini^) 

— 20*,  445  > sin  O uosa  sin  J 
-4-V. 

Faisons  maintenant  les  conventions  suivantes  : 

A = T — I sin  Q ■+■  i,  sin2  JJ  — »,  sin2  0 

-I-  »,  sin  ( 0 — P)  — »,  sin  ( 0 H-  P ), 

B = — g'',223i  cos  JJ  +o",o8q7  cos2  JJ 

— o",55o9cos20  — o",oo93cos{0  -h  P), 

C = — 20',  44^'  fns'  COS0, 

D = — 20*, 4451  sin  0, 

E = — /»  sin  JJ  -t-  /»,  sin  2 JJ  — /»,'sin  2 0 

-t-  A,  sin(0  — P)  — /»,  sin(0  + P), 

»i  = /»» -I- »J  sin  a tangJ,  a'=»icosa, 

6 = cosatangj,  b' = — sin  a, 

c = cosa  sécJ,  e'  =.  tangi  cos  3 — sin  a sin  3, 

»/=sinaséc3,  </'=  cosasin3, 
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nous  aurons  simplement 

I ol'  — ot  A n B b -f-  C c -f-  D (i  -|-  tji  E| 

\ 3'-S=Aa'+Bb'-i-Cc'+Dd'-i-rfi’i 

* les  i;ran<lcurs  n,  b,  c,  d,  a',  b' , c',  d'  <lépendent  uniquement  de 
la  position  de  l’étoile  et  de  robliqiiité  de  récliptiqiie,  elles  sont 
données  par  leurs  logarithmes  dans  les  Catalogues  d'étoiles;  a et  «' 
sont  les  nombres  désignés  dans  les  Catalogues  sous  le  nom  de 
précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  ; les  gran- 
deurs A,  B,  C,  D ne  dépendent,  au  contraire,  que  de  Q et  Q, 
et  sont  ainsi  de  simples  fonctions  du  teuq  s,  qui  peuvent  être  ré- 
duites en  Tables,  avec  le  temps  pour  argument. 

Les  valeurs  numéiiques  données  dans  les  formules  précédentes 
conviennent  pour  1800,  et  on  a pour  cette  époque: 

/=o",  34223,  A = O*,  0572, 
t,  = o,oo4io,  A,  = 0,00 16, 

/2=o,o25i(),  A,=  o,oo4i, 

»j=o, 00254,  A2=o,ooo5, 

I,  = 0,00042,  A,  = 0,0000, 

d’où  il  résulte  que  la  quantité  E ne  surpasse  jamais  quelques  cen- 
tièmes de  seconde,  et  peut  presf|ue  toujours  être  négligée. 
Quelques  coefficients  des  formub  s précédentes  relatives  à a! — a 
et  — 3 varient  avec  le  temps  (n“  (il),  il  en  est  de  même  des 
valeurs  du  m et  de  n;  on  a pour  1900  : 

i = 0^,34256,  A = o',  0488, 

/,  = O , oo4  10,  A,  = O , 00 1 4 , 

I, = 0,02.520,  A,=  o,oo35, 

/,  = O , 002  53 , A,  = O , üoo5 , 

/, = 0,00042.  A,  = 0,0000. 

Bessel  a donné  dans  les  Tabula;  Rrgiomontana; , 1rs  valeurs 
des  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  pour  toutes  les  années  de  1^50  à 
18'io.  Mais  coniine  il  a employé  pour  les  constantes  de  la  nutation 
et  de  l’aberration  des  valeurs  dilférentes  de  celles  que  nous ‘avons 
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adoptées,  et  que  les  termes'en  (0  — P)  et  (0  -f-  P)  ont  été  omis, 
il  faut,  afin  d'établir  la  concordance  avec  nos  forinules,  faire  subir 
aux  valeurs  des  constantes  de  Bcssel  les  corrections  suivantes 
(l’unité  est  la  seconde  d'arc)  : 

Pour  1750, 

fl\~ — o.oogosin  Q -t-  0,0001  sin2  Q 4-  o,ooi3  sina0 

4-  o,ooa5  sin  (0 — P)  — o,ooo4siu  (0  4-  P), 
(/B— — 0, 24 56  cos  4-  0,001  g cos  2 Q 

4- o,02go COS20  — o,oog3cos(0  4-  P), 
ilC= — 0, 1744  eos  0 , 
f/D= — o,igoi  sin  0, 
f/E= — 0,006 sin  Q 4-  0,001  sina  Q. 

Pour  i85o,  la  valeur  de  c/B  devient 

<IB= — o,a465  cos  Q 4-  0,001g  cosa  JJ 

4- 0,02g I COS20  — o,oog3  cos(0  4- P). 

Ces  constantes  ont  éié  calculées  par  Zcch  pour  l’intervalle  de 
i85o  à 1860,  d'après  les  formules  et  les  nombres  de  Bessel,  et 
pour  l’intervalle  de  1860  è 1880,  par  AVolfer  dans  les  Tabulée 
reeluctionum  observatinnum  aslrononiirarum  à l’aide  des  valeurs 
plus  récentes  données  plus  haut.  On  trouve  aussi  ces  constantes 
dans  les  Annuaires  astronomiques. 

88.  Tables  de  Bessel.  — Ces  Tables  contiennent  les  valeurs 
des  quantités  qui,  dans  les  expressions  de  la  réduction  au  jour, 
ne  dépendent  que  du  temps,  c’est-à-dire  A,  B,  C,  D,  t et  E.  Elles 
y sont  données  (A,  B,  C,  D et  t par  leurs  logarithmes,  E en  valeur 
absolue)  de  dix  en  dix  jnurs.sideraux  d’une  année  tropique  fictive, 
dont  le  commencement  aurait  lieu  au  moment  où  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  est  280°,  ou  ce  qui  revient  au  même,  au  mo- 
ment où  son  ascension  droite  moyenne  est  i8''4o"';  ces  Tables 
conviennent  immédiatement  au  méridien  pour  lecpiel,  au  com- 
mencement de  l'année  civile,  le  Soleil  a cette  longitude  moyenne 
280°,  c’est- à dire  au  méridien  pour  lequel  Yrpoque  de  la  longi- 
tude mojenne  Au  SoW\\  vil  280";  et  le  jour  désigné  par  janv,  o 
est,  en  suivant  l’usage  astronomique  de  comiiter  les  jours  à par- 
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tir  de  midi,  celui  dont  le  temps  sidéral  i8‘‘4o“,  marque  le  com- 
menrement  de  l’année.  Les  Tables  donnent  donc  les  valeurs  des 
quantités  A,  B,  C,  D,  t et  E,  non  point  an  commencement  des 
jours  sidéraux,  mais  à i8''4o'°  de  chacun  d'eux,  et  par  suite 
au  moment  du  passage  au  méridien  de  toute  étoile  dont  l’as- 
cension droite  est  i8'‘4o'”. 

Les  éléments  du  calcul  sont  : 

1°  Le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  de  l’année  : il  se 
trouve  au  moyen  de  la  formule 


366,7.4’'^°' 

n prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  o à 3^,  inclusivement. 

2°  La  longitude  vraie  du  Soleil  : on  la  déduit  de  la  longitude 
moyenne  (n"  42),  dont  on  obtient  la  valeur  è un  instant  quel- 
conque par  la  relation 


L = iSo"  - 


3(io". 


366,242201 

3"  La  longitude  du  nœud  de  la  Lune;  Bessel  l’obtenait  au 
moyen  de  la  formule 

Q = 33”  1 5' 25", 9 — i9“?.o'29",53  (t  — 1800) 

— — 7 X 19"  20  29 ',53, 

366,242201  •’  ^ 

où  33”  i5'  7.5", 9 est,  d’après  les  Tables  de  Burckardt,  la  valeur  de 
cette  longitude  au  commencement  de  l’année  1800,  et  i9”7.o'29",53 
le  moyen  mouvement  du  nœud  de  la  Lune  pendant  une  année 
tropique. 

Ceci  posé,  parmi  les  quantités  A,  B,  C,  D,  les  unes  C et  D ne 
dépendent  que  de  O t on  les  calcule  à part  ; A et  B se  composent 
de  deux  parties,  l’une  dépendant  de  ©,  l’autre  de  Q : on  les  cal- 
cule séparément,  leur  somme  donne  A et  B.  Pour  les  Tables  de 
Bessel,  les  quantités  C et  D ont  été  déterminées  par  Bessel  de  i ’]5o 
à i85o;  A et  B ont  été  calculées  par  Steinheil  et  Knorre,  pour 
l’intervalle  de  1^50  4 1800,  et  par  Olufsen,  de  1800  à i85o. 

Les  Tables  des  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  t et  Frétant  construites, 
on  prendra  dans  les  Catalogues  les  quantités 

a,  b,  c,  d,  a',  b',  c' , d' , p et  p'. 
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relatives  h l'étoile,  et  on  formera  les  (juantitcs 

— a A O -f-  B b + C c -f-  D d -f-  xji  -t-  K , 

J'  — J = Ao'+  B 6' -H  Cc'+  D</'+ V, 

et  on  aura  de  dix  en  dix  jours,  au  moment  du  passage  au  méridien, 
les  réductions  au  jour  en  ascension  droite  et  en  déclinaison. 

Lorsque  l’ascension  droite  de  l'étoile  diffère  de  i8*'4o'",  les 
valeurs  ainsi  trouvées  |)our  a' — a et  ê' — S ne  correspondent 
pas  au  moment  de  la  culmination. 

1°  L’ascension  droite  surpasse  18'' 40"”  : on  devra  pour  obte- 
nir le  moment  du  passage  au  méridien  ajouter  à chacun  des  jours 
de  la  Table  le  temps 
, , a — l8'*4o'” 

C)  — — 

2“  L’ascension  droite  est  moindre  que  18'' 40“:  dans  ce  cas 
la  culmination,  quia  lieu  au  jour  où  commence  l’année  civile,  ne 
tombe  pas  le  jour  indiqué  dans  les  Tables  par  janv.  o,  mais  bien 
le  jour  précédent;  par  conséquent,  si  partant  du  commencement 
du  jour,  janv.  o,  on  veut  retrouver  le  passage  de  cette  étoile  au 
méridien,  il  faut  à chacune  des  dates  de  la  Table  ajouter 

i8'*4o'* — (*4''  — “) 

N 

Ces  deux  expressions  (t)  et  (2)  se  réduisent  à une  seule 


a -t-  5** 


si  l’on  convient  de  supprimer  l’unité,  lorsque  et  ^ t8'‘4o"’- 
On  trouve  les  valeurs  de  a',  p.  16  des  Tabula;  Rrginmontanœ, 
de  centième  en  centième,  c’est-ù-dire  pour  des  valeurs  de  a variant 
de  i4">  4- 

En  outre,  puisque  le  jour  où  l'ascension  droite  moyenne  du 
Soleil  égale  celle  de  l’étoile,  celle-ci  passe  deux  fois  au  méridien, 
il  faut  ce  jour-là  ajouter  l'unité  à la  date  de  la  Table  ; l’argument 
complet  est  donc 

a!  -f-  /, 
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OÙ  1 = 0 depuis  le  commencement  de  l’année  jHStpi’au  jour  où 
l’ascension  droite  moyenne  du  Soleil  est  égale  à a,  et  i,  i 

partir  de  cette  époque. 

La  durée  de  la  révolution  du  Soleil  nfe  comprenant  pas  un 
nombre  entier  de  jours,  les  Tables  de  Bessel  conviennent  chaque 
année  h un  méridien  différent.  En  d'autres  termes,  les  valeurs 
de  a'  — a et  S"  — J déduites  des  Tables  ne  correspondent  pas 
à i8''4o"'  de  chaque  méridien,  et  pour  obtenir  ce  résultat  une 
petite  correction  est  nécessaire.  Soit  K.  la  différence  exprimée  en 
temps  des  longitudes  de  Paris  et  du  lieu  pour  lequel  la  longitude 
moyenne  du  Soleil  est  280°  au  commencement  de  l’année,  diffé- 
rence que  nous  supposerons  positive  si  le  lieu  est  à l’est  de  Paris; 
soit  en  outre  d la  différence,  exprimée  en  temps,  des  longitudes 
de  Paris  et  du  méridien  où  se  font  les  observations,  et  prise  au 
contraire  négativement  si  ce  méridien  est  à l’est  de  Paris  : il  faudra, 
aux  valeurs  de  a'  — a et  J' — S iléduites  des  Tables  pour  la  date 
donnée,  ajouter  les  quantités  dont  varient  les  différences  pour 
l’intervalle  de  K -(-  cf.  Si  à la  date  donnée  on  .ajoute  ce  nombre 
K -I-  rf,  exprimé  en  parties  du  jour,  on  la  réduit  à l’année  fictive; 
aussi  Bessel  a-t-il  appelé  jour  réduit  la  date  ainsi  corrigée. 

La  quantité  d se  déduit  des  longitudes  géographiques  détermi- 
nées directement,  et  que  l'on  trouve  dans  tous  les  Annuaires  astro- 
nomiques. 

Les  valeurs  de  K s’obtiennent  au  moyen  de  la  formule 

L — 780” 

K= -, 

P 

où  n est  le  moyen  mouvement  tropique  du  Soleil  en  un  jour,  c’est- 
à-dire  59'8",33,  et  L la  longitude  moyenne  du  Soleil  au  com- 
mencement de  l’année  pour  le  méridien  de  Paris.  On  a pris  dans 
les  Tables  du  .Soleil  les  diflérentes  valeurs  de  L,  ou  la  formule  qui 
donne  Len  fonction  du  temps(*),etun  a réduit  en  Tables  les  valeurs 


(*)  La  formule  adoptée  par  Uossel,  déduite  des  observations  de  Bradloy 
ct  de  Brssel,  est  la  suivauie 

L = 5j*  i', 86  -t-  O'",  6o.S8i4.i  -t-  o", 000  i2j  i8o5.i  ’ — i4'  i““ioS3.p, 

t est  compté  en  années  juliennes  A partir  de  iSoo,  f représente  pour  les 
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de  R (voir  Tabulœ  Begiomontnnæ,  |>.  i,  pour  toutes  les  années 
de  l'jSo  à i85o,  et  le  Sii/jplcment  de  fVol/er,  pour  les  années 
compiises  entre  1860  et  1880;  les  valeurs  de  R y sont  données 
en  parties  décimales  du  jour  et  en  heures,  minutes  et  secondes). 

En  résumé,  le  prohléine  que  nous  avons  à résoudre  étant  le 
suivant  : • Trouver  les  positions  d'une  étoile  pour  un  certain  nom- 
bre de  jours  successifs,  tous  ceux  d’un  mois,  par  exemple,  » on 
trouvera  dans  les  Tables  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  t et  E pour 
tout  le  mois,  et  à l'aide  des  quantités  a,  b,  c,  d et  [t,  a’ , b',  d , 
d'  et  jx'  prises  dans  les  Cutalo|'ues,  on  foriuera  les  sommes 

1 a'  — a = An-t-B6-t-Cc-|-Df/-t-T«-t-E, 

( 3 ) ' 

I 3' — 5 = A«' + B A' -(- Ce' -t- tu', 

en  y ajoutant  ensuite  les  produits  des  différences  suceessiv«'s  de 
a' — a et  3'  — 3,  par  l’argument 

R -t“  d -t-  a'  -t“  i J 

un  aura,  de  dix  en  dix  jours  sidéraux,  la  réduction  au  jour  pour 
l’époque  du  passage  de  l’étoile  au  méridien. 

Ou  encore,  comme  l’a  proposé  Bcssel,  on  regardera  les  quan- 
tités (3)  comme  se  rapportant  à des  dates  précédant  celles  des 
Tables  d’un  nombre  de  jours  marqué  par  le  nombre  entier  con- 
tenu dans  la  valeur  de  K,  et  on  interpolera  pour  la  fraction  de 
jour  restante.  On  aura  ainsi,  pour  ces  dates  nouvelles, et  de  dix  en 
dix  jours  sidéraux,  la  réduction  nu  jour  pour  l’époque  du  passage 
de  l’étoile  au  méridien. 

H^munfue.  — QnamJ  l'année  il  fuut,  dans  les  mois  de  jan- 

Tier  et  février,  ajouter  i à rurjuinvitt  que  noua  venons  d<'  donner. 

Exemple.  — On  cluTclie  la  correction  de  la  position  moyenne 


onnôei»  du  xix*  vièclc,  le  reste  r de  la  division  par  4 du  nombre  I d'annérsj 
pour  les  0 nuées  du  xviti*  siècle  y = c — 4 — On  trouvera  dans  les  /♦»»- 
naît»  di’  l'Olservatoire,  vol.  IV,  p.  io2  et  suit,  la  lormulo  donnée  par 
M.  Le  V'errier  pour  la  longiitide  moyenne  du  Soleil,  et  les  Tables  qui  en 
résultent  pour  cette  longitude. 
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de  Véga  (a  Lyre),  pour  avril  1861  et  pour  le  temps  de  culmina- 
tion à Berlin.  On  a pour  le  commencement  de  l'annce 

a = 278°3'3o",  J =-+- 38"39'23",  t = a3'’27'22", 
m = ^6",o62,  log/i  = I ,3o?.2o, 
et  on  obtient  ainsi 

logrt  = 1 ,47971 , logrt'=  0,44889, 

log6=  1 ,04973,  logi'=  1 ,99569, 

loge  = I ,3,5409,  loge' = I ,981  06, 

, logrf  =0,  10309/»,  logrf' — 2,94233  ; 

en  outre 

logfi  = 1 ,4425 , logf/'  = I , 4564 . 

De  plus,  on  a,  d’après  les  Tabttltv  rcductionum  de  3Volfer  : 


toc  A 

logB 

logC 

lo(>D 

logr 

i; 

Mars  3i 

^,7491 

0,5497/» 

1 ,2660// 

0, 5668  // 

1 ,3go5 

-t-o,o5 

Avril  10 

7,7653 

0,5279/» 

1,2456/» 

0,8488// 

1 ,4362 

-*-o,o5 

20 

7,7819 

0,4982/» 

1 ,2 1 09  n 

1,0089/» 

1.4776 

-t-o,o5 

3o 

•,7995 

0,4620// 

1 , 1 596  /» 

1,1 155/» 

i,5i54 

-ho,o5 

et  on  obtient  ensuite,  d'après  les  formules  précédentes  (A), 

«' — V s* — 


.Mars  3i 

» 

I , 2o3 

-.9*85 

Avril  10 

-+-1,541 

— '9. "9 

20 

-4~  1 , 87  ï 

— '7,79 

3o 

-f  2 , 1 8 .Î 

— '5,97 

On  a maintenant 

K = + 0 , 1 24 , a 

a -t-S*" 

20'" 

— = -•-  o.9£Pi 

en  outre  » ;=  0;  car  | 

:our  l'époque  indiquée  1 

l’ascension  droite  du 

Soleil  est  plus  petite  que  celle  d»;  rétoile; 
dans  ce  cas 

Date  + 1 ,088. 

l’argument  est  donc 
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On  obtient  ainsi,  pour  les  époques  de  culmination  à Berlin, 


Mars  3i 
Avril  II» 

ao 

3o 


9 

-H  1,239 

-f-  1,577 

-H  1 ,906 

-1-2,219 


— Ï9.70 

— 19. «9 

— '7.6a 

— 15,76 


En  retranchant  ccs  corrections  du  lieu  apparent,  on  obtient  le 
lieu  moyen  au  cominencement  de  l'année. 


Remarque.  — Dans  scs  Tables  for  faeilitlng  lhe  computation  of  prc» 
cession^  aberration  and  nutationf  Haîly  a donne  les  valeurs  d«  A,  B,  C,  D pour 
midi  moyen.  On  trouvera  dons  la  préface  du  Üritish  .issociation  Catalogue 
(B.  A.  C.)(p.  27  et  suiv.)  les  modificulions  légère»  et  d\tilleiirs  évidentes 
quVnlralne  celle  convcnlion. 

De  plus  Daily  a.  et  sans  utilité,  change  les  notations  do  Bessel.  On  a cru 
necessaire  de  prévenir  le  lecteur  dece  changement  introduit  aussi  dans  les 
publications  anglaises  et  américaines.  Le  Tableau  de  correspondance  c»t 
le  suivant  : 

Bessel A,  B,  C,  D, 

Baily C,  D,  A,  B, 

et  de  même  pour  les  petites  lettres  a,  fr,  r,  ; en  outre  les  quantités  a\  b\ 
e't  d' y sont  changées  de  signes,  car  les  curreciions  se  rapportent  oui  dis* 
Uiices  polaires. 

M.  Airy  a remplacé  les  nombres  de  Bessel  par  d'autres  qui  s'en  déduisent 
facilement  et  qui  présentent  Pavaiilagc  d'avoir  toujours  le  même  signe. 
Celle  méthode  employée  à Pobservatoire  de  Greenwich  repose  sur  les  re- 
marques suivantes.  Les  v.'ileurs  négatives  de  A,  D,  D,  c'  ( nous  conservons 
ici  les  notations  anglaises  pour  In  commodité  du  lecteur)  ne  peuvent  sur- 
passer 2Ô  en  valeur  absolue;  celles  de  C,  a',  b\  <i'  ne  peuvent  surpasser 
T ,2  ; de  plus,  si  nous  ne  considérons  que  le»  étoiles  dont  la  distance  polaire 
est  supérieure  à 3^*10',  les  valeurs  négatives  de  c ne  peuvent  surpasser  25 
en  valeur  absolue,  et  celles  de  a,  5,  d ne  peuvent  surpasser  1,3;  par  con- 
séquent si  nous  posons 


E = A -f* 

e = a -1-  1,1, 

e'=a'-+*  1,2 

F = B H-  35  , 

/=/»-»-  1,2, 

?» 

+ 

II 

s 

G = C H-  1,2, 

S = c -+-25, 

g'=c'-t-25. 

H = D H-  35, 

h zs:  d 1,3, 

/.'=J'-4-  1,2 

L 5=  310  — 1,3  E — 1,3  F — 25  G — H, 
l s=  3to  — 35  e — 35  f — i,'i ^ a5  A, 
V = 210  — 3Ô  e'  — 20  /'  — 1,2  g' — 2D  /P, 
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Ica  nourelict  qiianliica  seront  toujours  positives,  et  si  nous  substituons 
dans  les  formules 

A ù 6 h — t“  C c Dd , 

A B 6' -t-  Ce' -J-  Ud'j 

les  valeurs  de  A,  B,...,  e,  &>.■.»  tirées  des  équations  précédentes,  nous 
aurons  le»  expressions  : 

En  ascension  droite  (l'unité  étnnt  la  seconde  de  temps), 

Ee  1"  G ^ -4-  H /i  “H  L — / — 3oo,oo  j 

En  distance  polaire  (Tunité  étant  In  seconde  d'arc), 

Ee'-*-F/'-t-G^-t-HA'-t-L  — V — 3oo,no; 

dans  lesquelles  chaque  symbole  représente  une  quantité  positire  en  ascen- 
sion droite  pour  toutes  les  étoiles  distantes  du  pèle  de  plus  de  3°  lo'  et  en 
distaure  polaire  pour  toutes  les  éloiles.  Les  nombres  d'Airy,  £,  p',  G,  H 
sont  donnés  pour  chaque  jour  de  l'année  dans  le  ^eutical  Atmanae;  les 
autres,  A,  e',. . sont  donnés  dans  les  CataloQucs  où  l'on  emploie 

cette  méthode  de  réduction.  (^Catafo^ue  ai56  slars  fatmed  from  the  ohser^ 
votions  madf  during  Iwelve  yeors /rom  i8)6  to  i8.|7  at  the  royal  ohsnvatoty, 
Giceu'wicb). 

89.  jéutre  méthode  de  calcul  du  lien  apparent  d’une  étoile,  — 
La  niêlhode  précédente  est  surtout  commode  quand  on  veut  cal- 
culer une  éphéméride  pour  un  long  espace  de  temps  et  qu'un  doit 
réduire  un  grand  nombre  d’observations  de  la  même  étoile.  Si 
l’on  ne  veut  effr^tuer  la  réduction  que  pour  un  seul  jour,  il  est 
préférable  d'employer  la  méthode  suivante,  dans  laquelle  <»n  est 
dispense  du  calcul  pénible  des  constantes  a,  c, . . . . 

Les  termes  de  la  précession  et  de  lu  nutation  sont,^en  effet  : 

En  ascension  droite  : A w + A«  sina  tangJ  Bcosa  tang  J -H  E. 
En  déclinaison  : A /i  cos  a — Bsina. 

Posons  donc 

A/;=r:^cosG,  B=^sinG,  A/?;-l-E=:/; 
les  termes  relatifs  à l'ascension  droite  deviendront 
/-H5'sin(G-t-«)iangJ, 
et  ceux  qui  se  rapportent  à la  déclinaison 
Ç cos  (G  -ha}. 
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De  plus  , les  termes  de  l'aberrAlion  sont , pour  l’ascension 
droite, 

Ccosa  &éc3  -+-  Dsina  sécJ, 
et  pour  la  déclinaison, 

— C sin  «sinJ  + Dcosx  sin  j -I-  C tang«  cosiî. 

Par  suite,  si  l'on  pose 

C = AsinH,  0 = /icosH,  f = Ctangs, 
ils  deviendront. 

En  ascension  droite  : h sin  ( H -+-  »)  sécd. 

En  déclinaison  : A cos  (H  + a)  sin  J + icosi. 

Les  formules  complètes,  pour  la  réduction  au  lieu  apparent, 
sont,  dès  lors. 


, a'  — a =/-f-  g’sin  (G  + a)  tangiî 
1 4- A sin  (H  + «)  sécJ  + T(t, 

I 3' — 3—  gcos  (G  4- a)  tangi 
' 4- Acos  4- a)  sinJ  4- < cosJ  4- Tfc'. 

Les  grandeurs  /,  g,  A,  /,  G et  H,  ont  été  réduites  en  Tables 
dont  l’argument  est  encore  le  temps,  et  se  trouvent  dans  tous  les 
Annuaires  astronomi(|ues  pour  des  intervalles,  de  dit  en  dit  ou 
de  cinq  en  cinq  jours,  et  pour  midi  moyen. 

Exemple.  — Chercher  la  réduction  de  Véga  (a  Lyre)  pour  1861 
avril  10. 

L’ascension  droite  de  Vc'ga  est  déjà  connue  approximativement  ; 
on  en  conclut  17**  iS"”  pour  temps  moyen  approché  de  sa  cul- 
mination. Or,  d'après  le  Jahrbuch  de  Berlin,  on  a,  pour  cette 
époque, 

/=  4-  26' 98,  A = 4-  18” ,98,  G = 344' 3', 
g^z=4-i2,2o,  i = — 7,58,  11  = 247.3. 

G 4-  a = 262“6',  H 4-  a = i65”6', 

1.  18 
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cos  (G -4- ai..  I,i38i3n 

^sin  (G  -f-  a)  . 

1 ,08722/1 

1 ,9030.4 

sin(G-t-aj..  I ,qc)58(j/i 

A sin  ( H -(-  a . . 

0,68846 

cos(H-f-a)..  1,985  i5« 

cosê 

1 ,89260 

0,87967/1 

sin  [H  -f-  a) . . ■ ,4't> 

A cos  (H  -Ha').  . 

t ,26345 

sin  lî 

1 ,79564 

/=-t-2G",98 

icoii 

= — 5",  92 

g’sin(G -1- a)tang5  = — 9167 

gens  (G  -H  a) 

= - I ,68 

Asin  (H -H a)  séc^  = -f-  6,7.5 

Acos(  H -H  a)  sin^ 

= — 1 1 ,46 

Tft  -1-  0,08 

V 

=;  -H  « , 08 

a'— a=-f-73',64 

S'  —3 

= — i8",98 

= -h  >*,576 

90.  Formules  pour  le  cnlrul  ilc  la  parallaxe  annuelle.  — Les  for- 
mules (A)  et  (B),  pour  la  rctiuclion  .lu  lieu  apparent,  ne  contiennent 
ni  l'aberration  diurne,  ni  la  parallaxe  annuelle  : l'expression  de 
l'aberration  diurne  renfermant  la  latitude,  on  ne  peut  construire  des 
Tables  générales  i|ui  en  donnent  les  différentes  valeurs.  D'ailleurs, 
pour  le  méridien,  l'aberration  diurne  en  déclinaison  est  nulle, 
et,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  l'expression  de  l'aberration 
en  .ascension  droite  a la  même  forme  que  la  cori-cction  rendue 
nécessaire  aux  observations  par  l'erreur  de  collimation  de  l'inslru- 
ment;  il  est  donc  plus  simple  de  réunir  ces  deux  corrections  en 
un  seul  terme. 

Quant  à la  parallaxe,  on  doit  aussi  en  tenir  compte  quand  on 
veut  obtenir  une  très-grande  exactitude  : elle  n'a  été  déterminée 
d'ailleurs  que  pour  un  petit  nombre  d'étoiles.  On  la  calcule  à part 
comme  il  suit,  rions  avons  trouve  au  n°  82,  pour  les  formules 
relatives  ài  la  parallaxe, 

a!  — a—.  — ir  (cosQ  sil  « — sin  0 cosi  cota)  sécJ, 

S'  — S = — ir  (cosr  sin  ot  sini  — sim  cos  J)  sin  0 
— cos  0 cos«  sin  8. 
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Posons 

/■  cos  K = — sin  a , 
k sinK  = — cosacoSf, 

/ cosL  = — cosasin 
/ sin  L = + sinxsin  j cosi  — cos ^ sine, 

nous  aurons  les  expressions  suivantes  : 

a'  — a = ttAcos  (K  + O)  sécS, 
f — 'î  = )r/cos  (L  + 0). 

Il  n’y  aura  lieu  d'appliquer  ces  corrections  que  rarement,  quand, 
par  exemple,  on  voudra  réiluire  les  observations  de  a Centaure, 
dont  la  parallaxe  atteint  presque  une  seconde  d'are,  ou  celles  de 
la  Polaire,  à cause  de  la  présence  du  facteur  sécS  dans  l'expres- 
sion de  a!  — a. 


II.  — Détermination  de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison 

DES  ÉTOILES,  ET  DE  l’oBLIOLTTÉ  DE  l’ÉCLIPTIQUE. 

91 . Dctcrminalion  des  différences  d 'ascension  droite.  — L’obser- 
vation des  temps  des  passages  des  étoiles  au  méridien  d’un  lieu 
donne  immédiatement  les  différences  de  leurs  ascensions  droites 
apparentes  exprimées  en  temps.  Ces  observations  exigent  une 
bonne  pendule,  c’est-à-dire  une  pendule  telle,  que,  pour  des 
temps  pendant  lestiuels  des  arcs  égaux  de  l’équateur  traversent  le 
méridien,  elle  batte  toujours  le  même  nombre  de  secondes  (*),  et 
un  instrument  des  hauteurs  parfaitement  établi  dans  le  plan  du 
méridien,  un  cercle  méridien.  Cet  instrument  consiste  essentiel- 
lement en  un  axe  horizontal  reposant  sur  deux  supports  et  por- 
tant lie  chaque  côté  un  cercle  dont  l’un  au  moins  est  divisé  avec 
soin,  et  en  outre  une  lunette.  Aux  supports  sont  adaptés  des  ver- 
niers  ou  des  microscopes  au  moyen  desquels  on  lit  sur  le  cercle 
les  arcs  parcourus  par  la  lunette  dans  tout  mouvement  simultané 
de  la  lunette  et  du  cercle  autour  de  l’axe  horizontal. 


(’)  Il  n'ett  pAt  nécetsa ire  de  connaître  ici  le  temps  absolu,  puisqu'on 
Ile  duit  observer  que  des  ditrereneea  de  temps. 


i8. 
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Pour  s’assurer  de  la  régularité  de  la  niarrbe  de  la  pendule  sans 
avoir  besoin  de  ronnaîli'e  les  positions  des  étoiles,  on  observe  les 
passages  sucressifs  de  différentes  étoiles  au  fil  lioraire  d‘un  n'-ticiile 
situé  dans  le  plan  focal  de  l'objectif,  fil  (|u'on  suppose  ici  être 
exactement  dans  le  méridien  (*  ).  Le  temps  qui  s’écoule  entre  deux 
passages  consécutifs  de  la  même  étoile  au  méridien  est  égal  à 
24'*  -t- représentant  la  variation  en  24'’  de  la  réduc- 

tionau  lieu  apparent.  En  conséquenre,  si  les  observations  étaient 
exemptes  d’erreurs,  et  si,  au  moment  de  ces  deux  observations, 
rinstriiraenl  était  exactement  dans  le  méridien,  condition  que  nous 
supposerons  remplie,  l’intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  les 
deux  passages  d’une  étoile  quelconque,  observé  avec  une  pendule 
parfaitement  réglée,  serait  égal  à 24'*  + 4a;  mais,  en  raison  des 
erreurs  auxquelles  est  soumise  chacune  de  ces  oliservations,  on 
doit  se  borner  à admettre  que  la  moyenne  des  intervalles  de  temps 
observés  avec  un  certain  nombre  d’étoiles,  diminuée  de  la  moyenne 
de  tous  les  4a,  est  égale  à 24''. 

Lorsque  l’on  trouve,  pour  cette  moyenne,  un  nombre 
2.4'*  — a different  de  24**,  la  pendule  est  imparfaitement  réglée; 
a est  ce  que  nous  appelons  sa  marche,  et  il  y a lieu  de  corriger 
de  son  effet  toutes  les  heures  fournies  par  cet  appareil. 

Supposons  en  premier  lieu  que,  pendant  un  certain  intervalle 
de  temps,  chaque  étoile  donne  des  nombres  24**  — a assez  |ieu 
différents  les  uns  des  autres  |K>ur  qu'on  puisse  attribuer  ces  écarts 
aux  erreurs  d’observation;  on  regardera  alors  la  marche  de  la 
pendule  comme  constante  pendant  cet  intervalle  de  temps , et  la 
prenant  égale  h la  moyenne  de  toutes  les  valeurs  de  a,  on  aura 
corrigé  les  différences  d’ascension  droite  observées,  en  les  mul- 
24  I 

tipliant  par  , — 

24  — « a 


("}  L'un  de*  fiU  de  ce  rélieule  est  établi  parai tèlement  au  mouvement 
diurne,  Je  li«lle  aorte  qu'une  étoile  roîtine  de  IVqiialcur  parcoure  louie  la 
Ion0tieur  du  fil  : on  obtient  ce  résultat  au  moyen  d'une  vis  ogiirsanl  sur  ta 
monture  des  fils  et  à Taide  de  laqt»elle  on  fait  touiner  le  réticule  tout  en- 
tier, jusqu'à  ce  que  rélotie  ne  quitta  plus  le  fil  pendant  son  mouTement 
dans  le  cliamp  de  la  lunette. 
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SJais,  loi-sqiie  îles  observations  nombreuses  montrent  que  la 
marche  «le  la  pendule  croît  ou  décioîi  avec  le  temps,  on  suppo- 
sera, ce  qui  est  toujours  permis,  que  l’expression  de  la  marche 
horaire  au  temps  t est  de  la  forme  a + b (r  — T),  a d«-signant  la 
marche  horaire  au  temps  T.  Multipliant  cette  expression  par  dt  et 
intii{'rant  entre  les  limites  t et  24  + ^ nous  trouverons  pour  va- 
leur de  la  marche  de  lu  pendule,  dans  l'intervalle  de  deux  culmi- 
nations d'une  étoile  qui  passe  au  méridien  au  temps  1, 

240  4-  24  4 (12  + I — T)  = «. 

Pour  chaque  étoile  observée,  on  calcide  le  coefficient  de  b,  et, 
en  remplaçant  a par  la  marche  déduite  de  l’observation  de  chaque 
étoile,  on  aura  un  certain  nombre  d'équations  de  condition  à 
l’aide  desquelles  on  pourra  déterminer  a et  b par  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Kn  définitive,  la  marche  de  la  pendide  pendant 
le  temps  t"  — /'  est 

„ (r- _ 4- é (t"  - r')  [j  (t' -t- f")  - T], 

quantité  dont  il  faudra  corriger  tout  intervalle  de  temjts  observé 
t"  — e. 

Quand  on  possède  d*’jà  une  série  d'étoiles  dont  les  différences 
en  ascension  droite  sont  exactement  détermin<*es,  la  différence  du 
lieu  apparent  de  chaque  étoile  et  du  temps  U fourni  par  la  pen- 
dule donne  l'erreur  AU  de  la  pendule,  et,  en  f.iisant  abstraction 
des  erreurs  possibles  d'observation  et  des  erreurs  de  position  des 
étoiles,  celte  dilTérence  doit  être  la  meme  pour  toutes  les  étoiles, 
si  la  pendule  est  exactement  réglée  sur  le  temps  sidéral.  Soit  en- 
core a la  marche  de  la  pendule  au  temps  T ; chaque  étoile  donnera 
une  équation  de  la  forme 

0 = U — a -+-  AU  H-a  (t  — T)  -t-  ; i{/  — T)’, 

et,  à l’aide  d’un  grand  nombre  d’observations,  on  pourra  déter- 
miner AU,  a et  b. 

Pour  observer  les  temps  de  culmination  des  étoiles,  il  est  né- 
cessaire de  disposer  le  cercle  méridien  de  façon  que  le  point 
d’intersection  des  fils  du  rétieule  soit  dans  lu  méridien  pour 
cha«|ue  position  de  la  lunette;  ou  plutôt  il  faut,  si  cette  con- 
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dition  n’esi  pas  remplie,  connaître  récart  de  l’inslrumcnt  hors 
du  méridi^  (*).  Supposons  que  la  ligne  qui  joint  le  rentre  optique 
de  l'objectif  au  point  d’intersection  de  la  croisée  des  fils,  et  qu'on 
appelle  ligne  île  collimation,  soit  perpendiculaire  à l’axe  des  tou- 
rillons (axe  de  rotation  de  l’instrument);  dans  la  rotation,  cette 
ligne  décrira  un  plan  qui  coupe  la  sphère  céleste  suivant  un  grand 
cercle.  Si,  de  plus,  l’axe  des  tourillons  est  horizontal,  le  plan  de 
ce  grand  cercle  sera  vertical,  et  si,  enfin,  l’axe  est  dirigé  du  point 
est  au  point  ouest  de  l’horizon , la  ligne  de  collimation  se  mou- 
vra dans  le  méridien.  L’installation  de  l’instrument  exige  donc 
trois  rectifications. 

On  peut  toujours,  nous  le  montrerons  plus  tard,  s’assurer  de 
l’horizontalité  de  l’axe  avec  un  niveau  à bulle  d’air,  et,  au  besoin, 
l’obtenir  en  élevant  ou  en  abaissant  l’un  des  coussinets  au  moyen 
de  vis. 

L’influence  de  l'angle  que  la  ligne  de  collimation  fait  avec  l’axe 
se  corrige  par  l’opération  appelée  retournement.  On  retourne  l’in- 
strument tout  entier  sur  ses  supports,  en  dirigeant  la  lunette,  dans 
chacune  de  ses  positions,  vers  un  objet  éhiigné,  ou,  mieux  en- 
core, sur  une  seconde  lunette  {eollimnteiir]  établie  dans  ce  but 
devant  l’instrument,  et  dont  la  ligne  de  collimation  coïncide  avec 
celle  du  cercle  méridien.  Au  foyer  de  cette  lunette  est  disposé 
aussi  un  réticule  qu’on  verra  dans  la  lunette  du  cercle  méridien 
comme  un  objet  infiniment  éloigné,  puisque  les  rayons  émanés 
du  réticule  sortent  de  l’objectif  du  collimateur  parallèles  entre 
eux.  Si  l’angle  que  la  ligne  de  collimation  fait  avec  l’axe  du  cercle 
méridien  diffère  d’un  angle  droit  de  la  quantité  x,  les  angles  que 
les  axes  des  deux  lunettes  font  entre  eux  dans  les  ilenx  positions 
du  cercle  méridien  sera  2x,  c'est-à-dire  que  le  réticule  du  collima- 
teur, vu  à travers  la  lunette  du  cercle  méridien,  paraîtra  s’élre 
déplacé  de  l’angle  ix  par  rapport  à l’autre.  On  fera  mouvoir  ce 


(*)  Les  mi^lhodes  complètes  d'elsbiissemeni  do  cercle  mciidicD,  la  dé- 
termination do  ses  erreurs  et  des  corrrctioiis  qui  en  résultent  seront  données 
dans  le  second  volume.  Nous  roulons  seulement  montrer  iri  que  ces  déier- 
minations  sont  possibles  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  counalire  les  positions 
elles-mêmes  des  étoiles. 
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dernier  de  l’angle  x au  moyen  d'une  vis  dont  l'axe  est  perpendi- 
culaire à la  lignée  de  visée;  la  ligne  de  collimalinn  sera  alors  per- 
pendiculaire à l'axe  de  rotation,  et  le  réticule  du  collimateur  con- 
servera dans  les  deux  positions  de  la  lunette  une  situation  invariable 
par  rapport  au  réticule  de  celle-ci,  ou,  plus  rigoureusement,  il  sera 
dans  les  deux  cas  également  éloigné  du  point  de  croisée  des  fils  du 
réticule  de  la  lunette.  Si  ce  résultat  n’est  pas  encore  exactement 
obtenu,  on  peut  rendre  l'erreur  aussi  |M'tile  que  possible  en  ré- 
pétant l’opération.  Ces  conditions  une  fois  remplies,  la  ligne  de 
collimation  décrit  un  cercle  vertical. 

Reste  à faire  coïncider  l’axe  horizontal  avec  la  ligne  est-ouest; 
dans  ce  but,  on  a recours  à l’observation  des  étoiles,  mais  la  con- 
naissance de  leurs  positions  n'est  pas  nécessaire.  Rxcepté  pour 
de  très-petites  latitudes,  les  circompolaircs,  la  Polaire  par  exem- 
ple, décrivent  un  cercle  entier  au-dessus  de  l’Itorizon.  Supposons 
maintenant  que  la  lunette  se  meuve  dans  un  cercle  vertical  et 
soit,  au  moins  à peu  près,  dans  le  méridien  : dans  sa  rotation, 
la  ligne  de  visée  coupera  le  parallèle  de  l’étoile  en  deux  points, 
c’est-à-dire  que,  chaque  jour,  cette  étoile  pourra  être  vue  deux 
fois  dans  la  lunette.  Observons  les  épo<|ues  de  ces  passages  sur 
la  croisée  des  fils,  d'abord  au-dessus,  puis  au-dessous  du  pôle.  Si 
le  plan  que  décrit  la  lunette  était  le  méridien,  l'intervalle  de  tentps 
qui  les  sépare  serait  égal  à -t-  Aa,  Aa  étant  la  variation 

de  l'ascension  droite  apparente  en  12  heures;  cet  intervalle  est-il, 
au  contraire,  plus  grand  ou  plus  petit  que  12  heures,  la  lunette 
se  meut  à l’est  ou  à l'ouest  du  méridien.  Mais,  puisqu’on  peut 
faire  mouvoir  l'un  des  tourillons  dans  lu  direction  du  nord  au 
sud,  on  le  déplacera  jusqu'à  ce  que  l'intervalle  de  temps  qui  sé- 
pare deux  observations  soit  exactement  égal  à la**  -f-  Aa;  la  lu- 
nette sera  alors  dans  le  méridien,  son  axe  sera  dirigé  de  l'est  à 
l’ouest  (*). 


(*)  L’olablittement  parfait  da  l’inalrument  est  irréaliaable  à cauac  de  la 
variation  continue  de  aci  erreurs  ; aussi  ne  cherche-t-on  à l'obtenir  que  d'une 

façon  approrbèc;  et  ou  détcrntinc  ensuite  par  les  métiiodes  précédentes,  on 
par  d'autres  analoQiies  que  nous  exposerons  dans  le  second  vniiime,  les 
erreurs  de  l'instrument,  et  ces  erreurs  une  fois  connues,  on  en  corriire  les 
passages  observes. 


Digitized  by  Google 


280  ASTBONOHIE  SPHÉRIQUE. 

On  pput  aussi  comparer  entre  eux  trois  passages  consécutifs 
d'une  même  étoile  au  méridien;  deux  d'entre  eux  sont  par  consé- 
quent d'un  même  côté  du  pâle.  Dans  le  cas  où  l'instrument  se 
meut  dans  le  méridien,  ces  intervalles  de  temps  doivent  être 
égaux  ; s’ils  sont  inégaux,  le  plan  vertical  dans  lequel  se  meut  la 
lunette  est  situé  du  côté  du  méridien  où  l'étoile  est  restée  le  moins 
longtemps. 

L'observation  dés  temps  des  passages  des  étoiles,  faite  avec  un 
instrument  ainsi  établi,  donnera  immédiatement  les  différences 
des  ascensions  droites  apparentes.  Pour  obtenir  les  différences 
des  ascensions  droites  moyennes  rapportées  au  commencement 
de  l'année,  il  faut  leur  ajouter  les  réductions  au  lieu  apparent 
prises  en  signe  contraire.  Le  calcul  des  formules  relatives  à ces 
corrections  exige  que  l'on  connaisse  déjà  des  valeurs  approchées 
de  l’ascension  droite  et  de  la  déclinaison;  on  les  trouve  dans  les 
Catalogues  d'étoiles  construits  antérieurement. 

Si  l'astre  a un  diamètre  apparent,  il  arrive  qu’on  ne  peut  en  ob- 
server que  l’un  des  bords;  et  comme  cet  astre  a toujours  un  mou- 
vement propre,  il  faut  calculer  la  durée  du  passage  au  méridien 
de  son  demi- diamètre  (n°  56)  ; on  augmentera  ou  on  diminuera 
de  cette  durée  le  temps  observé,  suivant  qu’on  aura  observé  le 
bord  qui  précède  le  centre  (i"bord),  ou  le  bord  qui  le  suit 
(2*  bord).  Pour  le  Soleil,  dont  on  peut  observer  les  deux  bords, 
il  suffit  de  prendre  la  moyenne  des  deux  observations. 

L'époque  de  culmination  d'une  étoile  peut  être  déterminée  par 
une  autre  méthode;  elle  consiste  à observer  les  instants  où  cette 
étoile  est  ù des  hauteurs  égales  de  chaque  côté  du  méridien.  Pour 
ces  observations,  il  faut  un  cercle  des  hauteurs;  c’est  un  cercle  fixé 
à une  colonne  verticale  mobile  elle-même  autour  de  son  axe,  de 
telle  sorte  que  le  cercle  puisse  être  amené  successivement  dans 
tous  les  plans  verticaux.  Après  avoir  observé  avec  cet  instrument 
les  instants  où  une  étoile  a des  hauteurs  égales  de  part  et  d’autre 
du  méridien,  on  en  prend  la  demi-somme  et  on  a l’epoque  de  la 
culmination  de  l'étoile.  Il  est  évidemment  inutile  de  connaître  la 
hauteur  de  l'étoile,  et  il  suffit  que,  dans  les  deux  observations, 
la  lunette  fasse  avec  l’Iiorizon  des  angles  égaux.  Mais  si  ces  deux 
angles  diffèrent  quelque  peu,  il  est  facile  de  calculer  l'erreur  qui 
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en  résulte  pour  l’époque  de  la  culmination.  En  efTet,  si  la  distance 
zénithale  observée  à l'ouest  est  trop  grande  de  A z,  l'étoile  avait  au 

moment  de  l’observation  un  angle  horaire  trop  grand  de — : 

coS(psinA 

il  faut  donc  retrancher  la  quantité  ~ ^ de  la  moyenne  des 

cusÿSiuA 

deux  tenijis  observés. 

D'ailleurs,  la  réfraction  rend  toujours  rrécessaire  une  correc- 
tion de  ce  genre;  en  effet,  bien  que  la  réfraction  moyenne  soit  la 
meme  pour  deux  observations  faites  à la  même  hauteur,  les  varia- 
tions survenues  dans  l’état  des  instruments  météorologiques  pen- 
dant l’intervalle  de  deux  observations  produit  dans  les  termes 
correctifs  de  la  réfraction  une  petite  dilférence  dont  l’influence 
peut  être  calculée  à l’aide  des  formules  données  précé<lemment. 
Pour  le  Soleil,  on  doit  encore  tenir  compte  de  la  variation  de  la 
déclinaison  pendant  l’intervalle  de  ces  observations. 

De  la  formule  donnée  au  n°  53,  et  que  nous  venons  de  rap- 
peler, 

^ = cosf  sin  A = cosd sin p , 

résultent  plusieurs  enseignements.  Il  est  clair  tout  d’abord  que, 
pour  la  di'terminalion  qui  nous  occupe,  il  faudra  de  préférence 
observer  les  étoiles  au  voisinage  <lu  premier  vertical,  car  c’est 
alors  que  les  distances  zénithales  varient  le  plus  rapidement,  et 
de  plus  choisir  des  étoiles  voisines  de  l’équateur;  en  outre,  cette 
méthode  sera  surtout  avantageuse  pour  un  lieu  de  la  Terre  proche 
de  l'équateur;  car  alors  cosf,  étant  égal  à l’unité,  à une  même 
variation  de  z correspondra  une  variation  minimum  de  /.  La  dé- 
termination des  ascensions  droites  absolues  repose,  comme  nous 
le  verrons  plus  tard,  sur  des  observations  de  passages;  aussi  em- 
ploiera  t-on  avec  avantage  la  méthode  précédente,  quand  un  sera 
placé  en  un  lieu  voisin  de  l’equateur. 

92.  Dclerini nation  des  déclinaisons  des  étoiles.  — Au  motnent 
de  son  p.issage  au  fil  vertic.il  du  cercle  mériilien,  on  bis.secte  l’é- 
toile avec  le  iil  horizontal,  et  on  fait  la  lecture  sur  le  cercle  avec  les 
verniers  ou  les  microscopes;  la  différence  des  lectures  faites  dans 
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cliaque  cas  donne  la  difrérence  des  hauteurs  méridiennes  appa- 
rentes {*). 

Si  l'on  connaît  aussi  la  lecture  qui  correspond  au  zénith,  en  la 
retranchant  de  toutes  les  autres  on  obtiendra  les  distanees  zéni- 
thales apparentes.  Le  point  du  cercle  qui  correspond  au  zénith 
se  détermine  comme  il  suit  : la  lunette  pointant  sur  le  nadir  et 
un  bain  de  mercure  étant  placé  sous  l'objectir,  on  éclaire  l’ocu- 
laire par  l’extérieur,  de  façon  que  la  lumière  soit  réfléchie  par 
le  mercure;  on  peut  alors  apercevoir  en  même  temps  le  fil  hori- 
zontal sur  le  fond  clair  du  champ,  et  son  image  réfléchie;  on 
fait  ensuite  mouvoir  la  lunette  jusqu’i  ce  que  l’image  réfléchie  du 
fil  coïncide  avec  le  fil  lui-même.  Dans  cette  position,  la  ligne  de 
visée  de  la  lunette  est  exactement  verticale.  On  lit  la  division  cor- 
respondante du  cercle,  on  en  déduit  ensuite  celle  qui  correspond 
au  zénith. 

Les  distances  zénithales  des  étoiles  doivent  être  avant  tout  cor- 
rigées de  la  réfraction,  et  aussi  de  la  parallaxe  quand  on  observe 
le  Soleil,  la  Lune  ou  les  planètes.  Pour  cela  on  ajoute  à la  distance 
zénithale  la  réfraction  calculée  d’après  la  formule  (A  ) du  n°  76, 
et  on  en  retranche  /?sinz,  p désignant  la  parallaxe  horizontale; 
pour  la  Lune,  cependant,  on  calcule  la  parallaxe  au  moyen  des 
formules  rigoureuses.  Si  l'astre  a un  diamètre  apparent,  il  faut, 
après  avoir  corrigé  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe  la  distance 
zénithale  du  bord  observé,  lui  ajouter  le  demi-diamètre  apparent 
pris  avec  un  signe  convenable.  Lorsqu’on  aura  pu  observer  les 
deux  bords,  on  prendra  la  moyenne  des  deux  distances  zénithales 
corrigées.  Dans  ce  cas,  l'observation  du  bord  supérieur  et  celle 
du  bord  inférieur  se  font  à une  certaine  distance  du  fil  vertical, 
c'est-à-dire  du  méridien;  une  petite  correction  devient  donc  né- 
cessaire, car  le  fil  horizontal  représente  un  grand  cercle  de  la 
sphère  céleste  et  diffère  par  conséquent  du  parallèle  de  l’astre; 
on  y reviendra  dans  le  second  volume.  Avec  les  distances  zéni- 
thales méridiennes  et  la  latitude  du  lieu  d’observation,  on  ob- 


(•)  Noa>  donnerons  dans  le  second  volume  les  corrections  complètes 
qu'il  faul  apporter  i cette  lecture  pour  éliminer  Ica  erreurs  de  riostrument 
(erreurs  de  dirision  et  de  flexion). 
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tient  les  déclinaisons  d’après  les  forniulrs  du  n°  51.  Quant  à la 
latitude,  on  peut  la  déterminer  facilement,  en  observant  les  dis- 
tances zénithales  des  circompolaires  à leurs  culminations  supé- 
rieure et  inférieure.  En  effet,  la  demi-somme  des  distances  zé- 
nithales corrigées  de  la  réfraction  , augmentée  de  | Si,  est 
égale  à la  colatitiide  du  lieu  de  l'observation,  étant  la  varia- 
tion de  la  déclinaison  apparente  pendant  cet  intervalle  de  temps. 
On  peut  encore  obtenir  la  latitude  en  observant,  au  moment  de 
leurs  culminations  supérieure  et  inférieure,  les  circompolaires 
directement  et  par  réflexion  sur  un  bain  de  mercure.  La  demi- 
somme  des  hauteurs  corrigées,  diminuée  de  j donnera  la  la- 
titude du  lieu  de  l’observation.  Mais,  puisque  les  observations 
directes  et  réfléchies  ne  peuvent  jamais  avoir  lieu  au  même  instant, 
on  fait  habituellement  dans  le  voisinage  du  méridien  plusieurs 
observations  pour  chaque  culmination,  et  l’on  réduit  chacune 
d’elles  au  méridien,  comme  on  le  montrera  dans  le  second  volume 
en  traitant  du  cercle  méridien. 

Quand  le  lieu  d'observation  est  voisin  de  l’équateur,  les  cir- 
compolaires ne  conviennent  point  à la  détermination  de  la  latitude. 
Dans  ce  cas,  au  lieu  de  chercher  directement  la  l.'ititude,  on  dé- 
termine la  hauteur  ou  la  distance  zénithale  de  l'équateur  par  l'ob- 
servation du  Soleil  (voir  n*  93). 

La  latitude  du  lieu  d’observation  étant  copnue,  on  déduit  de  la 
distance  zénithale  observée  et  corrigée  de  la  réfraction  la  valeur 
de  la  déclinaison  apparente  de  l’étoile,  et  en  ajoutant  à cette  dé- 
clinaison la  réduction  au  lieu  apparent  prise  avec  un  signe  con- 
traire, on  obtient  la  déclinaison  moyenne  au  commencement  de 
l’année. 

93.  Détermination  de  l'obliquité  de  l’écliptique.  — La  relation 


sinAtangt  = tangO 


montre  que  l'observation  de  la  déclinaison  du  Soleil  donnera  l'o- 
bliquité de  l'écliptique  si  l’ascension  droite  est  connue , ou  l’as- 
cension droite  si  l'obliquité  est  déjà  déterminée.  D'un  autre  côté, 
de  l'équation 


cotAc/A  -+ 


idt 

sinat 


2f/P 

sinaD 
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obtenue  en  difTorentiantlogarithniiqiieinent  la  Torinule  précédente, 
il  résulte  que,  pour  la  détermination  de  rubliquilé  de  l'écliptique, 
les  observations  les  plus  avantageuses  sont  celles  qui  sont  faites  au 
voisinage  des  solstices,  et  qu’au  contraire,  pour  celle  de  l'ascension 
droite  du  Soleil,  il  faut  de  préférence  faire  les  observations  au  voi- 
sinage des  équinoxes.  Si  l'on  avait  observé  la  déclinaison  du  Soleil 
au  moment  même  où  son  ascension  droite  était  90®  ou  170“,  la 
différence  du  nombre  ainsi  obtenu  et  de  la  latitude  du  Soleil  serait 
égale  à l'obli<|uité  de  l'éclipti(|ue. 

En  général,  la  déclinaison  du  Soleil  a été  observée  non  point 
aux  solstices  mêmes,  mais  en  leur  voisinage;  cependant,  si  l'on 
connaît  approximativement  la  position  des  équinoxes,  c<"S  obser- 
vations pourront  servir  à déterminer  l'obliquité  de  l'écliptique; 
on  emploiera  dans  ce  but  la  formule  précédente,  ou  mieux  son 
développement  en  série. 

Soit  D'  la  déclinaison  observée,  B la  latitude  du  Soleil;  d'après 
les  formules  données  dans  la  remarque  du  n*  39, 


D = D'  — 


ensf 

cosl) 


serait  la  déclinaison  corrigée  de  l'influence  de  la  latitude  du  Soleil, 
c'est-à-dire  la  déclinaison  qu’on  aurait  obtenue  si,  an  moment  de 
l’observation,  le  centre  de  cet  astre  eût  été  dans  l’écliplicpie.  Soit 
X la  distance  du  Soleil  an  point  solsticial  exprimée  en  ascension 
droite  et  par  conséquent  égale  à 90" — A,  on  aura 

cosf  tangi  = tangD. 

Puisque,  par  hypothèse,  x est  très-petit,  on  peut,  à l’aide  de 
cette  équation,  développer  1 en  une  série  rapidement  convergente, 
qu’on  obtient  au  moyen  de  la  formule  (18)  du  n°  11, 

(A)  r = D -I-  tang’  J x sin  2D  -+-  tang'  { jrsiii4  D -f  . . . . 

Cette  formule  permet  de  trouver  l’obliquité  de  réclipti(|ue  à 
l'aide  d'une  observation  de  la  déclinaison  du  Soleil  faite  au  voisi- 
nage du  solstice.  L’aberration,  n’ayant  d’autre  effet  que  de  chan- 
ger la  position  apparente  du  Soleil  dans  l’eclijjtique,  est  évidem- 
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ment  snns  influence  sur  le  résultat.  De  même,  la  valeur  de  i variera 
peu  quand  on  réduira  A et  D i\  un  autre  équinoxe  en  tenant 
compte  de  la  précessinn.  Mais  si  A et  D sont  alTectés  de  la  nuta- 
tion, la  valeur  trouvée  pour  i sera  celle  de  l'obliquité  apparente 
de  l'écliptique  alTectéc  de  la  nutation. 

Exemple.  — Au  19  juin  1841,  on  a observé  à Kœnigsherg  la 
déclinaison  du  Soleil;  corrigée  de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe, 
cette  déclinaison  était  -t- 23”26'8",57  ; on  a trouvé  à la  même 
époque,  pour  l'ascension  droite,  5’'48"' 5o*,54.  Ainsi,  dans  ce 
cas, 

a:  =:  o**  I l“9’,  46  =:  ,go, 

et,  puisque  la  latitude  du  Soleil  était  + o",  70,  on  avait 

Déclinaison =-(-23'’î6'  7", 87 

Premier  terme  de  la  séi  ie.. . = -t-  1.29,23 

Deuxième  terme  de  la  série.  = -f-  0,04 

• = -t- 23”  27' 37  *',14 

Cette  valeur  est  l'obliquité  apparente  pour  i843juin  19,  telle 
que  l'aurait  donnée  cette  observation.  Calculons  maintenant  la  nu- 
tation de  l'obliquité  d'après  les  formules  du  n^Gl  ; à cetedate 

Q=  272°37',4,  0=  «7°  “'.o> 

^ = 350.17,0,  P =280.14,0, 

nous  avons  donc 

Ai  = -I-  o",  o5, 

et,  par  conséquent,  cette  observation  donnera,  pour  l'obliquité 
moyenne  en  ce  jour, 

23"  27' 37',  09. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat,  mais  par  une  voie  plus  lon- 
gue, en  corrigeant  A et  D de  la  nutation,  comme  on  l'a  montré 
aux  n"*61  et  63,  et  en  faisant  avec  ces  valeurs  corrigées  les  calculs 
indiqués  par  la  formule  (A).  La  nutation  en  longitude  est  égale  à 

+ 17". '8; 
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on  a,  par  con$é(|uen(, 

iiî=  + i*,  s5,  aJ  = o"',  39, 

et,  par  suite, 

Décitnaisnn  oorrigre. . . = -H  23" 26'  7", 48 

Premier  terme = -t-  i .29  ,57 

Deuxième  terme = -H  o ,o4 

Obliquité  moyenne. ...  = -)-  23"a7'37",  09 

Élimination  des  erreurs.  — Pour  obtenir  un  résultat  indépen- 
dant des  erreurs  acridenlelles  d'observation,  on  observera  aussi 
souvent  que  possible  la  déclinaison  du  Soleil  dans  les  jour.»  voisins 
du  solstice,  et  on  prendra  pour  valeur  de  l'obliquité,  la  moyenne 
des  Videurs  déduites  de  cliarune  de  ces  observations. 

Mais  de  cette  manière  les  erreurs  constantes  dont  peuvent  être 
afi'ectésx  et  D ne  sont  point  éliminées.  Désignons  par  l' l’obliquité 
calculée  avec  les  valeurs  précédentes  de  x et  D,  par  1 la  valeur 
exacte  de  l’obliquité,  par  di  et  r/D  les  erreurs  de  x et  de  D.  Chaque 
observation  donne  une  équation  de  la  rorine 

t — t -h  ~ lanexsin  21  <u  -I — : rfD, 

° sinaD 

qu’un  obtient  facilement  au  moyen  de  l’équation  différentielle 
précédente,  en  y supposant  dx  exprimé  en  temps;  ainsi,  pour 
l’exemple  précédent,  on  a 

s=  23"27'37",  ot)  + o",  2 1 2 , e/.r  -I-  i",ooi  .dD, 

de  telle  sorte  qu’une  erreur  d’une  seconde  de  temps,  commise  sur 
X,  produit  une  erreur  de  o",  212  sur  l’obliquité.  Prenons  ensuite 
une  valeur  r , de  •,  telle  que  1 -I-  dt,  et  posons  i,  — «'  = n, 

on  déduit  de  chaque  observation  une  éijuatiun  de  1a  forme 

sins* 

o = n -hdt  — tanuxsin 2« nx ^ </D. 

’ ° sin  2 D 

En  traitant  ces  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
nous  obtiendrons  les  trois  équations  du  minimum  à l’aide  des- 
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quelles  nous  pourrons  considérer  r/i  comme  fonction  de  tir  et  t/D; 
en  d'autres  termes,  ces  équations  permettraient  de  trouver  la  va- 
riation fit  correspondante  à des  variations  dK  = — dx,  et  </D 
des  ascensions  droites  et  des  déclinaisons  du  Soleil  : la  valeur  la 
plus  probable  de  l'obli(|iiité,  déduite  des  observations  d'un  solstice, 
aura  donc  la  forme 

«'  -1-  flrfü  -+-  bdx, 

où  la  valeur  du  coeflicient  de  </D  est  toujours  très-voisine  de 
l’unité. 

S’il  n'existe  pas  d'erreurs  constantes  dans  D et  .r,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  //D  et  dx  sont  nuis,  on  devrait,  avec  les  ob- 
servations faites  à deux  solstices  consécutifs,  trouver  des  valeurs 
de  I ne  différant  entre  elles  que  de  o",  23,  partie  de  la  variation 
séculaire  qui  correspond  à l'intervalle  des  deux  observations.  Mais 
les  erreurs  accidentelles  commises  sur  chaque  observation  de  la 
distance  zénithale  ou  les  erreurs  accidentelles  de  la  réfraction,  ne 
disparaissent  pas  complètement  de  la  moyenne  des  observations 
faites  aux  environs  d’un  même  solstice;  nous  ne  pourrons  donc 
espérer  obtenir  une  valeur  exacte  de  l'obliquité  pour  une  époque 
déterminée,  qu’en  réduisant  il  cette  époque  Ions  les  résultats  ob- 
tenus, comme  nous  venons  de  l’indiquer,  pour  un  grand  nombre 
de  solstices  différents  et  en  prenant  leur  moyenne  : de  plus,  en 
déterminant  ainsi  l’obliquité  moyenne  pour  deux  époques  diffé- 
rentes, on  aura  en  même  temps  la  variation  séculaire  de  cette 
quantité. 

Cela  posé,  soit  «, -l-rfi  la  vraie  valeur  de  l’obliquité  moyenne 
à l’époque  /„  -i-a:  sa  diminution  annuelle,  et  supposons  que 

l’observation  ait  donné  le  nombre  t pour  valeur  de  l’oblicpiité 
moyenne  au  temps  /;  si  cette  valeur  était  exacte,  on  aurait  l’é- 
quation 

• = 5,  -I-  l/l  — (A  £ -+-  J")  (f  — t.j. 

Ainsi,  en  faisant 

I,  — 4i(r  — t.)  — I = n, 

chaque  observation  de  robli<|uité  moyenne,  faite  à l’époque  d’un 
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solstice,  donnera  une  équation  de  la  forme 

O = n 4-  f/«  X (f  — /,), 


et,  avec  un  grand  nombre  d'observations  analogues,  on  pourra, 
par  la  ir.étiiode  des  moindres  carrés,  trouver  les  valeurs  les  plus 
probables  de  r/i  et  de  x.  Bessel  a obtenu  ainsi,  par  la  comparai- 
son de  ses  observations  propres  avec  celles  de  Bradley,  la  valeur 
23°a7'54'',8o  pour  l'obiiipiité  moyenne  de  recliplitpie  en  1800, 
et  o*,457  pour  sa  diminution  annuelle.  Peters,  en  comparant 
les  observations  de  Struve  avec  celles  de  Bra<lley,  a trouvé,  pour 
l’obliquité  moyenne  au  temps  t, 

23”  7,7' 54',  32  — o",  4<>45  {t  — 1800) , 

valeur  que  l'on  regarde  généralement  aujourd'hui  comme  plus 
exacte. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  il  y a dans  les  données  des 
observations  des  erreurs  constantes.  Supposons  en  particulier  que 
les  observations  des  déclinaisons  soient  affei  tces  d’une  erreur  con- 
stante comme,  par  exemple,  si  la  latitude  du  lieu  n’est  connue 
qti’approximativement  ; dans  ce  cas,  les  valeurs  de  l'ublii|uité, 
déterminées  aux  solstices  d’hiver  et  aux  solstices  d’été,  présrmtent 
entre  elles  une  différence  constante.  Or,  soit  ritf  la  correction  de 
la  valeur  ado|>tcc  pour  la  latitude,  < et  s'  la  valeur  vraie  de 
l’obliquité  et  la  valeur  déduite  des  observations.  Comme  ( n"  51  ] 
D = Z -i-  y,  on  aura,  pour  déterminer  d y,  les  équations 

observations  du  solstice  d’été. ....  c = «'  -1-  orfy , 
observations  du  tolstice  d'hiver..  . . «,  = — «'</y. 


d'où 


1’,  — r'  -I-  • — i, 

— — - — 1 

a + a 


où  I — I,  représente  la  variation  séculaire.  Telle  est  la  correc- 
tion de  la  latitude,  en  supposant  que  la  détermination  de  z ne  soit 
affectée  d'aucune  erreur  const.inte.  Mais  on  peut  en  outre  trou- 
ver ainsi,  par  les  observations  des  distances  zénithales  du  Soleil 
faites  aux  jours  des  solstices  d’été  et  d'hiver,  une  valeur  déjà  ap- 
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prochée  de  la  latitude  du  lieu.  Soient,  en  eflel,  z'  et  s"  les  dis- 
tances zénithales  observées  et  corrigées  de  la  réfraction,  de  la 
parallaxe  et  de  la  nutation,  et  regardées  comme  négatives  quand 
le  Soleil  passe  au  méridien  au  sud  du  zénith;  on  a évidemment 


94.  Détermination  des  ascensions  droites  absolues  des  étoiles. 
— L’obliquité  de  l’écliptique  étant  connue,  on  peut  déterminer 
l’ascension  droite  absolue  d'une  étoile,  et,  à l'aide  des  différences 
d’ascension  droite,  les  ascensions  droites  de  toutes  les  étoiles.  On 
choisit  toujours,  dans  ce  but,  une  belle  étoile  que  l’on  puisse 
observer  même  dans  le  jour  et  qui  soit  située  au  voisinage  de 
l’équateur,  comme  Procyon  (a  Petit  Chien)  ou  Altaïr  (a  Aigle). 
Supposons  actuellement  que  l’on  ait  observé  au  méridien  l’étoile 
tt  le  Soleil  aux  temps  / et  T de  la  pendule;  la  quantité  t — T, 
corrigée  de  la  marche  de  la  pendule,  est  égale  à la  différence  de 
l’ascension  droite  de  l'étoile  et  de  celle  du  Soleil  à l'époque  de  la 
culmination  de  ce  dernier  astre.  Supposons  de  plus  qu’on  ait 
aussi  observé  la  déclinaison  du  Soleil  au  moment  de  son  passage 
au  méridien,  et  soit  D cette  déclinaison  corrigée  de  la  parallaxe 
et  de  la  latitude  du  Soleil,  on  aura  l'équation 

sin  A tangi  = tang  D , 


et,  ptir  suite. 


. tang  D 
a = arc  sin  — - — 
tangf 


-l-r  — T. 


En  toute  rigueur,  le  temps  T doit  en  outre  être  corrigé  de  l’in- 
fluence de  la  latitude  du  Soleil  par  l’addition  du  petit  terme 


COS.4  sécd  sin  c. 

i5 


Si  la  valeur  s adoptée  pour  l’obliqnîté  et  la  déclinaison  D don- 
née par  l’observation  sont  erronées,  la  valeur  obtenue  pour  a le 
sera  également,  même  en  faisant  abstraction  des  erreurs  d’ob- 
servation qui  peuvent  avoir  été  commises  sur  l’intervalle  t — T. 

I.  19 
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Pour  apprécier  l'iiifliiencc  de  ces  erreurs,  on  se  seit  encore  de 
l’équation  différentielle  trouvée  au  n"  93 


f/A  = — 


^ rfD 

sin2(  sinaD 


d’après  laquelle  chaque  observation  donne 


, . tancD  „ a tan"  A , 

(A)  a = arcsin h<  — T : — — </« 

tang:  sinat 


•X  tang  A 
sin  2 D 


rfD. 


Cette  équation  montre  (pic  les  meilleures  observations  sont 
celles  qui  sont  faites  au  voisinage  des  équinoxes.  En  effet,  les  coef- 
ficients de  Ht  et  r/D  ont  alors  les  plus  petites  valeurs  possibles; 
celui  de  dt  est  nul  et  celui  de  r/D  égal  à cot  t,  c’est-à-dire  à 2,  3. 
De  plus,  il  est  facile  de  combiner  les  observations  de  manière  à 
annuler  les  effets  des  erreurs  constantes  qui  altéreraient  les  valeurs 
de  c et  de  D.  En  effet,  prenons  toujours  pour  l'angle  A celle  des 

, , , tangD  . . . 

valeurs  données  par  I équation  sin  A = fst  inferieure 

à (}n°,  et  appliipioiis  la  formule  précédente  à l'ascension  droite  du 
Soleil,  i8o“  — A',  A'  étant  un  angle  aigu;  nous  aurons,  en  dé- 
signant par  t'  et  T'  les  époi|iies  de  culmination  de  l’étoile  et  du 
Soleil, 


180°- 


arcsln'‘'"«°'+r'-r4-’‘*"^^-(/t- 
tang  fi  sin  2 à . 


2tangA'^^D, 


sin  2D! 


équation  qui,  combinée  avec  la  précédente,  donne 
'«=  ;((f-T)+  (r'-T')] 


(B) 


/ tangD  tangD'  „ 

^ I arc  sin  -7:-^^ arc  sin  1-  180' 


■) 

/ tang  A _ tang  A' \ _ tang  A — tang  A' 

\sin2D  sinaD'/  sin2f 


langt 


tangi 


Supposons  maintenant  que  A'  = A,  nous  aurons  aussi  D'  = D. 
Ainsi,  en  observant  les  différences  en  ascension  droite  du  Soleil  et 
d’une  étoile  à des  époques  où  les  ascensions  droites  du  Soleil  sont 
supplémentaires,  les  roeflicientsde  </D  et  de  </<  dans  l’équation  (B) 
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seront  nuis,  et  par  conséquent  les  errenrs  conslanles  commises 
sur  la  déclinaison  et  sur  robliqmté  n'niiront  aucune  influence  sur 
l’ascension  droite  de  l'étoile.  Â la  vérité  on  n’atteindra  jamais  ri- 
goiireusemem  ce  résultat,  car  jamais  il  n’arrivera  que  le  Soleil, 
ayant  l’ascension  droite  A à l'un  de  ses  passages  au  méridien,  ait 
exactement  à nn  autre  passage  l'ascension  droite  180'’—  A.  Mais 
A'  étant  seulement  voisin  de  180“ — A,  l’erreur  résiduelle  dépen- 
dant de  <éD  et  dedt  sera  encore  excessivement  petite. 

Ainsi,  pour  déterminer  l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile, 
il  faut  observer  les  différences  d’ascension  droite  du  Soleil  et  de 
l’étoile  au  voisinage  des  deux  équinoxes.  Si  la  première  observa- 
tion a été  faite  après  l’équinoxe  du  printemps,  on  fera  la  seconde 
à la  même  distance  avant  l’équinoxe  d’automne;  réciproque- 
ment, si  la  première  observation  a été  faite  avant  l'équinoxe  du 
printemps,  on  devra  faire  la  seconde  après  l’équinoxe  d’automne 
et  la  même  distance.  Par  la  combinaison  de  deux  pareilles  ob- 
servations, les  erreurs  constantes  de  Det  de  t disparaissent,  et  il  ne 
reste  dans  le  résultat  que  les  erreurs  accidentelles  commises  dans 
l’observation  du  passage  et  de  la  déclinaison.  Ces  dernières  er- 
reurs ne  peuvent  être  éliminées  que  par  la  multiplicité  des  ohser-' 
vations;  il  faudra  donc  combiner  non  pas  senietneift  deux,  mais 
un  nombre  aussi  grand  que  possible  d’observations  faites  avant  et 
après  l’équinoxe  du  printemps,  et  pareillement  at^an't  et  après 
l’équinoxe  d'automne;  dans  ce  cas  il  ne  sera  même  pas  néces- 
saire de  se  limiter  au  voisinage  immédiat  de  l’équinoxe.  Sup|>osons 
que  a,  soit  une  valeur  approchée  de  «,  de  sorte  que  a^  = ct,-^-da, 
et  posons 

tanc  D 

a,  — arc  sin  — 2 ( f — T)  = «, 

tangi  ' 

chaque  observation  donnera  une  équation  de  la  forme 


o =:  n -4-  rfa 


■AtangA  7.  langA 

^ — — lit : — ^ d D , 

sin  21  sin  2Ü 


à la  condition  que  rfD  puisse  être  regardée  comme  constante  pen- 
dant tout  l’intervalle  des  observations.  Traitant  touirs  ceséquations 

•9 
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par  la  méthode  des  moindres  rarrés,  nous  trouverons  les  valeurs 
les  plus  probables  de  da.,  di  et  dD;  en  d’autres  termes,  à l’aide 
des  (‘quations  du  minimum  nous  déterminerons  r/a  en  fonction  de 
dt  et  dD-,  en  les  substituant  dans  l’expression  de  da,  nous  trouve- 
rons la  correction  </a  qui,  combinée  avec  les  valeurs  de  dt  et  dD, 
rend  minimum  la  somme  des  carrés  des  erreurs  résiduelles.  D’ail- 
leurs, si  les  observations  sont  assez  nombreuses  et  convenable- 
ment réparties  entre  les  deux  équinoxes,  les  coefficients  de  dt 
et  dD,  dans  l’équation  finale  relative  à da,  seront  toujours  très- 
petits. 

Si  les  observations  s'étendent  à une  grande  distance  des  équi- 
noxes, il  peut  arriver  que  dD  ne  puisse  pas  être  regardée  comme 
ayant  une  valeur  constante  pour  toutes  les  déclinaisons  observées; 
ce  fait  se  présente  quand,  par  exemple,  les  erreurs  de  division 
du  cercle  qui  sert  aux  observations  dépendent  de  la  distance 
zénilliale,  ou  bien  encore  quand  la  constante  de  réfraction  em- 
ployée a besoin  d’une  correction.  Bien  que,  dans  cette  hypothèse, 
avec  des  observations  faites  symétriquement  par  rapport  aux  équi- 
noxes, une  pareille  erreur  n’ait  aucune  influence  sur  le  résultat, 
néanmoins  la  valeur  trouvée  pour  dD,  nu  le  terme  dépendant  de 
<fD  dans  l’expression  finale  de  da,  n’aurait  aucun  sens,  ou  du 
moins  ne  se  rapporterait  qu’à  une  valeur  moyenne.  Aussi,  dans 
ce  cas,  on  partage,  d’après  leurs  distances  zénithales,  les  observa- 
tions en  différents  groupes  dans  chacun  desquels  on  puisse  regar- 
der l’erreur  cfD  comme  à peu  près  constante,  et  on  traite  chacun 
de  ces  groupes  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  Si  la  distance 
zénithale  est  comptée  au  sud  du  zénith,  on  aura 

D = f — z — P ; 

on  pourra  donc  remplacer,  dans  l’équation  précédente,  dD  par 
(ff  — (fA-.tangz — p/(z),  où  di-  représente  la  correction  de  la 
constante  de  la  réfraction,  et  p/{~)  la  correction  de  lecture.  Pour 
la  détermination  de  ces  inconnues  elles-uiémes,  on  possède,  en 
général,  d’excellentes  méthodes. 

Exemple.  — Au  24  mars  i843,  Bessel  a trouve  à Koenigsberg, 
pour  la  déclinaison  du  centre  du  Soleil,  corrigée  de  la  réfraction 
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et  de  la  parallaxe, 

D'  = 4-  i“i5'27", a4, 

et  pour  différence  des  temps  des  passages  au  méridien  du  Soleil 
et  de  Procyon  (a  Petit  Chien),  corrigée  de  la  marche  de  la  pen- 
dule, 

t — T = 7'*  I g™  29’,  86. 

La  latitude  du  Soleil  était  alors  -t-o",  2 1;  par  conséquent,  la 
correction  de  la  déclinaison  était  — o",  19,  et  celle  du  temps  T 
était  nulle.  Il  n’est  pas  nécessaire  de  corriger  de  l'aberration  les 
quantités  D el  T relatives  au  Soleil,  puisque  celle-ci  n’a  d’autre 
résultat  que  de  déplacer  le  Soleil  dans  l'écliptique;  pour  l’étoile, 
au  contraire,  on  emploiera  la  formtik:  ( A)  du  n“  80;  et  comme 
la  longitude  du  Soleil  est  3°  10'  et  le  lieu  approché  de  l’étoile 
a = 1 1 2“ 46',  J z=  -I-  5*37',  l’aberration  en  ascension  droite  pour 
l’étoile  est  o*,42,  quantité  qu’il  faut  retrancher  du  temps  t , on 
obtient  ainsi 

D = -I- 1“  i5'27",o5,  r — t = 7'' 19^  29',44- 

Ces  deux  valeurs  sont  rapportées  à l’équinoxe  apparent  au  temps 
de  l’observation.  Si  l’on  prend  pour  obliquité  moyenne  à cette  date 
23“  27' 35",  o5,  il  faudra  y ajouter  la  nutation  pour  trouver  l’obli- 
quité apparente  au  temps  de  l’observation;  mais  ce  jour-là 

^ = 277“i4',  0 = i”i4',  (^  = 283“56',  P = 28o“i4'; 
on  a donc,  d’après  la  formule  (A,)  du  n°  61, 

Ai  = -1-  l",72, 

et,  par  suite, 

t = 23“ 27'  36", 77  ; 

. tancD  , . 

et  comme  A = arc  sin  , — 2 — , on  obtient 
tangi 

A = 2“  53'  57",  44  = O»*  1 1 •”  35‘,  83 . 
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L’nscension  droite  ra|)|>nrtrc  à l'équinoxe  apparent  sera  donc 

a = 7''  3i"’5’,27. 

Il  faut  ajouter  + i‘,  10  pour  la  nutation  en  ascension  droite,  et 
en  retrancher  o*,7i  pour  la  procession  et  le  mouvement  propre 
depuis  le  commencement  de  l'année  jusqu'au  i!\  mars  (la  varia- 
tion annuelle  est  3‘,  i46)>  cela  fait,  si  l’on  calcule  les  coeffîcients 
de  dD  et  de  dt,  cette  observation  donnera,  comme  ascension 
droite  moyenne  deProcyon  pour  i843,o, 

a = 7''  3 1 “ 3*, 46  + ” ) >539^0  — 0,0092  d t, 

où  dD  et  dt  sont  exprimés  en  secondes  d'arc. 

Le  20  septembre  de  la  même  année,  Bessel  a trouvé  par  l’ob- 
servation 

D'  = -t-  I*  16' 29",  22,  r'  — T = — 4’’  '7“5‘,82; 

or,  en  ce  jour  la  latitude  du  Soleil  était  B = — o",  56,  et,  par 
suite,  la  correction  de  la  déclinaison  D',  — o'',5i,  et  cellè  du 
temps  T',  + o‘,oi  ; pour  l’étoile,  l’aberration  en  ascension  droite 
était  — o’,56.  On  avait  donc  * 

D'= -t- i*i6'29",73,  t'  — T'=  — 4>‘i7“'5',27; 

en  outre,  ce  jour-là, 

^^267"42',  0 = 178‘>39',  (£  = i35°4i',  P = 28o'’i4'; 

d'où  l'on  conclut 

A«  = -(-  o",27, 

l’obliquité  moyenne  en  ce  jour  était  23°27'34"i  82,  d’ofi 
• =:  23°27'35*,09; 

on  en  déduit 

A = 2” 56' 22",  36  = 0*“  I i'"45*,49» 
ce  qui  donne  pour  ascension  droite  du  Soleil,  rapportée  à l’équi- 
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noxe  apparent, 

ii'‘48“i4*,5i, 

et,  par  conséquent, 

a = 7'-3i"’9',24; 

de  plus,  la  nutation  étant  égale  à + l'.ii,  la  précession  et  le 
mouvement  propre  à + 2',  27,  cette  observation  donne,  pour  l’as- 
cension droite  moyenne  de  Procyon  à l’époque  i843,  o, 

O = 7*' St" 5*, 86  — O,  i53g</D  -t-  o ,oog4 

et,  de  la  moyenne  arithmétique  des  deux  déterminations,  on 
déduit 

0=  7*“  3 1 "4*.  66, 

résultat  débarrassé  des  erreurs  constantes  de  D et  de  t ( *). 

Nous  aurions  pu  obtenir  l'ascension  droite  moyenne  en  rctran-' 
chant  de  D,  T et  r les  réductions  au  lieu  apparent,  et  négligeant 
pour  le  Soleil  les  termes  dépendants  de  l'aberration.  En  se  ser- 
vant de  l’obliquité  moyenne  pour  rhaqne  jour,  on  aurait  immé- 
diatement trouvé  l’ascension  droite  rapportée  à l’équinoxe  moyen 
du  commencement  de  l’année. 

95.  Déterminations  relatit'es.  Emploi  des  fondamentales.  Obser- 
vation des  zones.  — Dès  que  l’ascension  droite  absolue  d’une  étoile 
est  parfaitement  déterminée,  on  connaît  les  ascensions  droites  de 
toutes  les  étoiles  dont  on  a observé  les  différences  d'ascension 
droite  avec  la  première;  on  |>ent  alors,  en  y ajoutant  les  déclinai- 
sons, construire  un  catalogue  de  toutes  les  étoiles.  Mais  les  as- 
censions droites  données  dans  les  catalogues  des  différents  obser- 
vateurs peuvent  présenter  entre  elles  une  différence  constante 


(*)  Dans  les  Tabula  IteffiomonlantVf  on  trouve  « = Comme 

ta  moyenne  arithmétique  s'approche  de  celte  valeur,  les  erreurs  acciden- 
telles  commises  dans  les  deux  jours  étaient  presque  riales.  Aussi  en  com- 
parant les  déclinaisons  observées  avec  les  Tables  du  Soleil,  on  trouve  pour 
erreurs  de  cos  déolinaisons  -t-  7”, G;  et  -i-  8', 24. 
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causée  par  les  erreurs  commises  dans  la  détermination  de  l'équi- 
noxe. Quant  à cette  différence,  on  la  détermine  en  comparant  un 
grand  nombre  de  positions  d’étoiles  données  dans  les  différents 
catalogues,  après  les  avoir  toutes  réduites  il  la  meme  époque.  Des 
différences  analogues  peuvent  se  présenter  dans  les  déclinaisons; 
on  les  troiivcfa  de  la  même  inaniéie.  Mais  les  causes  que  nous 
avons  indiquées  précédemment  peuvent  rendre  ces  erreurs  va- 
riables; il  sera  donc  avantageux  de  comparer  ensemble  les  étoiles 
comprises  dans  des  zones  d’un  certain  nombre  de  degrés,  et 
de  déterminer  séparément  la  différence  propre  à chacune  de  ces 
zones. 

Afin  de  faciliter  la  lecherche  des  positions  relatives  des  étoiles 
ainsi  que  celle  des  planètes  et  des  comètes,  on  a fixé  avec  une 
grande  exactitude  les  positions  apparentes  d'un  certain  nombre 
d'étoiles  appelées  fondamentales;  les  Ephémérides  astronomiques 
contiennent  ces  positions  de  dix  jours  en  dix  jours  pour  l’instant 
de  leur  passage  au  méridien.  Pour  trouver  ensuite  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  d'un  astre  inconnu , on  le  comparera  i 
une  ou  plusieurs  étoiles  fondamentales,  et  on  déterminera,  en  sui- 
vant les  méthodes  indiquées  plus  haut,  leurs  différences  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  Si  la  déclinaison  de  l'astre  inconnu 
diffère  peu  de  celle  de  l’étoile,  les  erreurs  instrumentales  auront  à 
peu  près  la  même  influence  sur  les  deux  observations  et  disparaî- 
tront presque  entièrement  dans  1a  différence. 

Lorsque  l'astre  dont  on  veut  déterminer  la  position  est  très- 
voisin  de  l'étoile,  on  peut,  pour  observer  les  différences  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison,  employer,  au  lieu  d'un  instru- 
ment méridien,  une  lunette  munie  d'un  micromètre  (instrument 
qui  sera  décrit  dans  le  second  volume).  Cette  méthode  est  très- 
avantageuse,  car  elle  permet  de  répéter  l'observation  aussi  sou- 
vent qu’on  le  veut,  et  dispense  d’attendre  le  passage  de  l'astre  au 
méridien;  il  faut  remarquer,  de  plus,  que,  dans  le  cas  où  il  s’a- 
girait d'un  astre  faible,  l'observation  méridienne  en  serait  impos- 
sible si  ce  passage  avait  lieu  dans  le  jour.  C’est  pourquoi  l'on  em- 
ploie toujours  la  ,derniére  méthode  quand  on  veut  obtenir  les 
positions  relatives  d'étoiles  très-voisines,  ou  les  positions  des  pla- 
nètes et  des  comètes  nouvelles.  Il  faut  donc  connaître  un  grand 
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nombre  de  positions  d’eloiles,  afin  d’en  avoir  en  tontes  circon- 
stances qui  puissent  servir  à des  comparaisons  micrométriques 
avec  Tastre  inconnu.  Dans  ce  but,  et  en  même  temps  dans  le  but 
plus  général  d’arriver  i une  connaissance  plus  approfondie  du 
ciel,  on  a construit  et  on  construit  encore  chaque  jour  de  nom- 
breux recueils  d’observations  de  petites  étoiles  jusqu’à  la  g*  et 
10' grandeur.  Afin  de  pouvoir  observer  le  plus  grand  nombre 
possible  d’étoiles,  et  aussi  pour  faciliter  la  réduction  à leur  posi- 
tion moyenne,  l’astronome  ne  prend  chaque  jour  que  les  étoiles 
comprises  dans  une  zone  peu  étendue  en  déclinaison,  et  note  pour 
chacune  d’elles  l'instant  de  son  passage  et  la  lecture  du  cercle.  Les 
observations  de  ce  genre  sont  appelées  observations  des  zones.  On 
construit  ensuite  des  Tables  spéciales  à chaque  zone,  qui  permet- 
tent de  déduire,  de  la  position  observée  d’une  étoile , sa  position 
moyenne  à une  époque  déterminée;  il  sera  d’ailleurs  très-facile 
de  calculer  ces  T.ables  de  nouveau,  si  l’on  vient  à posséder  des  élé- 
ments de  calcul  plus  exacts,  par  exemple  des  positions  d’étoiles 
plus  précises.  Cette  méthode  d’observation  par  zones  offre  donc 
de  grands  avantages. 

I.e  temps  observé  t du  passage  de  l’étoile  au  01  de  l’instrument 
et  la  lecture  z du  cercle  doivent  subir  certaines  corrections  avant 
de  servir  au  calcul  de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison 
moyennes  de  l’étoile.  .A  la  valeur  de  / il  faut  ajouter  l’état  de  la 
pendule,  la  déviation  du  fil  hors  du  méridien,  la  réduction  au  lien 
apparent  avec  un  signe  contraire,  et  la  précession  pour  l’intervalle 
compris  éntre  l’observation  et  l’époque.  Dans  la  valeur  de  z on 
doit  introduire  l’erreur  de  collimation  du  cercle,  les  erreurs  de 
flexion  et  de  division,  la  réfraction,  et,  comme  plus  haut,  la  ré- 
duction au  lieu  apparent  avec  un  signe  contraire  et  la  précession. 
On  peut,  en  adoptant  la  marche  suivie  par  Bessel,  effecluer  très- 
commodément  ces  corrections.  On  construit  : 

I”  Une  Table  qui  donne  les  valeurs  k et  H de  ces  corrections 
pour  une  déclinaison  D correspondant  au  milieu  de  la  zone  et  de 
dix  en  dix  niinutÉ^  de  temps  pour  toute  l’étendue  de  la  zone  ; 

2“  Une  Table  qui  contient  les  variations  k'  etrf'  de  ces  correc- 
tions pour  une  variation  de  100  minutes  dans  la  déclinaison. 

L’ascension  droite  et  la  déclinaison  moyennes  d’une  étoile  pour 
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l’époque  assignée  s’obtiendronl  alors  par  les  formules 

a — t -f-  A -4“  A'  î 

lOO 

^ rrz  I -4-  rf  -f-  ï 

lOO 

où  Z désigne  la  lecture  du  cercle  pour  la  déclinaison  D correspon- 
dante au  milieu  de  la  zone. 

Comment  déterminer  les  quantités  A,  d,  k\  d'} 

Soient  : 

U et  u'  l’état  de  la  pendule  et  sa  marche  horaire, 
e et  e'  la  déviation  du  fil  en  dehors  du  méridien  correspondant 
à la  lecture  Z,  et  sa  variation  pour  loo  minutes, 

P la  lecture  correspondante  au  pôle, 

P et  r la  réfraction  et  les  erreurs  de  division  et  de  flexion , 
p'  et  i'  leurs  variations  pour  loo  minutes, 

Aa  et  les  réductions  au  lieu  apparent; 

supposons  de  plus  que  les  divisions  aillent  en  croissant  dans  le 
même  sens  que  les  déclinaisons,  et  prenons  pour  éjioque  le  com- 
mencement de  l’année,  nous  aurons 

ï — Z 

a t "t-  w -t-  e -4-  U*  [t  — T)  -I-  e’ A oe , 

' ' I oo. 

, Z — Z , Z — Z 

0 = a — P -t-  oo"  3:  P lE  p' h i-  + t — ^ Ai. 


D’ailleurs,  les  formules  du  n°  89  donnent 


fs  li  ‘ 

A«  = -^  -4-  -!^sin(G  -t-ay  tangD  -4-  p:  sin  (H  -4-  a)  sec  D 

ts  sin(G-4-«)  , /<  . ...  .langD  ."Iz- 

\ — • -TTT-- 1 oo' -4-  -g  sin (H -)- Z — V*oo'  - 
i5  cos’D  i5  ' cosD  J t 

Ai  = gcos(G  -t-  a)  -4-  /i  cos(H  -4-  a)  sinD  -4-  jcosD 


— Z 

> 

OO 


-4-  [A  cos(H  -4-  a)  cos  D.  loo'  — /sinD,  loo'] 


î — Z 
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nous  trouvons  donc 

i = a e -t- u' (f  — T) — ^ sin  (G  + a]  tang  D 
— sin  (H  + a)  séc  D, 


A'  =^e'  — A- 


g sin(G  + g) 


i5  cos’D 


i5 


sin  { ü ' 


cos  D 


d = — P + t)0“  ip  f + J — g cos  (G  + a) 

— h cos  ( H -H  a)  sin  D — / cos  D , 
rf'  = ipp'  4-  i'  — [A  cos  (H  4-  a)  cosD.  loo'  4-  i sinD.  loo']. 


On  détermine  l’état  de  la  pendule  et  la  collimation  du  cercle  à 
l'aide  d'étoiles  connues  de  la  zone,  ou  au  moyen  d’étoiles  fonda- 
mentales observées  avant  et  après  la  zone.  On  considère  les  erreurs 
instrumentales,  la  rollimation  et  la  marche  de  la  pendule  coinme 
constantes  pendant  toute  la  durée  de  l’observation  delà  zone.  De 
plus,  on  construit  des  Tables  contenant  pour  toute  l’étendue  de 
la  zone  les  valeurs  de  A,  A' , d,  d' , correspondantes  à des  valeurs 
de  t distantes  de  lo  minutes,  et  on  obtient,  par  interpolation , 
les  valeurs  intermédiaires. 


m.  — Des  méthodes  employées  pour  déterminer  i.es  valeurs  les 

PLUS  PROBABLES  DES  CONSTANTES  OUI  SERVENT  A LA  RÉDUCTION  DBS 
positions  DES  ÉTOILES. 

96.  Détermination  de  la  latitude  et  de  la  constante  de  la  réfrac- 
tion par  la  combinaison  des  culminations  inférieure  et  supérieure 
des  circompolaires.  — Détermination  du  coefficient  de  dilatation 
de  l’air  atmosphérique.  — Nous  avons  montré  au  n°  92  comment 
l’observation  permet  de  trouver  les  distances  zénithales  appa- 
rentes des  étoiles  ; on  les  corrigera  ensuite  de  la  réfraction  si  l'on 
veut  avoir  les  distances  zénithales  vraies.  Supposons  qu'on  ait 
observé  la  distance  zénithale  d'une  circompolaire  a son  passage 
supérieur  et  à son  passage  inférieur,  et  corrigé  le  résultat  de  la 
réfraction  et  des  petites  variations  de  l’aberration,  de  la  nutation 
et  de  la  précession  pendant  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  les 
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deux  observations,  la  moyenne  arithmétique  des  distances  zéni- 
thales corrigées  sera  égale  au  complément  de  la  latitude,  ou  co/a- 
titude  du  lieu  d’observation. 

Une  série  d’observations  de  ce  genre  faites  sur  les  étoiles  de- 
vrait, si  les  valeurs  adoptées  pour  les  constantes  de  la  formule  de 
la  réfraction  étaient  exactes,  donner  pour  la  colatitude  des  valeurs 
égales,  ou  des  valeurs  dont  les  différences  resteraient  comprises 
dans  les  limites  des  erreurs  possibles  d’observation  et  des  erreurs 
accidentelles  de  réfraction  (n"  T7).  En  réalité  les  latitudes  trou- 
vées k l’aide  d’étoiles  diverses  présentent  toujours  entre  elles  des 
différences  bien  plus  considérables,  et  par  cela  meme  ces  observa- 
tions permettront  de  corriger  les  constantes  qui  servent  de  base  au 
calcul  des  Tables  de  réfraction. 

Désignons  par  : et  Ç les  distances  zénithales  observées  à la 
culmination  supérieure  et  à la  culmination  inférieure;  par  ret  p 
les  réfractions  correspondantes;  et  soit  y la  latitude  du  lieu,  su|>- 
posée  boréale,  nous  aurons  les  équations 

3 — y = î rt  r, 

1 8o"  — 3 — y = Ç-t-p,  • 

où  les  distances  zénithales  sont  regardées  comme  négatives  lors- 
que l’étoile  est  au  sud  du  zénith,  et  où  nous  prendrons  le  signe 
supérieur  eu  le  signe  inférieur,  suivant  que  l’étoile,  ù sa  cul- 
mination supérieure,  est  au  nord  ou  au  sud  du  zénith.  Ces  deux 
équations  donnent 

(a)  90°—  y = i(Ç-(-I-t-p±r). 

Les  distances  zénithales  C'  et  z'  d’une  autre  étoile,  observée  aussi 
aux  époques  de  ses  deux  culminations,  fournissent  une  étjuation 
analogue 

90°  - ? = i ( î'  + P'  ± '")■ 

Ces  deux  équations  nous  permettent  de  trouver  la  valeur  de  y et 
celle  de  la  constante  qui  entre  comme  facteur  dans  p,  p',  r et  r'; 
mais,  à cause  des  erreurs  d’observation,  ces  valeurs  ne  seront 
qu’approchées.  De  plus,  ainsi  que  le  montre  l'équation  (/)  du 
n"  73,  la  réfraction  n’est  pas  rigoureusement  proportionnelle  à la 
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coDstante  a;  et,  outre  la  constante  a,  les  formules  de  la  réfraction 
en  renferment  d'autres,  dont  il  serait  désirable  de  déterminer  les 
râleurs  par  l’observation.  La  formule  d'Ivory  contient,  en  même 
temps  que  a,  la^  constante  /'qui  dépend  de  la  loi  du  décroissement 
de  la  température  avec  l'élévation  au-dessus  de  la  surface  de  la 
Terre,  et  qui,  n’ayant  d’ailleurs  d'influence  sensible  qu’au  voisi- 
nage de  l’horizon,  peut  être  négligée  ici.  Comme  toutes  les  autres 
formules,  elle  renferme  encore  le  coeffleient  de  dilatation  de 
l’air,  qu’il  sera  avantageux  de  déterminer  aussi  par  les  observa- 
tions astronomiques.  En  effet,  ce  coefficient  dépend  de  l’état 
hygrométrique  de  l’air,  sa  valeur  obtenue  à l’aide  d’un  grand 
nombre  de  réfractions  observées,  conviendra  donc  à un  état  hy- 
grométrique moyen  de  l’atmosphère,  et  par  suite  les  réfractions 
calculées  avec  ce  coefficient  auront  des  valeurs  aussi  voisines  que 
possible  de  la  moyenne  d’iin  grand  nombre  d'observations,  c’est- 
à-dire  les  valeurs  que  l'on  aurait  obtenues  en  supposan  t à l’at- 
mosphère un  état  hygrométrique  moyen.  Soient  II  la  réfraction 
moyenne,  H'  la  réfraction  vraie,  on  a (n°  76) 


R'  = R(B.T)*  [i  -H  e (t  - 5o)]"S 


si  A = I -(-  9,  X = I -f-  /<,  I = et  T,=  5o"  F.  On  obtient  donc 

J»,  , X(t-5o)  , 

rfR  = — p-  fia ; — T R </«, 

da  I i(t  — 5o) 


^n'  . X(t-5o) 

rfR'  =:  a -p-  A — « — ; - . R I, 

da  I -(-  £ (t  — 5o) 


en  posant 


a-t-r/a  — !t{l-t-A),  — i(l-l-/). 

Mais  la  formule  {/)  du  n“  73  donne 


dK  a’Pv’P  f t II  ^ 

«a  ^1  — *)  sin** 

L’influence  du  dernier  terme  du  second  membre  de  cette  équation 
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ne  commence  à se  faire  senlir  que  pour  des  distances  zénithales 
supérieures  à 8o”.  Soit  encore 


l’équation  devient 


>t(r  — 5o) 
l-t-.(r-5o)  ’ 


quant  aux  valeurs  de  x elle» 


A 

r 

80” 

2411 

81 

20  5 

8î 

1G8 

83 

i35 

84 

106 

85 

82 

tirent  de  la  Table  siiivaute  : 


t 

ï 

sri* 

60,5 

87 

43,2 

88 

29.5 

89 

'9,0 

89.30' 

'4,8 

] Supposons  maintenant  que  les  réfractions  employées  dans  le 
calcul  de  l'équation  (n)  doivent  être  corrigées  de  dp  et  <lr,  et 

désignons  par  m et  u les  deux  valeurs  de  - — ■ quicor- 
° r . r , + , — 5o)  ' 

respondenl  à la  culmination  supérieure  et  à la  culmination  infé- 
rieure; nous  aurons 

90»  — <p  = i (Ç  -t-  s)  H-  I (p  ± r) 

-l-î[p('  -l-j^  — i(pp±'wr)f. 


Soit  fo  une  valeur  approchée  de  y,  de  sorte  que  y = y,  -4-  rfy; 
soit  de  plus 

î(«-4-  z)  -4-i(p±r)  -+-y,  — 90“  = /»; 

en  combinant  les  deux  passages  d’une  même  étoile  nous  obtien- 
drons une  équation  de  condition  qui  aura  la  forme 

(6)  O = /»-+-  rfy  -h  I j^p  + ~ ^ ~ 
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Les  obserrations  des  différenles  étoiles  n’ont  pas  le  même 
poids,  car  les  erreurs  accidentelles  d’observation  sont  de  plus  en 
plus  grandes  à mesure  que  l’étoile  traverse  le  méridien  plus 
près  de  l’horizon.  L’erreur  probable  d’une  observation  augmente 
donc  en  général  avec  la  distance  zénithale  méridienne  de  l’étoile. 
Si  les  valetirs  de  rfç,  A-  et  i étaient  déjà  connues  et  substituées  dans 
les  équations,  les  quantités  n représenteraient  les  erreurs  réelles 
d’observation,  et  l’on  pourrait,  pour  chaque  étoile,  déterminer 
l’erreur  probable  d’une  observation.  Mais  puisque  ces  valeurs 
sont  inconnues,  la  différence  entre  le  résultat  de  l’observation 
d’une  étoile  et  la  moyenne,  permettra  seule  de  déterminer  cette 
erreur  probable.  Soient  «v  et  iv'  les  erreurs  probables  de  l’obser- 
vation d’un  passage  supérieur  et  d’un  passage  inférieur  d’une 
étoile,  en  divisant  par  y/ie’  -(-  «''*  toutes  les  équations  relatives  à 
cette  étoile,  on  donnera  le  même  poids  aux  é(|uations  relatives  aux 
différentes  étoiles.  On  résoudra  alors  toutes  ces  équations,  et  dans 
le  cas  où  leur  résolution  donnerait,  pour  les  erreurs  probables, 
des  valeurs  sensiblement  différentes,  on  recommencerait  le  calcul. 

Les  étoiles  qui  passent  au  méridien  au  sud  du  zénith,  peuvent 
aussi  servir  à déterminer  la  correction  f du  coefficient  de  dilata- 
tion de  l’air.  En  effet,  en  conservant  les  notations  déjà  employées, 
et  en  considérant  les  distances  zénithales  comme  positives,  on  a 


ou 
(f) 
si 

Multiplions  encore  les  équations  relatives  à ch.aque  étoile  par  les 
poids  correspondants,  et,  de  toutes  les  équations  relatives  à une 
seule  étoile,  tirons  les  équations  du  minimum,  nous  pourrons 
ensuite  éliminer  les  inconnues  </(d  — y)  et  X-,  de  telle  sorte  que 
chaque  étoile  donnera  en  définitive  une  équation  de  la  forme 

(d)  O = N — Mi. 


<p,  — 0,  -h  d(f  — ^)  = i-t-r-t-r^i-(-  —J  X — mri, 
O = //  -h  d(i  — + 
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Toute  circompolaire  observée  à ses  deux  culminations  fournira 
aussi  une  équation  de  ce  genre,  que  l'on  obtiendra  en  traitant  de 
la  même  manière  les  équations  (b)  relatives  k cette  étoile.  On  a 
donc  ainsi  autant  d'équations  de  la  forme  (ti)  qu'il  y a d'étoiles 
observées^  il  est  facile  d'en  déduire  la  valeur  la  plus  probable 
de  ' (*)■  Telle  est  la  méthode  suivie  par  Bessel  pour  déterminer  la 
quantité  /,  et  avec  elle  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air  pour 
un  état  hygrométrique  moyen  de  l'atmosphère.  Il  a déduit  de  ses 
observations  faites  à Roenigsberg  (voir  Bessel,  Aitronnmitrhe 
Beobachtungen , Partie,  p.  x]  la  valeur  o,ouaoa4  3 

))our  un  degré  Fahrenheit.  Actuellement  substituons  à i sa  valeur 
la  plus  probable,  dans  les  équations  {!>),  ou  plutôt  dans  les 
équations  du  minimum  trouvées  pour  chaque  étoile;  par  la  com- 
binaison de  toutes  les  équations,  nous  obtiendrons  ensuite  les 
valeurs  les  plus  probables  de  et  de  k (*‘  ). 

Pour  avoir  égard  aussi  à la  correction  de  la  constante /,  il 


i/R' 

aurait  fallu  ajouter  dans  efR'  le  terme  df,  ou , en  posant 

r/R*  R*/i 

/-(- -H  ô),  le  terme  f h = , dans  lequel  les 

valeurs  de  x se  tirent  de  la  Table  suivante  : 


g jr  t ,r 


85“ 

338 

88” 

59,3 

8G 

196 

89 

29.8 

87 

1 1 1 

89.30 

20,6 

(*)  Le*  TftrUtioDi  de  lo  température  ayant  une  influence  d'autant  plu* 
grande  que  le*  étoile*  »onl  plu*  battes,  il  conviendra  de  iremployer  dan* 
ce  calcul  que  de*  étoile*  dont  la  hauteur  méridienne  est  inférieure  à 6o^. 

(*  * ) Le*  équation* de  condition  employée*  dan*  Pesemple  du  n<>  25,  sont 
celle*  que  Ton  aurait  obtenues  en  supposant  le  même  poids  à toutes  le* 
observation*  et  en  prenant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  le*  équation* 
relative*  à une  étoile.  SI  la  valeur  de  i est  déjà  corrigée,  la  forme  des 
équations  sera  o =s  n + dp  >4- «A.  Bessel  ayant  rapporté  toute*  ce*  nb&crva* 
lion*  au  point  polaire  du  cercle,  et  non  pas  comme  on  l’a  supposé  ici  h son 
point  séniihal,  la  valeur  qu’il  a donnée  pour  le  cocflicient  a estdifTérente  de 
relie  que  nous  avons  employée. 
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97.  Constantes  de  l’aberration  et  de  la  nutation;  leur  défera 
mination  par  l’observation  de  la  Polaire;  parallaxe  annuelle,  — 
L’aberration,  la  nutation  et  la  parallaxe  annuelle  forment  l’en- 
semble des  termes  périodiques  contenus  dans  l'expn'ssion  des 
positions  apparentes  des  étoiles,  termes  dont  il  faudra  déterminer 
les  constantes  par  l'observation  des  positions  apparentes-des  étoiles 
à différentes  époques.  L'aberration  et  la  parallaxe  ont  une  période 
d’une  année,  et  par  conséquent  peuvent  être  déterminées  par  la 
comparaison  des  lieux  apparents  observés  pendant  le  cours  d'une 
année.  Le  terme  principal  de  la  nutation  a une  période  de  i8  ans 
et  7.IÇ)  jours,  temps  de  la  révolution  complète  des  noeuds  de  l'or- 
bite lunaire  sur  l’écliptique;  on  ne  pourra  donc  trouver  la  con- 
stante de  la  nutation  que  par  la  comparaison  d’un  grand  nombre 
d’observations  de  positions  apparentes  faites  pendant  une  longue 
suite  d’années. 

Les  observations  les  plus  convenables  pour  la  détermination 
des  constantes  de  l’aberration  et  de  la  nutation  sont  celles  des 
ascensions  droites  de  l'étoile  polaire,  dont  les  positions  apparentes 
éprouvent  de  grandes,  variations,  comme  le  prouve  la  présence 
des  facteurs  iéeS  et  tangiî.  Peur  la  meme  raison,  il  y aura  un 
grand  avantage  à appliquer  la  même  méthode  à la  détermination 
de  la  parallaxe  de  l’étoile  polaire.  Posons 

fl  sin  A = — cos  a cos  t, 
a cos  A = — sin  a, 

et  désignons  par  X-  la  constante  de  l’aberration,  par  w la  parai-' 
laxe,  et  par  y(Xr)  les  termes  du  seconil  ordre;  les  formules  des 
n“*  80  et  82,  relatives  à l’aberration  et  à la  parallaxe  en  ascen- 
sion droite,  donnent 

a'  — a = -t-  Xfl  sin  ( O -h  A ) séc  ^ 

-t-  TTfl  cos(0  4-  A)  séc^  -4-  T (X’). 

Si  l’on  a fait  un  grand  nombre  d’observations  aux  épocjues  où 
sin  (O  4-  A)  = ± I , pour  lesquelles  l’aberration  atteint  son  maxi- 
mum, la  comparaison  des  ascensions  droites,  observées  ces 
I 20 
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deux  Époques  et  réduites  à un  même  Équinoxe  moyen,  donne 
une  valeur  approchée  de  on  en  obtiendra  ensuite  une  valeur 
plus  exacte  en  déterminant  la  valeur  la  plus  probable  qui  résulte 
d’un  grand  nombre  d’observations.  Appelons  Aa  et  A/  les  erreurs 
de  l’ascension  droite  moyenne  a et  de  la  valeur  adoptée  pour  la 
constante  X,  en  sorte  que  a Aa  et  / + AX  soient  les  valeurs 
exactes  de  ces  quantités.  Appelons  encore  a,  l’ascension  droite 
apparente  déduite  de  a au  moyen  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion supposées  exactes,  et  du  nombre  X adopté  pour  constante 
de  l’aberration,  ascension  droite  dans  laquelle  on  a conservé  les 
termes  qui  dépendent  de  X*  et  du  produit  de  l’aberration  et  de 
la  nutation;  car  ces  termes,  très-petits  par  eux-mêmes,  varient 
fort  peu  pour  une  petite  correction  apportée  à la  valeur  de  X. 
Désignons  enfin  par  a!  l’ascension  droite  apparente  observée, 
nous  aurons 

a'  = O,  -H  Aa  -+-  AX.«  sin(0  -t-  A)  sécd  -f-  wa  cos  (Q  -I-  A)  séc  S ; 


et  si  l’on  pose 


a,  — o'  = n, 


toute  observation  de  l'ascension  droite  de  la  Polaire  fournira  une 
équation  de  la  forme 

O = a -t-  Aa  -f-  AX.a  sin  (0  A ) séc  d -f-  ira  cos(Q  -t-  A)  séc  J. 


La  combinaison  de  toutes  ces  équations  permettra  de  trouver,  par 
la  méthode  des  moindres  carrés,  les  valeurs  les  plus  probables 
de  Aa,  AX  et  rr. 

Si  les  observations  sont  réparties  dans  une  longue  période 
d’années,  on  pourra  déterminei'  en  même  temps  la  constante  de 
la  nutation,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  cos  ^ dans  l’expression 
de  la  nutation  de  l’obliquité.  Désignons  par  Av  la  correction  de  ce 
eoelifieient;  il  faudra  ajouter  aux  équations  de  condition  précé- 


dentes le  terme  -|-  Av  (la  valeur  de  a été  donnée  au 
rfv  ' rfï 


n°  62).  L’équation  complète  qui  permet  de  déterminer,  par  des 
observations  d'ascensions  droites  apparentes,  les  constantes  de 
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l'aberration  et  de  la  nutation,  ainsi  que  la  parallaxe  annuelle  de 
la  Polaire,  est  donc 

O = n -I-  ia  -H  AX  .«  sin  (0  4-  A]  séc3 

, _ , • . 

4-  ira  coslQ  4-  A)  sectf  4-  — r~  Av. 

■ t/ï 

On  peut  faire  servir  à cette  détermination  les  observations  de 
différents  observatoires;  mais  il  faut  alors  attribuer  à chaque  série 
d'équations  le  poids  qui  lui  correspond,  en  déterminant  les  er- 
reurs probables  des  observations  faites  en  chaque  observatoirq. 
La  correction  Aa  peut  n'avoir  pas  non  plus  la  même  valeur  pour 
des  observations  faites  en  deux  observatoires  différents,  puis- 
que entre  les  ascensions  droites  observées  il  peut  y avoir  une  dif- 
férence constante.  Après  avoir  déterminé  cette  différence,  on 
l'ajoutera  aux  observations  de  chaque  observatoire,  ou  bien  on 
éliminera  les  quantités  inconnues  Aa,  Aa', . . . entre  les  équations 
données  par  les  observations  de  chaque  observatoire. 

Cette  méthode  a été  appliquée  par  Lindenau  (*)  aux  ascensions 
droites  de  la  Polaire  observées  dans  un  intervalle  de  6o  ans  par 
Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Bessel  et  Lindenau  lui-méme;  il  a 
trouvé 

A = 2o",448G,  ï = 8", 977  07,  ir  = o",t444; 

avec  6o3  observations  faites  par  Struve  et  Preuss  à Dorpat,  de 
1823  à i838,  Peters  a obtenu  (**) 

A = 2ü",425  5,  ï=;9*',236  i,  it  = o",i72  4- 

Quand  on  veut  faire  servir  la  déclinaison  à la  détermination  de 
ces  constantes,  les  observations  de  la  Polaire  sont  encore  très- 
avantageuses  ; car  en  faisant  à chaque  culmination  un  grand 
nombre  de  pointés  sur  cette  étoile,  on  peut  pour  ainsi  dire  rendre 
ces  observations  aussi  exactes  qu'on  le  veut. 


( *)  Llxdcsxc.  — Com|iaraison  de 810 observations  delà  Polaire,  faites  par 
Bmdlejf,  Maskelyne,  Pond,  Betsel  et  Lindenau.  — Jahrbuch  de  Bode,  pour 
1610,  p.  310. 

(**)  PxTsas.  — Humérus  constans  nuteiionis, 

20. 
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Posons 

AsinB  = -+-  sinasinJ  cos  t — cos  sin  c , 

icosB= — cosasin^. 

L'aberration  en  déclinaison  aura  pour  expression  kb  sin  (Q  + Bj, 
et  la  parallaxe  7ricos(Q  + B).  Appelons  S,  la  déclinaison  appa- 
rente déduite  de  la  déclinaison  moyenne  à l'aide  de  la  préces- 
sion supposée  exacte,  des  constantes  k et  v de  l'aberration  et  de 
la  nutation,  et  en  tenant  compte  des  |>etits  termes  qui  dépen- 
dent de  k'  et  du  produit  de  l'aberration  et  de  la  nutation  ; ap- 
pelons encore  S'  la  déclinaison  apparente  observée,  et  posons 
3,  — S'  z=  n,  chaque  observation  de  la  déclinaison  fournira  une 
équation  de  la  forme 

O = /I  -t- A(î  -+-  i sin(0  4-B)  -(-  cos(0  -h  B)  -f-  a», 

et  si  les  observations  embrassent  une  période  de  temps  suflisam- 
ment  longue,  on  pourra,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
déterminer  les  valeurs  de  tiS,  \k,  n et  Av  (*).  C'est  en  faisant 
des  observations  de  ce  genre,  et  en  particulier  en  observant  les 
distances  zénithales  méridiennes  que  Bradley  découvrit  l'aberra- 
tion. A partir  de  l'année  fjaS,  il  suivit  à Kew  l'étoile  y Uragon 
et  22  autres  étoiles  passant  près  du  zénith  de  ce  lieu,  et  remar- 
qua une  variation  périodique  de  leur  distance  zénithale,  qui  ne 
pouvait  s’expliquer  par  l’effet  de  la  parallaxe,  dont  la  décou- 
verte était  le  but  réel  de  ses  observations.  Il  reconnut  plus  tard 
que  cette  variation  résultait  de  la  combinaison  du  mouvement  de 
la  lumière  et  de  celui  de  la  Terre.  L'instrument  dont  il  se  servait 
pour  ces  observations  était  un  secti-iir  zénithal,  c’est-à-dire  un 
secteur  circulaire  d’un  très-grand  rayon,  avec  lequel  il  pouvait 
observer  les  distances  zénithales  des  étoiles  dans  un  intervalle 


(*)  Dans  le  cas  où  l’éloile  possède  un  mouvement  propre,  on  doit  ajouter 
aux  équations  qui  donnent  l'ascenvion  droite  et  la  déclinaison  des  termes 
de  la  forme  p (t  — (,)  et  y (t  — f,),  où  p et  f tout  les  niuuvemoiils  propres 
en  ascension  droite  et  en  déclinaison;  a et  i représentent  alors  les  posi- 
tions moyennes  à l'époque 


Digitized  by  Google 


MÉTHODE  DE  8TRUVE. 


3og 

de  ii“  de  part  et  d’autre  du  zénilh.  L'éloile  7 Dragon,  étant 
située  prés  du  pôle  de  l’écliptique,  était  partieulièrement  propre 
il  la  détermination  de  la  parallaxe,  et  par  ronséquent  aussi  de 
l’aberration.  En  effet,  pour  le  pôle  de  récliptique  : 3 = 270", 
S — 90"  — «,  donc  b — \ et  B = — 90";  par  conséquent  aussi 
le  maximum  et  le  minimum  de  l'aberiation  et  de  la  parallaxe  en 
déclinaison  ont  pour  valeurs  ± / et  ± rr. 

C’est  encore  par  des  observations  analogues  faites  à Kew  et  à 
Wanstead  que  Bradley  fut  conduit  à la  découverte  de  la  nutation. 
Ces  observations  s’étendent  du  ig  août  1727  au  3 septembre  1747  : 
elles  comprennent  donc  une  période  complète  de  la  nutation. 
Busch  (*)  par  la  discussion  de  ig4g  d'entre  elles  a obtenu 

/ = 20",  2116,  v=g",  23. 

Lundahl  a déduit  de  plus  de  i 200  observations  de  la  décli- 
naison de  la  Polaire  faites  à Dorpat  par  Struve  et  Preuss, 

/ = 2o"',55o8,  v = 9*',2i64i  JT  = 0", 1473. 

La  valeur  de  la  constante  de  la  nutation  donnée  au  n"  61  est 
celle  qu’a  publiée  Peters  dans  son  Mémoire  [Numrruf  constans 
nulaiionis)  : elle  est  déduite  des  trois  déterminations  précédentes 
faites  par  Peters,  Busch  et  Lundahl,  en  tenant  compte  de  l’erreur 
probable  de  chaque  résultat. 

Méthode  de  Slruee  par  l 'observation  des  étoiles  dans  te  premier 
vertical.  — La  valeur  de  la  constante  de  l’aberration  donnée  au 
n°  80  ne  résulte  pas  des  valeurs  précédentes,  mais  elle  a été  ob- 
tenue par  Struve  à l'aide  des  observations  de  passage  de  certaines 
étoiles  dans  le  premier  vertical. 

Si  avec  un  instrument  exactement  installé  dans  le  premier  ver- 
tical on  observe  le  temps  du  passage  d’une  étoile  dans  ce  plan, 
l’étoile  étant  d’abord  à l’est,  puis  à l’ouest  (voir  au  n"  26  du  se- 
cond volume),  la  demi-différence  des  temps  observés  sera  égale  à 
l’angle  horaire  de  l’étoile  au  moment  de  son  passage  dans  le  pre- 


(•)  Beduction  of  tbe  obs^rvittions  madr  hf  Bradl^f  to  détermine  ijuan 
tîtiet  of  nherraiion  and  nuiationf  bj  (Oxford,  i83B)> 
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mier  vertical.  Soit  t cet  angle  horaire,  le  triangle  rectangle  formé 
par  le  zénith,  le  pôle  et  l'étoile  donnera  l'équation 

tang  j = tangf  cost, 

d’où  résulte  la  possibilité  de  délcrminer  les  déclinaisons  des 
étoiles  par  des  observations  de  ce  genre.  Prenons  les  logarithmes 
des  deux  membres  et  difTérentions,  nous  obtiendrons 

sinaJ  , ... 

rf O = — do  — i sin  1 a tang  t.  dt. 

Ainsi  une  erreur  commise  dans  l’observation  de  t a une  influence 
d'autant  moindre  que  t est  plus  petit,  c’est-.\-dire  qu’au  moment 
de  son  passage  dans  le  premier  vertical,  l’étoile  est  plus  voisine 
du  zénith.  Si  la  distance  zénithale  est  très-petite,  cette  méthode 
donnera  donc  avec  une  grande  exactitude  la  déclinaison  d'une  pa- 
reille étoile.  Chaque  étoile  fournit  une  équation  de  condition  ana- 
logue à celle  que  nous  avons  donnée,  et  les  étoiles  qui  permettront 
la  meilleure  détermination  de  la  constante  sont  évidemment  celles 
qui  sont  situées  près  du  pôle  de  réclipli(|ue.  Telle  a été  la  marche 
adoptée  par  Struve  (*).  Ses  observations  s’étendent  à un  grand 
nombre  d'étoiles,  offrent  la  plus  grande  concordance,  et  la  valeur 
20", 445 1 qu’elles  donnent  pour  la  constante  de  l'aberration  est 
certainement  fort  approchée  de  la  vérité.  Mais  elles  embrassent 
un  intervalle  de  temps  trop  restreint  pour  pouvoir  servir  é la 
détermination  de  la  constante  de  la  nutation;  cependant  la  meme 
méthode  donnerait  avec  un  grand  degré  d'approximation  la  va- 
leur de  celte  constante  ainsi  que  la  parallaxe  de  ces  étoiles. 

Détennination  de  la  constante  de  l’aberration  à l'aide  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  — Comme  on  l’a  vu  au  n“  80, 
la  constante  de  l’aberration  se  déduit  immédiatement  de  la  vi- 
tesse de  la  liiraicre  et  de  la  vitesse  du  mouvement  de  translation 
de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  sidéral  de  la  Terre  en  un 
jour  est  connu  avec  la  plus  grande  exiictitiide,  il  est  égal  à 

59' 8",  193. 


(■)  Sm'Tz.  — Oiseivaiionrt  asironomica,  vol.  3,  p.  iliv  (Oorpal). 
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Reste  donc  à trouver  la  vitesse  de  la  lumière.  La  première 
détermination  de  ce  nombre  a été  faite  en  lô^S  à l’Observatoire 
de  l>aris,  par  l'astronome  danois  Olaf  Rœmer,  à l’aide  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  F.n  observant  avec  assiduité  ces 
éclipses,  et  en  particulier  celles  du  premier  satellite,  il  reconnut 
que  le  phénomène  était  irrégulier  : l’intervalle  qui  sépare  deux 
immersions  ou  deux  émersions  consécutives  n’est  pas  constant;  à 
partir  d’une  opposition  de  Jupiter  jus(|u'à  la  conjonction  suivante, 
cet  intervalle  est  plus  grand  que  sa  valeur  moyenne  calculée  à l'aide 
d'un  grand  nombre  d’éclipses;  delà  conjonction  à l’opposition,  il 
est  au  contraire  moindre  que  cette  valeur  moyenne.  Rœmer  ex- 
pliqua cette  différence  en  supposant  qu’il  existe  un  rapport  fini 
entre  la  vitesse  de  la  lumière  et  la  vitesse  de  translation  de  la  Terre. 
Dans  cette  hypothèse,  le  temps  qui,  pour  l’observateur,  sépare 
deux  immersions  consécutives  doit  en  effet  augmenter,  si  la  dis- 
tance de  la  Terre  à Jupiter  augmente.  La  somme  de  tous  les 
retards  constatés  depuis  une  opposition  jusqu’à  la  conjonction 
suivante  est  égale  au  temps  nécessaire  à la  lumière  pour  parcou- 
rir le  diamètre  de  l’orbite  terrestre.  Soit  K ce  temps  exprimé  en 
secondes,  A la  distance  du  satellite  de  Jupiter  à la  Terre  expri- 
mée avec  le  demi  grand  axe  de  l’orbite  terrestre  pour  unité  et  T 
l’époque  du  commencement  ou  de  la  fin  d’une  éclipse  donnée  par 
les  Tables;  pour  faire  concorder  ce  temps  avec  le  temps  observé, 
il  faudra  lui  ajouter  le  terme  -+-  KA  qu’on  appelle  équation  de 
ItMumière. 

Soit  donc  T,  l’époque  ainsi  corrigée  de  l’immersion  ou  de 
l’émersion  du  satellite  dans  le  cône  d’ombre  portée  par  Jupiter, 
T'  l’époque  observée.  Chaque  observation  d’éclipse  donnera  une 
équation  de  la  forme 

o = T,  — T'-i- ArfK. 

Un  grand  nombre  d’observations  de  ce  genre  permettront  de 
trouver  la  valeur  la  plus  probable  de  <fK.  Mais  l’observation  d’une 
immersion  ou  d’une  émersion  est  toujours  incertaine,  car  le  sa- 
tellite ne  perd  que  graduellement  son  éclat,  et  l’erreur  d’obser- 
vation dépend  de  la  puissance  de  la  lunette.  Il  conviendra  donc 
non-seulement  de  ne  combiner  que  les  observations  faites  avec 
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un  même  inslrument,  mais  aussi  de  traiter  à part  les  observations 
d’immersion  et  les  observations  d’émersion. 

D’une  première  série  d’observations  Rœmer  avait  conclu  22"' 
pour  valeur  de  K;  une  seconde  série  lui  avait  donné  la  valeur  i4'°. 
Beaucoup  plus  tard  Delambrc,  en  discutant,  comme  nous  l’avons 
indiqué,  un  grand  nombre  d’observations  des  satellites  de  Jupi- 
ter faites  pendant  le  xviii'  siècle,  surtout  par  Bradley,  en  tenant 
compte  en  outre  des  perturbations  du  mouvement  de  ces  satel- 
lites, a t[OHvé  que  la  lumière  met  8™  i3'  pour  venir  du  Soleil  à 
la  Terre.  Cette  valeur  donne  2o",255  comme  constante  de  l’aber- 
ration, nombre  trop  faible,  comme  cela  résulte  des  observations 
de  Struve. 

Hcmarqme,  — Nous  croyons  utile  de  donner  ici  un  lablusu  des  valeurs 
troiiTces  par  Ica  difTcrenis  observateurs  pour  la  constante  de  l'aborralion, 
c'est-S-dire  pour  Tare  dont  le  sinus  est  égal  au  rapport  do  la  vitesse  de 
traualsliun  de  la  Terre  et  de  la  vileste  de  la  lumière. 


Ohtervationi  anciennes. 

Observations  des  satellites  do  Jupiter,  calculées  par  Delambre. ..  ao',o5S 
Observations  de  Bradley,  calculées  par  Busch ao',  an 

Observations  modernes. 

Observations  de  la  Polaire,  calculées  par  Lindenau ao’,  449 

Observations  de  Struve  et  Preuss,  sur  les  variations  de  la  Polaire 

en  ascension  droite,  calculées  par  Peters ao',4aG 

Observations  do  Struve  sur  les  variations  de  la  Polaire  en  décli- 
naison, calculées  par  Lundalil ao'*,55i 

Observations  de  Peters  è l’observatoire  de  Putkowa  ao'*,lioT 


Ainsi  en  prenant  ao',5  pour  valeur  de  la  constante  de  l’aberration,  l'er- 
reur sera  moindre  que  ^ do  seconde.  Le  rapport  de  la  vitesse  de  la  Terre 
à celle  du  la  lumière  est  donc  connu  è près  de  sa  valeur,  et  ai  la  vitesse 
de  la  lumière  peut  être  déterminée  avec  uno  grande  approximation,  on  en 
déduira  une  valeur  fort  approchée  des  dimensions  de  l'orbite  terrestre  (voir 
n®  140). 

98.  Détermination  des  parallaxes  annuelles  des  étoiles.  — La 
parallaxe  annuelle  d’une  étoile  peut  être  obtenue  par  une  méthode 
différente  de  celle  que  nous  avons  déjà  donnée,  et  qui  consiste  à 
mesurer  les  variations  de  sa  position  par  rapport  à une  étoile 
voisine  dont  la  pàrallaxe  est  nulle.  Cette  méthode  a sur  la  précé- 
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dente  cet  avantage  que  les  positions  relatives  de  deux  étoiles  voi- 
sines peuvent  être  détenninées  avec  une  grande  exactimde  au 
moyen  de  mesures  microniêtri<|iies,  et  que  de  petites  corrections 
apportées  aux  positions  de  ces  deux  étoiles  produisant  sur  cha- 
cune d’elles  des  effets  égaux,  de  petites  erreurs  commises  sur  les 
valeurs  des  constantes  employées  ne  peuvent  occasionner  d’er- 
reurs sensibles  sur  les  positions  moyennes  qui  s’en  déduisent  (*). 
En  réalité,  cette  méthode  ne  donne  que  la  différence  des  paral- 
laxes des  deux  étoiles  considérées.  Mais,  en  général,  il  est  permis 
de  supposer  que  des  étoiles  très-petites  sont  très-éloignées,  et  que, 
par  suite,  leurs  parallaxes  sont  insensibles;  on  peut  donc  tou- 
jours espérer  que,  si  l'on  a pris  pour  étoiles  de  comparaison  des 
étoiles  faibles,  la  valeur  trouvée  pour  la  parallaxe  s’approchera 
beaucoup  de  la  vérité  {**). 

Chaque  comparaison  de  deux  étoiles,  dont  les  résultats  auront 
été  corrigés  comme  il  est  nécessaire,  donnera  deux  équations  de 
la  forme 

O — /t  + Aa  -h  t:  a cos(0  "I"  A)  sccd  p {l  — t,), 

O = n'  ■+  \S  -h  n b COS  (©  — /,), 

où  a', — a,,  — 3,  étant  les  différences  de  leurs  coordonnées  au 

temps  /„  a'  — a,  S les  différences  au  temps  t,  on  a posé 

/t  = (a',— a.)  — (i' — a),  n' = ( J',— ) — (i' — J) , 

et  représenté  par  Aa  et  les  erreurs  des  valeurs  adoptées. 

Ordinairement,  au  lieu  des  différences  en  ascension  droite  et 


(*)  Quand  lea  éloîlet  iont  lrA«-roisini>s,  il  e»l  préférable  do  ne  pas  cal* 
culer  séparément  la  position  moyenne  de  chacnno  d^elles,  mais  d^appliquer 
à la  diflereneo  seule  des  lieux  apparents,  les  corrections  dues  aux  elTols  de 
la  réfraction,  de  Taberralion,  do  la  précession  et  do  la  nutation.  Les  for- 
mules qn'on  emploie  dans  ce  but  seront  données  aux  paragraphes  VllI  et  IX 
du  second  Tolume. 

(**)  Au  lieu  de  n'obserrer  qu'une  seule  étoile  de  comparaison  M sera  bon 
d'en  observer  deux  dans  des  directions  rectangulaires  par  rapport  k Tétoile, 
ainsi  que  Bessel  l'a  fait  dans  la  recberche  de  la  parallaxe  de  la  6t^  du  Cygne 
{Àstronomisehe  Vritersuchunge/tf  toI.i,  i35,et  Astronomiiche  Nachrichten, 
n®  401). 
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en  déclinaison  de  deux  étoiles,  on  ol>serve  leur  distance  et  leur 
angle  de  position,  angle  formé  par  le  cercle  de  déclinaison  de 
l’une  des  étoiles  avec  le  grand  cercle  sur  lequel  elles  sont  situées. 
Soient  : 

a.  et  3 l'asrension  droite  et  la  déclinaison  vraies  de  l'une  des 
étoiles, 

a'  et  3"  ses  coordonnées  affectées  de  la  parallaxe, 
x"  et  3"  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  l’étoile  de  com- 
paraison. 

Les  variations  apportées  par  la  parallaxe  dans  les  différences 
en  ascension  droite  et  en  déclinaison  seront  données  par  les  équa- 
tions 

</(«'  — a)  ~ a — a'=:irR  (cosQsin  a — sin  Q cosa)  séc3, 
d{3"  — 3)  — 3 — 3‘  ==  wR  (cosi  sin  Z sin  J — sin  i cos  J)  sin  0 
-l-wRsinJcosacosQ. 

Soient  a et  P la  distance  et  l’angle  de  position  vrais,  on  a 

A sin  — «)  cosS , 

A cosP  —3'  — 3; 

d’où 

= sin  Pcosi rf(a"  — »)  -t-  cosP  rf(iî''  — J), 

ArfP  = cosPeosd  r/(z'' — a)  — sin  P fl {3"  — 3), 

Portons,  dans  ces  équations,  les  valeurs  qui  précèdent,  et  po- 
sons : 

m cos  M 
m sin  M 

m'eosM' 
m'sinM' 


= sin  a sin  P -4-  sin  d cosa  cosP, 

= ( — cos«sinP-(-sindsinacosP)cosi  — cosJcosPsin  t ; 
= ^ (sina  cosP  — sin  Jcosa  sinP), 

= ^[ — (cosacosP  -t-  sindsinasinP)  cos, 

-t-  cos  d sin  P sin,]. 
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Nous  trouverons  facilement  , 

f/ A = w R OT  cos  (O  — M ) • 
rfP=  jrRm'ros(0—  M'). 

Par  conséquent,  si  rfAg  représente  la  correction  de  la  distance  ad- 
mise pour  l'époque  t„  dq  la  correction  de  la  valeur  adoptée  pour 
le  mouvement  propre  dans  la  direction  de  A,  les  distances  et  les 
angles  de  position  mesurés  donneront  les  équations 

O = V -I-  rfA,  -4-  (r  — t,)  + nR /ncos(0  — M), 

O = ï'  </P,+  {t  — t,)  dq'  -t-  jtRot'  cos(0  — M'), 

qu'on  résoudra  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  C'est  ainsi 
que  Bessel  a déterminé  la  première  parallaxe  connue,  celle  de  la 
6i*  du  Cygne,  et  l’a  trouvée  égale  à o",  37. 

Remarque.  — Outre  tes  oorrages  dr^jà  indiqués,  eonsullcr  : 

StKoti,  Auronomische  Nachrichlen^  486. 

Hcbdakd,  CoFFia  et  Keito,  Tabler  de  nulaiion  [Warhinglon's  Observaiiont, 
vol.  lit). 


99.  Détermination  de  la  précession  lunisotaire  à l’aide  des 
positions  moyennes  des  étoiles  à deux  époques  éloignées.  — Nous 
avons  vu,  au  n°  58,  que  les  variations  annuelles  de  l'ascension 
droite  a et  de  la  déclinaison  S d’une  étoile,  dues  à la  précession, 
ont  pour  expressions 


da  dl,  da  dl,  . . . ». 

-r  = -7-  cosF, r-  H — T sini,  tangJsina  = m n tangdsinx, 

dt  dt  dt  dt  ^ 

di  dl,  . 

— = -—  sin  i.cosk  = n cosa, 
dt  dt 


et  qu'en  outre  on  obtient  les  variations  de  ces  mêmes  coordon- 
nées relatives  à l’intervalle  t'  — t,  en  multipliant  par  t'  — 1 les 

, dx  dS  . , . t’ 1 . , 

valeurs  correspondantes  a I epoque  — ^ — Mais  la 

valeur  numérique  de  étant  donnée  par  la  théorie  des  inéga- 
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lités  séculaires  des  planètes,  la  comparaison  avec  les  formules  pré- 
cédentes des  différences  des  ascensions  droites  ou  des  déclinaisons 
d'une  étoile  observée  aux  époques  t et  t'  permettra  de  déterminer 

la  valeur  de  la  précession  lunisolaire  ou  constante  de  la  pré- 


cession. Si  les  étoiles  conservaient  dans  l’espace  des  positions  in- 
variables, elles  donneraient  toutes  pour  — la  même  valeur,  va- 

‘ eü 


leur  qui  serait  d'autant  plus  exacte  que  les  observations  seraient 
plus  distantes  l'une  de  l’autre;  il  est  bien  évident,  en  effet,  que 
l’influenec  des  erreurs  accidentelles  d'observation  deviendrait 


alors  de  moins  en  moins  considérable.  Or,  il  arrive  que  l’on 
trouve  ainsi  pour  ^ des  valeuis  différentes,  et  eela  non-seule- 


ment avec  des  étoiles  différentes,  mais  aussi  avec  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  d'une  même  étoile;  ces  différences  doi- 
vent être  attribuées  aux  mouvements  propres  des  étoiles;  ils  sont, 
comme  la  précession,  projtortionnels  au  temps,  et  par  suite  on  ne 
peut,  dans  le  calcul,  les  en  séparer  : la  difficulté  est  encore  ac- 
crue par  ce  fait,  que  les  mouvements  propres,  en  partie  du  moins, 
suivent  une  certaine  loi  dépendante  de  la  position  de  l’étoile.  On 
ne  peut  donc  éliminer  ces  mouvements  propres  que  par  la  com- 
paraison d’un  très-grand  nombre  d’étoiles  distribuées  dans  toutes 
les  parties  du  ciel,  comparaison  d'où  l'on  devra  exclure  toutes 
celles  qui , par  suite  d’un  mouvement  propre  très-considérable, 
donneraient  une  valeur  de  la  précession  fort  différente  de  la 
moyenne.  Par  ce  grand  nombre  d’observations  on  aura  éliminé 
autant  que  possible  l’influence  des  mouvements  propres  et  com- 
plètement celle  des  erreurs  accidentelles  d’observation.  Puisque 
les  mouvements  propres  sont  proportionnels  au  temps,  l’incer- 
titude que  cause  leur  existence  sur  la  valeur  de  la  précession 
reste  la  même,  quelque  grand  que  soit  l’intervalle  de  temps  com- 
pris entre  les  époipies  des  deux  catalogues  servant  de  base  à la 
comparaison  : on  choisira  donc  des  catalogues  ayant  le  plus  grand 
nombre  possible  d’étoiles  communes,  et  dont  les  époques  soient 
d’ailleurs  assez  distantes  pour  que  l’incertitude  due  aux  erreurs 
d’observation  soit  rendue  suffisamment  petite. 
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Désignons  par: 

m,  et  n,  les  valeurs  de  m et  de  n employées  dans  la  compa- 
raison des  deux  catalogues; 

a,  'î  et  S"  les  positions  moyennes  qu’ils  donnent  respective- 
ment pour  une  étoile  aux  temps  t et  f'  ; 

Aa  et  les  différences  constantes  des  deux  catalogues  en  as- 
cension droite  et  en  déclinaison, 

et  posons 

» (<'  — « — *'-!-(/'  — r)  (n/,  -t-  n,  tang^o  sina,), 

v'(f'  — = ^ — J'  -+-  (r'  — l)  n,cosx,, 

chaque  ctoile  donne  deux  équations  de  la  forme 


.O  = V -I-  — ■+■  dm,  -h  lin,  tang  J,  sin  a«. 


en  considérant  donc  les  mouvements  propres  qui  sont  contenus 
dans  V et  v'  comme  de  même  nature  que  les  erreurs  accidentelles 
d’observation,  il  sera  possible,  avec  un  grand  nombre  d’équa- 
tions semblables,  de  trouver,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
les  valeurs  les  plus  probables  des  inconnues.  Cette  hypothèse  se- 
rait conforme  à la  vérité,  si  les  mouvements  propres  des  étoiles 
ne  suivaient  pas  en  partie,  comme  on  l’a  dit  plus  haut,  une  loi 
dépendant  de  la  position  de  l’étoile  ; mais  comme,  en  réalité,  il 
est  très-difficile,  sinon  impossible,  d’introduire  dans  les  é(|uations 
précédentes  un  terme  exprimant  cette  loi  (sur  laquelle  nous  re- 
viendrons plus  tard),  il  fautse  contenter  de  l’hypothèse  précédente, 
en  ayant  soin  toutefois  d’employer  un  très-grand  nombre  d’étoiles 
distribuées  aussi  également  que  possible  dans  toutes  les  parties 
du  ciel.  On  déduira  ainsi  des  ascensions  droites  une  détermination 


de  m et  de  n,  des  déclinaisons  une  détermination  de  n ; mais  l'er- 
reur commise  sur  les  ascensions  droites  absolues,  constante  pour 
chaque  catalogue,  se  combinera  avec  dm,,  et,  de  plus,  les  valeurs 


adoptées  pour  les  masses  des  planètes  étant  inexactes 


da 

, — ne  sera 
dt 
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connu  qu’a]>proxiniativenient,  d’où  résulte  une  nouvelle  erreur 
sur  la  valeur  de  m. 

La  détermination  de  n ou  ^ siii  i„  au  moyen  des  ascensions 
dt 

droites,  est  indépendante  d'une  pareille  erreur  constante,  et,  d'un 
autre  côté,  les  déclinaisons  donnent  tout  aussi  bien  n que  l'er- 
reur constante  de  déclinaison.  Mais  comme  on  ne  peut  admettre 
que,  dans  les  deux  catalogues,  cette  erreur  soit  la  même  pour 
toutes  les  déclinaisons,  il  vaut  mieux  grouper  les  étoiles  en  zones 
d’un  certain  nombre  de  degrés,  de  io°  en  déclinaison  par 
exemple,  et  résoudre  séparément  les  équations  relatives  à chacune 
d’elles,  de  manière  à déterminer  la  dilTérence  moyenne  Ad  pour 
chaque  zone  considérée.  Telle  est  la  méthode  suiyic  par  Bessel 
dans  les  Fundamenta  Aslronomice.  Il  a déterminé  la  valeur  de  la 

constante  ■—  à l'aide  de  plus  de  aooo  étoiles  observées  soit  par 

Bradley,  soit  par  Piazzi,  et  réduites,  les  premières  à l’année  i^55, 
et  les  dernières  à 1800.  Il  a trouvé  ainsi  pour  i^5o  la  valeur 
5o',  340  499;  plus  tard,  à l’aide  des  observations  faites  par  lui 
à Kœnigsberg,  il  fut  conduit  à adopter  la  valeur  un  peu  différente 
5o",  375^2  [Aitronomisclie  Nachrichten,  n"  92). 


100.  Mouoements  propres  des  étoiles.  Détermination  du  point 
vers  lequel  est  dirigé  le  mouvement  du  Soleil.  — Si  les  positions 
des  étoiles  observées  à des  époques  différentes  et  réduites  à la 
même  époque  à l'aide  de  la  constante  de  la  précession  que  nous 
venons  de  trouver  présentent  entre  elles  des  différences,  celles-ci 
doivent  être  attribuées  aux  mouvements  propres  des  étoiles.  En 
général,  en  restant  dans  les  limites  des  erreurs  possibles  d’obser^ 
vation,  on  [>cut  supposer  que  les  mouvements  s'effectuent  suivant 
un  grand  cercle  et  avec  une  vitesse  constante.  Halley,  en  1713, 
découvrit  le  premier  les  mouvements  propres  de  Sirius,  Aldéba- 
ran  et  Arcturus  (*).  Depuis  on  s’est  assuré  qu’un  grand  nombre 
d'étoiles  ont  aussi  un  mouvement  propre,  et  on  doit  supposer  que 


(')  Celle  dernière  étoile  a un  mouTement  propre  de  3 seconJee  i-n  dé- 
clinaison; depuis  Hipparque  sa  déclinaison  avait  donc  varie  de  plus  de  i**. 
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c’esl  le  cas  général,  quoique  pour  beaucoup  d'étoiles  ces  mouve- 
ments propres  soient,  en  raison  de  leur  extrême  petitesse,  com- 
pris dans  les  erfeurs  d'observation  et  ne  soient  pas  encore  déter- 
minés. 

Voici  quelques-uns  de  ces  mouvements  propres  les  plus  consi- 
dérables : 

VAISIATIO.<IS  tSSCELlEt 
ea  a*ceo»ioQ  droite 

6i  Cygne 5*i 

a Centaure 7,0 

i83o  (Groombridge}. . . 5, a 

W.  Herschel  découvrit  le  premier  une  loi  dans  la  direction  des 
mouvements  propres  des  étoiles.  La  comparaison  d'un  grand 
nombre  d’entre  eux  lui  prouva  qu’en  général  les  étoiles  s’éloignent 
d'un  point  du  ciel  voisin  de  l’étoile  > Hercule.  Pour  expliquer  ce 
fait,  il  supposa  que  les  mouvements  propres  des  étoiles  ne  sont,  en 
partie  du  moins,  qu’une  apparence  produite  par  un  mouvement  du 
système  solaire  tout  entier  vers  ce  point  du  ciel,  hypothèse  qui  fut 
confirmée  par  les  recherches  postérieures.  Le  mouvement  propre 
d’une  étoile  résulte  donc  et  de  son  mouvement  propre  particulier 
en  vertu  duquel  elle  se  meut  dans  l’espace  suivant  une  loi  qui  nous 
est  inconnue,  et  d’un  mouvement  apparent  ou  parallactique  ré- 
sultant du  déplacement  du  système  solaire.  Le  premier  de  ces 
deux  mouvements,  ne  s’efTectuant  suivant  aucune  loi  déterminée, 
déplacera  les  étoiles  situées  dans  différentes  portions  du  ciel  sui- 
vant les  directions  les  plus  diverses  ; le  second,  au  contraire,  le 
mouvement  apparent,  sera  complètement  déterminé  si  l’on  con- 
naît l’ascension  droite  A et  la  déclinaison  D du  point  vers  lequel 
notre  système  solaire  est  entraîné;  il  sera  dès  lors  facile,  en  effet, 
de  calculer  la  direction  dans  laquelle  chaque  étoile  paraît  empor- 
tée par  suite  du  déplacement  du  Soleil.  La  comparaison  de  la  di- 
rection ainsi  calculée  avec  la  direction  réellement  observée  nous 
donnera  pour  chaque  étoile  une  équation  de  condition  entre  la 
différence  de  ces  deux  directions  et  les  variations  de  l’ascension 
droite  A et  de  la  déclinaison  D;  la  partie  de  cette  différence  qui 
tient  au  mouvement  particulier  de  l’étoile,  ne  suivant  point  une  loi 


•O  déclltial*on. 


3, U 
0,8 
5,7 


Digitized  by  Google 


3aO  ASTRONOMIE  SPn£RIQOE. 

déterminée,  peut  être  traitée  comme  une  erreur  accidentelle  d’ob- 
servalion,  et  par  suite,  au  moyen  d'un  grand  nombre  de  ces 
équations  de  condition  , on  déterminera  par  la  méthode  des 
moindres  carrés  les  valeurs  les  plus  probables  des  corrections  dK 
et  f/D. 

Pour  nous,  ce  mouvement  parallaetiquc  se  fait  évidemment  sui- 
vant le  grand  cercle  mené  par  l’étoile  et  le  point  vers  lequel  le 
système  solaire  est  emporté;  car,  en  supposant  rectiligne  le  mou- 
vement du  Soleil,  l'étoile  est  toujours  vue  dans  le  plan  que  dé- 
terminent sa  position  et  deux  positions  quelconques  du  Soleil. 
Soient  : 

a le  rapport  qui  existe  entre  le  déplacement,  supposé  recti- 
ligne, du  Soleil  pendant  le  temps  t'  — ret  la  distance  de  l'étoile 
au  Soleil  ; 

a et  t,  a et  S'  les  .ascensions  droites  et  les  déclinaisons  de  l'é- 
toile aux  temps  r et  r', 

P le  rapport  des  distances  de  l’étoile  au  Soleil  à ces  deux 
époques  ; 

on  a les  équations  ' 

P cos  J' cosa'  = cosiî  cosa  — n cosD  eosA  , 

P cos  J'sina'  = cos^  sin  a — a cosD  sin  A , 
psin^*  = sintî  — a sin  D ; 

multiplions  la  première  de  ces  équations  par  cosa',  la  seconde 
par  sin  a',  et  ajoutons  les  résultats;  de  même,  du  produit  de  la 
première  par  sin  a,  retranchons  le  produit  de  la  seconde  par  cosa, 
et  négligeons  dans  les  deux  ras  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  nous  obtenons 

^ cosJ'  — cosiî  =:,fiCOsDii<|[a — A), 

! (a'  — a)  cos^'  = ncosDsin  (a  — A); 

en  combinant  d'une  façon  analogue  la  troisième  des  équations  pri- 
mitives avec  la  dernière  de  celles  que  nous  venons  de  trouver,  nous 
mettons  en  évidence  la  différence  S'  — 3,  et  le  système  définitif 
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que  nous  conserverons  sera 

cosj'  (a' — a)  = ncosDsin  (a  — A), 

S'  — S =1  a [cosJ sin  D — siniî  cosDcos(a  — A )]. 

Ces  rormules  nous  permettent  de  calculer  a,  ou,  si  ci  est  connu, 
les  dilTérences  a'  — a et  S' — 3.  D’autre  [lart,  dans  le  triangle 
formé  par  le  pAle  de  réqiiateiir,  l'étoile  et  le  point  dont  les  coor- 
données sont  A et  D,  on  a,  en  désignant  par  A la  distance  de  ce 
point  à l’étoile  et  par  P l’angle  à l’étoile, 

i sinA  sin  P = cosDsin  (x  — A ), 

(B)  ' ' 

( sin  A cos  P = sin  Dcos^  — cos  D sin  j cos  (a  — A). 

De  plus,  P représentant  l’angle  de  la  direction  du  mouvement 
de  l'étoile  avec  son  cercle  de  déclinaison,  on  a 

— 2t 

tang/;=  cos  J'; 


on  voit  donc  que 


P = 1 8o“  — P , 


c’est-à-dire  que  l’étoile  se  meut  sur  le  grand  cercle  qui  joint  sa 
position  actuelle  au  point  dont  l’ascension  droite  et  la  déclinai- 
son sont  A et  D,  en  s'éloignant  de  ce  dernier. 

D’autre  part,  de  la  troisième  des  formules  (i  i)  du  n°  9 appli- 
quée an  cas  qui  nous  occupe,  on  déduit 


^p^_c_os^(,_-A)^^P 

sin^A 


cos  Df.%  _ / .V*!.. 

H — ; sin  a cos  D — cos  J sin  D cos  (*  — A)  laA , 

«u’A*-  ' ' 


ou  bien 
dpz= 

I. 


cosi stn  (ï  — A) 

: fiD 

Sin’ A 

r sin#  cosD  — cM#sinDcos  (a  — AIWA: 
stn’ A s 
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par  conséquent,  si//  est  la  valeur  que  donne  l’observalion  ( *) 
pour  l’anyle  de  ladireclion  du  mouvement  propre  et  du  cercle  de 
déclinaison,  si  /»  est  la  valeur  olilcnue  par  le  calcul  à l’aide  des 
valeurs  approchées  A et  D,  chaque  étoile  donnera  une  éqiialion 
de  la  forme 


O = /J  — P H 

cos  D 
sin'A 


cos 5 sin  (a  — A ) 
sin’  A 


r/n 


[sin^  cosD  — cosJsinD  cos(a  — A)' ri  A , 


ou  bien 


O — (p  — />')  sin  A -I- 


cosiîsin  (a  — A) 
si  11  A 


r/D 


cosD 
sin  A 


[sin  Jcos  n — cos^ sin  D cos  (a  — A )]r/A; 


et,  en  trailant  par  la  méthode  des  moindres  carrés  les  éqiialions 
fournies  par  un  grand  nombre  d’etoiles,  on  trouvera  les  valeurs 
les  plus  probables  de  ri  A et  r/I). 

Telle  est  la  méthode  suivie  par  Argelandcr  pour  délerminer  la 
direction  du  mouvement  du  système  solaire  (.-titronomisrhe  Macli- 
richten , n“  363).  Besscl  avait,  dans  scs  l'irnrlnmcnta  Astrono- 
mitr,  trouvé  les  mouvements  propres  d’un  grand  nombre  d’étoiles 
par  la  comparaison  des  observations  de  Bradley  et  de  Piazzi.  Ar- 
gelander  choisit  dans  toutes  ces  étoiles  celles  qui,  dans  l'inter- 
valle de  45  ans,  de  i^55  à 1800,  avaient  un  mouvement  propre 
plus  grand  que  5",  et  détermina  leurs  mouvements  propres  d’une 
manière  plus  précise  en  com[iarant  les  anciennes  observations  de 
Bradley  avec  celles  qu’il  fit  lui-méme  à l’observatoire  d’Abo  ('■). 


C*)  Les  quantités  données  par  Pobservalion  directe  sont  les  diflcrcncos 
a' — » ot  q'  — 0';  l'angle  p'  s'en  dtduil  par  la  formule 

oc*  “ et 

tang^  = — cos^'. 

0 ^ 0 

( ••  ) Argefanderf  DLX  iteUarum  Jirai-nm positionfs media  ineunie  anno  |83o. 
Helstngfortiæ,  >S33. 
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Pour  calculer  la  direction  du  mouvement  du  système  solaire,  il 
employa  3go  étoiles  dont  le  mouvement  propre  annuel  surpassait 
o“,i.  Il  les  partagea  en  trois  groupes,  d’après  la  grandeur  de  leurs 
mouvements  propres,  et  déduisit  isolément  de  chacun  de  ces 
groupes  les  corrections  A et  rfD  des  valeurs  adoptées  pour  A et  D. 
I>es  trois  nombres  obtenus  sont  sensiblement  concordants,  et  leur 
moyenne  prise  en  tenant  compte  de  la  itrecision  de  chacune  de 
ces  déterminations,  donne  les  valeurs  suivantes  pour  les  coor- 
données A et  D,  rapportées  il  l'équateur  et  à l’équinoxe  de  1800, 

A = ïSt)"  5i ',8,  D = -t- 32"  29',  I , 

valeurs  qui  s’accordent  très-sensiblement  avec  celles  adoptées  par 
Herschel.  Lundahl  se  servit,  pour  déterminer  ce  même  point,  de 
147  étoiles  differentes  des  précédentes,  et,  en  comparant  les 
positions  de  Bradley  à celles  données  par  le  Catalogue  des 
tii2  étoiles  de  Pond  pour  i83o,  il  trouva  (Astronomische  Xttc/i- 
richten,  n"  398) 

A 252"24’>4*  D=  •+•  i4°26',  I. 

Une  discussion  de  ces  deux  déterminations  a été  faite  par  Arge- 
landcr,  et,  en  ayant  égard  à leurs  erreurs  probables,  il  en  a déduit 

A = 257»59',7,,  D = H- 28" 49', 7. 

Des  recherches  semblables  ont  été  faites  par  Otto  Struve  et 
plus  récemment  par  Galloway.  Struve  compara  4t>°  étoiles 
observées  à Dorpat  aux  positions  données  par  le  Catalogue  de 
Bradley,  et  trouva 

A = 26t°2t',  8,  D = -♦- 37°  3tV,o. 

Galloway  se  servit,  dans  ses  recherches,  des  étoiles  australes,  et 
par  la  comparaison  des  observations  faites  par  Johnson  à Sainte- 
Hélène,  et  par  Henderson  au  cap  de  Bonne-Espérance,  avec  celles 
de  Lacaille,  il  obtint 

A = 260"!',  D=-l- 34*23'. 

Le  travail  le  plus  considérable  sur  cette  question  est  celui  de 

21. 
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Mæillt-r,  qui  obtint,  avec  un  très-grand  nombre  d’étoiles  (*}, 

A=  36i»38',8,  D = -t- 39'>53',9. 

Toutes  ces  valeurs  s’accordent  sensiblement  entre  elles,  et  par 
conséquent  le  point  vers  lequel  est  emporte  le  système  solaire 
est  ainsi  déterminé  avec  autant  d’exactitude  que  le  permet  la  diffi- 
eulté  de  cet  important  problème. 

101.  yahur  absolue  du  mouvement prof.rc  du  Soleil.  — Con- 
stante de  la  préeession.  — La  formule  . 

P cosDsin(a  — A) 

•sng  sinDcosd  — cosD  sinàcos(a — A)' 

où  l’on  emploie  la  moyenne  des  valeurs  trouvées  pour  A et  D, 
permet  île  déduire  des  observations  de  chaque  étoile  une  direc- 
tion sufrisamment  approchée  de  ce  mouvement  parallactique.  Si 
l'on  connaissait  en  outre  pour  chaque  étoile  la  valeur  du  mouve- 
ment annuel  suivant  celte  direction,  on  pourrait,  pour  chacune 
d’elles,  calculer  les  variations  annuelles  en  ascension  droite  et  en 
déclinaison  qui  résultent  de  ce  mouvement  parallactique,  et  les 
ajouter  aux  équations  de  condition  données  dans  le  n°  99  pour 
déterminer  la  constante  de  la  précession.  Ce  mouvement  paral- 
laclique  dépend  nécessairement  de  la  distance  de  l’étoile  au  Soleil, 
et  si  cette  dernière  était  connue,  il  serait  facile  d'obtenir  la  gran- 
deur absolue  de  rc  mouvement,  pour  une  distance  déterminée.  En 
effet,  en  posant 

g cos  G = cos  5„ 

^sinG  = sini,  cos(a,  — A), 


les  éfpiations  des  deux  numéros  précédents  donnent 

. . , . K cos  D . 

o = ï -I-  dm,  •+■  dn,  lang  J,  sm  a,  H sut  (a,  — A 

i coso, 

o = v'  -1-  dn,  cos  a,  H ^ sin  (G  — D). 

A 


* ( • ) Oïc  der  Fixsittnem  m ihrfr  Drtiehung  tum  Cesammt-^ 

System,  iVlADLftft;  Dorpal,  i85G. 
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Si  A était  connu , ces  équations  |)erinettraiont  de  calculer  la 
grandeur  K,  c’csi-i-dire  le  mouvement  du  Soleil  exprimé  en  s«^ 
rondes  pour  une  distance  égale  à l’unité  adoptée,  et  les  gran- 
deurs dm,  et  dn,  indépendantes  du  mouvement  parallactiqiie  des 
étoiles;  comme  on  ne  connaît  pas  les  distances  des  étoiles,  ce  pro- 
cédé est  inapplicable.  O.  Struve  tourna  la  difficulté  en  adoptant 
pour  A les  valeurs  hypothétiques  données  par  W.  Struve  dans  ses 
Éludes  d' Astronomie  stellaire.  Cet  astronome  y groupe  les  éfhiles 
d’après  leur  éclat  ; et  du  nombre  des  étoiles  contenues  dans  cha- 
que classe,  ainsi  que  de  leur  plus  ou  moins  grande  condensation, 
il  déduit  les  rapports  des  moyennes  distances  au  Soleil  des  étoiles 
de  différentes  classes  (*).  O.  Struve  compara  les  observations  de 
4oo  étoiles  faites  par  W.  Struve  et  Preuss  à Dorpat  avec  les  ob- 
servations faites  par  Bradicy . En  négligeant  d'abord  le  mouvement 
général  du  système  solaire,  les  ascensions  droites  et  les  déclinai- 
sonsliii  donnèrent,  pour  les  corrections  de  la  constante  delà  préces- 
sion, deux  valeurs,  l'une  positive  et  l’autre  négative,  et,  par  suite, 
contradictoires.  Mais  en  tenant  compte  du  mouvement  propre 
du  Soleil,  il  trouva  les  corrections  -1-  i",i6  à l’aide  des  ascen- 
sions droites,  et  -I-  o",G6  è l’aide  des  déclinaisons.  En  ayant  égard 
ensuite  à leurs  erreurs  ]irobables,  il  obtint,  pour  la  valeur  de  la 
constante  de  la  précession  en  i 790,  le  nombre  5o",23449>  valeur 
plus  grande  de  o", 01 343  que  celle  donnée  par  Bessel.  Il  en  dé- 
duisit, pour  le  mouvement  angulaire  annuel  du  Soleil,  vu  à 
angle  droit  et  de  la  distance  des  étoiles  de  première  grandeur, 
-f-  o",  321  avec  les  ascensions  droites,  et  -|-o",  35^  avec  les  dé- 
clinaisons. Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que,  malgré  sa  précision 
apparente,  cette  détermination  de  la  constante  de  la  précession  et 
du  mouvement  du  Soleil  repose  sur  le  rapport  hypothétique  des 


(*)  Slriivo  picnü  pour  unîié  la  Jislaiice  (r«inc  étoile  (Ig  première  (jran> 


(leur  et  udopte  K-s  fiumbrci  suivants  : 

/ 

grandeur .... 

1,71 

1 

Il  .... 

2,57 

1 /e 

Pour  U distoncc  d'une  entoile  de  < -, 
J 

• 3.7G 

..  .U4 

.. 

1 0* 

7,8G 

. 

..  11,3; 
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(Jisl.inoes  moycnni’s  dus  étoiles  de  différentes  grandeurs.  De  plus, 
il  n’v  a pas  lieu  d'approuver  entièrement  le  choix  des  étoiles 
ipii  servent  de  base  à ce  calcul  : elles  sont  trop  peu  nombreuses, 
el  sont,  pour  la  plupart,  des  étoiles  doubles. 

Si  l’on  veut  tenir  compte  du  mouvement  du  système  solaire 
dans  la  détermination  de  la  constante  de  la  préression,  il  esi 
peut-être  préférable  de  ne  pas  introduire  les  rapports  hypothé- 
liqites  des  distances  moyennes  des  étoiles  de  différentes  gran- 
deurs, mais  de  grouper  les  étoiles  en  classes  d'après  leurs  grandrure 
nu  la  grandeur  de  leurs  mouvements  propres,  et  de  déterminer, 

pour  chaque  classe,  une  valeur  du  rapport  - et  de  la  correction  de 

la  constante  de  la  preecssion.  Les  valeurs  de  - trouvées  ainsi  peu- 
vent être  considérées  comme  des  valeurs  niovcnnes  pour  ces 
differentes  classes,  et  les  valeurs  de  /«  et  de  n seront  indépen- 
dantes d'une  portion  au  moins  du  mouvement  parallacti(|ue, 
d'autant  ])lus  considérable  que  les  rapports  des  distances  des 
étoiles  d’une  même  classe  seront  plus  voisins  de  l’unité  (*). 

Cette  méthode  permet  d’avoir  égard  aux  variations  de  A et  D. 

F.n  effet,  si  l’on  jxise  - n,  on  peut  donner  aux  équations  qui 
précèdent  la  forme 

' . . « • ‘''’s 

O = V ^ dm,  -+-  an,  tang  S,  sin  a, r-  cosf  a,  — A)  pA 

] coso,  . / \ 

-+-{cosD  — sinDrfD)  ^ a > 

' ' cos^, 

0 r=  v'  -H  dn,  cos  a,  — g cos  (G  — D)  a f/  D 

-t-  cos  D sin  sin  (a,  — A)  o t/A  -H  ng  sin  (G  — D)  ; 

ces  équations  peuvent  servir  à déterminer  pour  chaque  classe  les 
valeurs  les  plus  probables  de  a,  adK,  adH,  dm,  et  du,.  Dans  le 


(•)  L'aoleur  cio  cel  Ouvrag«?  a rntpcprii  celte  rccherclie  depuis  un  cer- 
Inin  nombre  <rann**cs,  cl  n’«  pu  jusqu'à  présent  la  terminer.  Les  niouvc* 

menis  propres  y sont  déduits  de  la  comparaison  des  observations  de 
bradley  avec  celles  faites  par  Hcndcr&on  à Edimbourg.  Les  valeurs  des 
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cas  oii  l’on  adopte  les  rapports  des  distances  données  ]>ar  Slruve, 
la  valeur  de  l'inconnue  a,  dcdiiile  de  ces  ci|iialions,  dans  lesquelles 

on  a multiplié  son  coefficient  par  doit  être  la  même  pour  toutes 

les  classes,  [f'oir,  sur  le  même  sujet,  un  travail  d'Airy  dans  le 
volume  XXVIII  des  Mrmoirs  of  the  Royal  Asironomicat  Society.) 


102.  Réduction  de  la  position  de  la  Polaire  h une  épotjuc  quel- 
conque.  — Nous  pourrons  désormais  supposer,  et  cela  sans  erreur 
sensible,  qu’à  quelques  exceptions  près,  les  mouvements  propres 
des  étoiles  s’effectuent  sur  un  grand  cercle,  et  proportion- 
nellement au  temps.  Les  variations  annuelles  qui  en  résultent 
dans  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  d’une  étoile  seraient 
constantes  si  les  plans  auxquels  ces  coordonnées  sont  rapportées 
conservaient  la  même  situation  par  rapport  à la  direction  du  mou- 
vement propre  de  l’étoile.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  ces  plans  se 
déplacent;  les  variations  annuelles  rapportées  à ces  mêmes  plans 
sont  donc  variables,  et  il  est  nécessaire  d’en  tenir  compte,  au  moins 
pour  les  étoiles  très-voisines  du  pôle. 

Les  formules  qui  servent  à transformer  les  coordonnées  po- 
laires rapportées  à l’équinoxe  du  temps  en  coordonnées  rap- 
portées à l’équinoxe  du  temps  t,  sont,  d’après  le  n“  o9, 

cosf  siu  (a'  -y  a'  — *')  = cos^  sin  (a  -l-  a i), 
cos  5*  cos(x'  -I-  «'  — *’)  = cos  J cos(a  -f-  a-yz)  cos0  — sin^  sin  0, 
sin  J*  = cos  J cos(a  -(-  o -+-  î)  sin0  -+-  sin  ^cos0. 


où  a et  fl'  désignent  la  précession  planétaire  pour  les  temps  t et  l'. 


mouvcnienis  paralUctiquei  Annuels  des  dloilvi  do  düTerenles  grandeurs  sont 
les  suivantes  : 

a 

Pour  3i  étoile*  de  grandeur  3.4  o",oG8985 ± o,oioç^4 

» 75  • 4 o',o697iS  ± o,oo658j 

* 71  s 4*^ o",o468i I ± 0,0069*5 

s 284  s 8 o',  0*90 '|3±  0,002446 

On  a exelu  de  celle  recherche  les  étoiles  dont  le  rnouvcmenl  propre  ex* 
cède  o',  3. 
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et  t,  i et  B des  (juantilés  auxiliaires  obtenues  à l'aide  des  for- 
mules (A)  du  n”  59.  En  raison  de  la  petitesse  des  mouvements 
propres  on  peut  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits,  et  en  se 
rappelant  que  les  formules  précédentes  sont  déduites  d'un  triangle 
sphérique  ayant  pour  côtes  go“ — f,  go" — t et  B,  et  pour 
angles  a + a -(-  *>  i8o"  — a'  — a'  -i-  z'  et  c,  on  obtient,  d'après 
la  première  et  la  troisième  des  formules  (i  i]  du  n°  9, 

A^'  = ùS  cosr  — Aa  sin0  sin  («'  -ha'  — *'), 
cos  J’  Aa'  = sin  c -H  Aa  cos5  cosci 

en  remplaçant  sine  et  cosr  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
autres  éléments  du  triangle,  on  aura 


Aa  [cos0  -t-  sin0  tang(f'  cos  (a'  -ha'  — z')  ] 

Aiî  sin  (a'  -ha'  — z') 

H 5*100  — ■ — ,, î 

eus  0 cos  0 


— A a sin  0 sin  ( a'  -h  a'  — z'  ) 

A 0 

H ^cosi'[cos0  -1-  sin0  tangJ*  cos  (a'  -)-n'  — z'  )]; 


et  de  meme 


(*) 


' Aa  = Aa'  [cos0  — sin0  tang^ cos(  a.  -h  a -h  z)] 

A J'  . sin  (a  -t-  rt  -1-  z) 

_ sin  e , 

cos  S CÜS  0 

A J = Aa'  sin0  sin  (a  -I-  o -f-  z) 

-I — cos^[cos0  — sin  B tang  3 cos(a  n -I-  z)]. 
cos  0 


Exchplk.  — L’ascension  droite  et  la  déclinaison  moyennes  de 
I4.  Polaire  au  commencement  de  i^55  étaient 

a = I o"  Ü5'  44".  gW,  5 = -t-  87"  5g'  4 1 ",  1 a ; 

en  y ajoutant  la  précession,  on  trouve,  pour  la  position  de  la  Po- 
laire au  commencement  de  i85o, 

a'=  i6-ia'5G",gt7,  3' = -t- 88'3o'34",68o. 
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D'après  les  Tabula;  Regiomonfanœ  de  Bessel,  les  coordonnées  de 
la  Polaire,  à la  même  époque,  étaient 

a'  i6“  i5'  i9",53o,  iî'  = + 88" 3o' 34", 898. 

la  différence  entre  ces  deux  valeurs  provient  du  mouvement 
propre  dê  la  Polaire  ; on  en  conclut  que,  dans  l’intervalle  de  1 ^55 
à i85u,  il  a pour  valeur 

-+-  2'22*,Gi3  en  ascension  droite, 

+ o ,218  en  déclinaison. 

Rapportées  à l'équateur  de  i85o,  les  variations  annuelles  de  l’as- 
cension droite  et  de  la  déclinaison  de  la  Polaire  dues  à son  mou- 
vement propre  sont  donc  ' 

Aa' = -)- i*,5oi  189,  Ai' = -4- o", 002  295. 

Si  maintenant  on  veut  obtenir  le  mouvement  propre  de  la  Po- 
laire rapporté,  par  exemple,  h l'équateur  de  ijSS,  on  emploiera 
les  formules  [ è ),  et  l'on  trouvera 

e = o'’3i'  45",6oo,  a o -t-  a = 11“  32'9'',53o, 

d’où 

Aa  = -(- i",io836,  = -4- o^.coSoGS. 

Variabilité  ilr  certains  mouvements  propres.  — Compagnon 
de  Sirius.  — Pour  les  étoiles  voisines  du  pAle , les  variations 
du  mouvement  propre  annuel  en  ascension  droite  et  en  déclinai- 
son s'expliquent  par  les  déplacements  des  plans  fondamen- 
taux. Mais  il  est  d'autres  étoiles,  comme  Sirius,  Procyon,  dont 
les  distances  polaires  sont  considérables,  et  cependant  dont 
les  observations  faites  à des  époques  éloignées  présentent , après 
correction  du  mouvement  parallactique,  des  différences  considé- 
rables qui  ne  peuvent  être  atlribuées  aux  erreurs  d’observation. 
Cette  erreur  résiduelle,  ce  résidu,  Bessel  l’a  remarqué  le  premier 
sur  Sirius  et  sur  Procyon,  et  l'a  attribué  dans  chaque  cas  à l'at- 
Iraclion  d'un  corps  invisible  et  de  masse  considérable  place  dans 
le  voisinage  de  l'étoile.  Basant  ses  recberches  sur  cette  hypothèse, 
Peters  à Altona  a déterminé  au  moyen  des  écarts  en  ascension 
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droite  de  Sirius  l'orbite  de  cette  étoile  autour  de  son  compagnon, 
et  a exprime  par  la  fornuile  suivante  la  correction  qu'il  faut  ap- 
porter à l’ascension  droite  de  Sirius  : 

i[  = o%  127  -I-  o',ooü5o(r  — 1800)  -t-  o',  17 1 sin  (u  + 77"44'  )> 

l’angle  » est  donné  par  l'équation 

M = 7",i8()5  (/  — 1791 ,43i)  = « — 0,7994  sin  «, 

7*', i865  étant  le  moyen  mouvement  de  Sirius  autour  du  centre 
de  gravité  du  système. 

D'après  les  rcclierclies  de  SalTord  à Cambridge,  les  déclinaisons 
de  Sirius  ont  aussi  une  variation  périodique,  et  l'on  doit,  pour  en 
tenir  compte,  appliquer  aux  dèn-linaisons  observées  la  correction 

17'  = -)-  o",  5G  o",o202  (/  — 1800)  4-  i",47  sin  h 4-  o"5i  cos«, 

dans  laquelle  u a la  même  signification  que  dans  l'équation  pré- 
cédente (*;. 


(*j  A.  Clarke  dreourrit  en  186},  à Qùwgq,  ce  compagnon  obscur  de 
Sirius,  à une  distance  de  celte  eioite  de  8"  environ. 

Consulter  sur  le  mouvement  propre  de  Sirius  : Sotices  attronomiijuts  de 
Brunnow,  n®  28. 
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CHAPITRE  V. 

DÉTERMINATION  DE  LA  POSITION  DES  GRANDS  CERCLES  FIXES 
DE  LA  SPIIFIRE  PAR  RAPPORT  A LTIORIZON  D UN  LIEU. 


Nous  avons  déjà  monlrc(n°*  91  et  92  comment,  an  moyen 
d’iin  instrument  méridien  parfaitement  stable,  on  peut  détermi- 
ner, par  rapport  à l'horizon,  les  positions  des  grands  cercles  fixes 
de  la  sphère  céleste.  En  effet,  si  la  ligne  de  collimation  de  l’in- 
strument décrit  nn  grand  cercle  vertical,  il  sera  facile,  an  moyen 
de  l'observa  lion  des  deux  culminations  d’une  circompolairc,  d'ame- 
ner cette  ligne  de  collimation  à décrire  le  méridien,  et  de  déteT- 
miner  ainsi  le  plan  vertical  qui  contient  le  pâle  de  l’équalenr.  On 
reconnaît  que  ce  résultat  est  obtenu,  lorsque  l'intervalle  de  temps 
compris  entre  les  deux  observations  est  de  -t-  A«,  Aa  étant 

la  variation  de  l'ascension  droite  apparente  ]>endant  cet  inter- 
valle de  I a*". 

L'instrument  étant  ainsi  dans  le  méridien,  l'observation  des  dis- 
tances zénithales  d’une  étoile  à ses  deux  culminations  donnera  la 
latitude,  car  son  complément  est  égal  à la  moyenne  arithmétique 
des  deux  distances  zénithales  corrigée  de  la  réfraction  et  aug- 
mentée de  la  demi-variation  — de  la  déclinaison  apparente  dans 

l’intervalle  des  observations.  De  plus,  la  détermination  de  l’heure 
du  passage  au  méridien  d’une  étoile  dont  l’ascension  droite  est 
connue,  donne  l’angle  horaire  à cet  instant  de  l’équinoxe  du  prin- 
temps, ou  le  temps  sidéral;  et  si,  au  meme  instant,  on  fait  dans 
un  autre  lieu  une  détermination  semblable,  la  différence  des  deux 
temps  observés  sera  égale  à la  différence  des  angles  horaires  de 
l’équinoxe  du  printemps  aux  deux  lieux,  ou  à la  différence  de 
leurs  longitudes  géographiques.  Il  s'agit  maintenant  de  connaître 
les  méthodes  qui  permettent  de'  S'assurer  de  la  simultanéité  des 
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deux  observations,  ou  au  moins  de  déterminer  la  différenre  des 
époques  d'ol>$ervalion  aux  deux  lieux. 

Les  méthodes  les  plus  simples  et  les  plus  exactes  reposent  sur 
l’emploi  d'un  instriimeul  des  hauteurs  établi  d'une  façon  stable 
dans  le  méridien;  mais  on  peut  encore  déterminer  la  position  du 
zénith  par  rapport  au  pôle  et  celle  de  l'équinoxe  du  printem|)S, 
en  observant  hors  du  méridien  les  coordonnées  rapportées  à l'ho- 
riion  d'étoiles  connues;  celte  marche  donne  lieu  à un  grand 
nombre  de  procédés  qui  permettent  aux  voyageurs  et  aux  ma- 
rins de  faire  ces  déterminations  avec  plus  ou  moins  d’avantages, 
suivant  les  circonstances,  et  qu'on  peut  d'ailleurs  suivre  toutes  les 
fois  que  l’on  manque  des  moyens  nécessaires  à remjtloi  des  mé- 
thodes indiquées  précédemment. 

Pour  exprimer  les  relations  qui  existent  entre  la  hauteur  et 
l’azimut  d'une  étoile,  son  ascension  droite  et  sa  déclinaison,  le 
temps  sidéral  et  la  latitude  du  lieu  d'observation , nous  avons 
trouvé  les  formules  suivantes  : 


sin/i  = siny  sin  S -t-  cos  y cos  J cos  (0  — a), 

cot  A = — cos  y langj  ^ cot  (0  — a). 

sin(0— a)  ’ ' ' 


Ces  équations  montrent  que,  par  l'observation  de  la  hauteur 
ou  de  l'azimut  d'une  étoile  connue,  on  peut  déterminer  le  temps 
si  la  latitude  est  connue,  ou  la  latitude  si  le  temps  est  connu. 
Par  conséquent,  on  aura  la  latitude  et  le  temps  sidéral  en  combi- 
nant deux  observations  de  hauteur  ou  d'azimut  de  la  même 
étoile,  ou  bien  les  observations  de  deux  étoiles  connues. 

On  devra,  dans  toutes  ees  déterminations,  corriger  les  obser- 
vations de  la  réfraction  et  de  la  parallaxe  diurne  (si  l’astre  ob- 
servé n’est  pas  une  étoile  fixe),  et,  dans  le  calcul,  employer  les 
positions  apparentes.  L’instrument  dont  on  se  sert  pour  ces 
observations  est  un  altazimut  insltdlé  de  telle  sorte  que  la  ligne  de 
collimation  de  la  lunette  décrive  un  cercle  vertical  pendant  le 
mouvement  de  rotation.  [Toir  n°  12  du  second  volume.)  On  peut 
aussi,  dans  le  cas  où  l'on  n’observe  que  les  hauteurs,  se  servir 
d’un  instrument  de  réflexion  avec  lequel  on  mesure  l’angle  com- 
pris entre  l’étoile  et  son  imager  donnée  par  un  horizon  artificiel. 
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c’('$t-ü-<]ire  le  double  de  sa  hauteur.  Dans  le  ras  où  l’on  emploie 
un  altazimiit,  on  peut,  comme  avec  un  instrument  méridien, 
déterminer  le  point  zénithal  du  cercle  au  moyen  d’un  horizon 
artificiel,  ou  bien  encore  observer  l'étoile  dans  une  première 
position  de  l’instrument  , et  recommencer  l’observation  après 
avoir  fait  tourner  celui-ci  de  180"  autour  d’un  a.\e  vertical.. 


Soient  ï et  Ç'  les  lectures  faites  aux  deux  époques  0 et  0', 

Z 

et  les  dérivées  de  la  distance  zénithale  (n"  53)  correspondantes 


à l’époque  0,=  — ^ — 1 Z la  lecture  correspondante  au  zénith  ; 

nous  aurons,  pour  les  lectures  réduites  à la  moyenne  des  temj>s, 
en  supposant  que  dans  la  première  position  du  cercle  les  lectures 
croissent  dans  le  même  sens  que  les  distances  zénithales. 


Z.  Z _ Ç + ^ {0.  - 0)  - i ^ (0  _ 0.)«, 

Z - Z.  = î'  A (e'  _ 0.)  + ! (0'  _ 0,)., 

La  distance  zénithale  correspondante  à la  moyenne  des  temps 
a donc  pour  valeur 


d‘z 

dë 


-(0'-0)>. 


Si  l’étoile  a été  observée  directement  et  par  réflexion,  le  pre- 
mier membre  de  la  seconde  équation  doit  s’écrire  1 80“  — z,  -4-  Z, 
en  conservant  la  même  convention  pour  le  sens  dans  letpiel  crois- 
sent les  lectures,  et  cette  seconde  équation  devient 

9o»-z.  = ii;'-î)4-i^j  (0'-0)>  Ci. 


( * ) Nous  supposons  ici  quft  cVst  le  même  point  du  cercle  qui  correspond 
•U  ténilb  dans  les  deux  positions  de  l'instrument.  Four  s'en  aseurery  on 
adapte  au  cercle  un  niveau  dont  la  bulle  se  déplace  quand  une  ligne  Oxe 
du  cercle  change  d'ineUnaison  par  rapport  à la  verticale.  Ce  niveau  in- 
dique donc  la  vailalion  du  point  lénithal  et  donne  en  même  temps  lu 
moyen  de  la  mesurer.  ( Foir  n^  13  du  second  volume.) 
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Pour  observer  avec  cet  instrument  l'aziiniit  d’un  astre,  il  faut 
encore  déterminer  le  point  du  cercle  liorizontal  <|iii  correspond  au 
méridien  ou  le  zéro  des  azimuts;  nous  donnerons  plus  tard  les 
méthodes  qui  permettent  d'effectuer  cette  détermination,  et  sup- 
poserons actuellement  que  ce  point  est  connu.  Soient  L,  et  L les 
^lectures  du  cercle  qui  correspondent  au  méridien  et  à l'azimut  A, 
on  aura 

A = ± (L  — L,,i, 

suivant  que  les  lectures  croissent  ou  décrobsent  dans  le  sens  des 
azimuts. 


I.  — DÉTEIUIINATION  du  IIÉRIDIEN  OU  D’UN  AZIMUT  ABSOLU. 


103.  Méthode  des  plus  grandes  hauteurs.  — La  méthode  la 
plus  simple  pour  trouver  la  direction  du  méridien  est  fondée  sur 
l’observation  de  l'instant  où  un  astre  atteint  sa  plus  grande  hau- 
teur au-dessus  de  l'horizon;  avec  un  instrument  des  hauteurs 
on  observe  le  Soleil,  par  exemple,  et  on  admet  que  cet  astre  est 
dans  le  méridien  aussitôt  que  sa  hauteur  cesse  de  varier.  Cette 
méthode  est  employée  en  mer  pour  trouver  approximativement 
l'instant  du  midi  vrai;  elle  est  nécessairement  très-incertaine,  car 
au  méridien  la  hauteur  de  l’astre  atteint  son  maximum,  et,  par 
suite,  n'éprouve  que  de  petites  variations  avant  et  après  la  cul- 
mination. 


Méthode  des  digressions  de  la  Polaire.  — Une  autre  méthode 
repose  sur  l’observation  des  plus  grandes  digressions.  Nous  avons 
vu  (n°  55)  que  l’angle  horaire  de  plus  grande  digression  d’une 
circompolaire  était  donné  par  l'équation 


cost  = 


tangy 

tang  j 


ou 


sin  (^. — <p) 

sin  (J  -f-  ÿ)' 


et  qu’à  cette  époque  le  mouvement  de  l’étoile  était  perpendicu- 
laire à l’horizon;  le  mouvement  en  azimut  est  donc  nul,  puisque 
le  cercle  vertical  est  tangent  au  par.illèle  de  l’étoile.  Or  si,  avec 
un  instrument  azimutal  dont  la  ligne  de  collimation  décrit  un 
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cercle  vertical,  on  veut  suivre  une  semblable  éloHe,  il  faudra  en 
general,  pour  conserver  l'étoile  sous  la  croisée  des  fils  du  réticule, 
déplacer  la  lunette  sur  son  cercle  vertical  cl  faire  tourner  celui-ci 
par  rapport  au  cercle  nzimutal,  tandis  (ju'à  l’époque  de  la  plus 
grande  digression  il  suffira  d’un  déplacement  vertical  de  la  lunette. 
Aussitôt  que  ce  résultat  est  atteint,  on  lit  sur  le  cercle  arimutal  la 
position  de  l'instrument,  |)uis  on  recommence  la  même  opération 
de  l’aittre  côté  du  méridien,  et  si  a et  a'  désignent  les  deux  lec- 
tures, ” ° donnera  le  point  du  cercle  qui  correspond  au  mé- 

ridien. Il  convient,  pour  appliquer  cette  méthode,  de  choisir  l’é- 
toile polaire  à cause  de  son  éclat,  et  aussi  parce  qu’en  raison  de 
la  lenteur  de  son  mouvement  elle  reste  plus  longtemps  il  sa  plus 
grande  digression. 

Méthode  des  hauteurs  correspondantes.  — A des  angles  ho- 
raires égaux  de  part  et  d’autre  du  méridien  correspondent  aussi 
des  hauteurs  égales;  il  en  résulte  que  si,  à des  époques  differentes, 
on  a observé  une  étoile  la  même  hauteur,  on  a,  par  là  même, 
déterminé  deux  cercles  verticaux  également  distants  du  méridien. 
Ainsi,  après  avoir  fait  coïncider  l’image  d'une  étoile  avec  la  croi- 
sée des  fils  du  réticule  d'un  instrument  a/imutal  et  lu  la  position 
correspondante  du  cercle  azimutal,  on  attendra  qu’apres  sa  cul- 
mination l'étoile  vienne  encore  coïncider  avec  la  croisée  des  fils 
de  la  lunette  dont  la  hauteur  n’a  pas  varié;  on  fera  de  nouveau  la 
lecture  sur  le  cercle  azimutal,  et  1a  mnjcnnc  arithmétique  des 
deux  lectures  donnera  le  point  du  cercle  qui  correspoml  au  mé- 
ridien. 

Si,  dans  ces  observations,  on  emploie  le  Soleil  dont  la  décli- 
naison varie  dans  l’intervalle  des  deux  observations,  il  faudra  faire 
subir  une  petite  correction  à la  direction  trouvée  pour  le  méri- 
dien. En  effet,  différentions  l'équation 

sin  j = sin^  sin/i  — cos^  cos//  cosA 
en  n'y  considérant  comme  variables  que  A et  i,  nous  aurons 
co^i  dS  dS 

dA  zzz — ; “ ^ — . 

cosy  cos// sinA  cosysinr 
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Ainsi  ilésij'nant  la  varialion  île  la  iléclinaison  pendant  l’inter- 
valle des  deux  observations,  et  les  divisions  croissant  dans  le  même 
sens  que  les  asimiits,  il  faudra  de  la  moyenne  arithmétique  des 
lectures  retrancher  la  quantité 

AicoiS 

a cos  y cos /i  si  n A acosysinr 

Méthode  des  culniinntions  d'une  cireompolaire.  — La  quatrième 
méthode  est  identique  avec  celle  qui  a été  donnée  au  n°  91  pour 
l’installation  exacte  d'un  instrument  méridien.  On  observe  les 
époques  où  une  circumpolaire  a le  même  azimut  au-dessus  et  au- 
dessous  du  pôle;  le  plan  dans  lequel  se  meut  rinstrument  coïn- 
cidera avec  le  méridien  si  l’intervalle  compris  entre  les  deux  ob- 
servations est  égal  à -t-  Aa,  A z étant  la  variation  de  l’ascen- 

sion droite  apparente  pendant  l’intervalle  des  observations.  .*'i  cette 
condition  n’est  pas  réalisée,  on  trouvera  la  valeur  de  Tazimut  delà 
manière  suivante.  L’azimut  étant  compté  à partir  du  point  nord, 
et  non  plus  du  point  sud,  la  prt'niièrc  observation  donne 

cos  h sin  A = cos  J sin  t, 

cash  cosA  = sin^  cosy  — cos  J siny  cosf , 

et  la  seconde,  faite  au-dessous  du  pôle, 
eus /r' sin  A = cos  i sin  f', 
cos/i'  cos  A = sin#  cosy  — cos#  sin  y cos  r'  ; 


ajoutons  la  première  et  la  troisième  de  ces  érpiations,  retranchons 
la  seconde  de  la  quatrième,  et  divisons  les  résultats  membre  à 
membre,  nous  aurons 


tang  A = cot  ÿ (r'  — t) 


lang  J ( /(  -t-  A'  ) tang  j ( A — A'  ) 
sin  y 


Si  r'  — t dilfére  peu  de  la'*-*’'',  qo" — ÿ (r' — /),  et  p.arsidte  A, 
sera  un  jtelil  angle,  et  cnmiiie  | (A  -4-  A'  ) et  | ( A — A'  ) sont  alors 
presque  égaux  respectivement  à yctgo*^#,  l’écpiation  précé- 
dente peut  s’écrire 

cos  f tang  # 
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lOi.  Drtctmination  tic  In  tlhectiun  du  iiicrid/rn  un  île  rnziiiiiil 
d'iiu  natrr  ijunnH  on  eonnati  le  tempt  et  tn  lalilinle  du  lieu.  — Ces 
nu'tlioJes  ne  supposent  pas  que  le  temps  el  la  latitude  du  lieu  soient 
connues,  ou  du  moins  n'en  exigent  qu’une  connaissance  appro- 
chée. Mais  si  l'on  possède  leurs  valeurs  exactes,  chacpie  obser- 
vation faite  avec  un  cercle  aziniiital  permet  de  trouver  le  point 
méridien  du  cercle;  il  suflit  de  comparer  la  lectmedu  cercle  avec 
l'azimut  déduit  des  équations 

t cos// sin  A = -t- cosJ  sinr,  • 

(")  . 

( cos//  cosA  = — sinJ  cosy  -|-  sin  ^ coiS  cosr. 

Si  l'/>n  fait  une  série  d'observations  de  ce  genre,  il  ii’est  ]>as 
nécessaire  de  calculer  ainsi  l'azimut  correspondant  à idiaque  obser- 
vation, maison  peut  opérer  jilus  brièvement.  Soient  0,  0', 
les  époques  des  n observations,  0,  leur  moyenne  arithmétique, 
A,  l'azimut  correspondant  h l'époque  0,;  on  a 

//A  d'A 

A = A,-h (0 -0.)  + ; 

A'=:  A.-+- (0'— 0.) -f- ; (0'— 0.)’, 


et,  puisque 

0 — 0tf  -t-  0'  — 0,  . . . zzz  O , 

on  obtient,  en  ajoutant  toutes  ces  cijiiations, 

A -t- A'-t-A 


A.= 


. . . I d'A  , 

- - ï 0 — 0.  >, 

2/1  dt' 


A -h_A^-+  A"  H-  _ I >/’A 

n //  dt' 


Ï2sin’ J(0 — 0,). 


On  a remplacé  les  ipiantités  i (0  — 0,)’  par  les  quantité-s 
2sin’|(0  — 0,',  qui  en  diflèrent  très  peu.  On  trouve  dans  tous 
les  Recueils  de  Tables  astronomi/|ues,  ilaiis  celui  de  Warnstorff 
par  exemple,  des  Tab'es  commodes  qui  donnent,  avec  l'argii- 
I.  22 


Digitized  by  Google 


338 


ASTnosoMii;  si'iiËRigi'F. 


mcnl  t exprime  en  temps,  lu  valeur  <lc  a siii’ - c.\|>rintée  en  se- 
eomles  d’are.  D'après  le  n"  53,  on  a eneore 


r/’A  eoSosinA, 

---  (cos/-.sinv  -4-  acos^ eosA,). 


Par  eonsétpirnt,  si  ;’i  lu  moj-cnne  arillinièli<|uc  de  tontes  les 
leetnres  on  ajoute  la  ipiantilé 


cos^isinA,  , • , , , , ïasiid  ;-(«_«.) 

— 'eos//,  sim  aeosïCosA,!  - — 

cm' /i,  ' ' 


on  obtient  une  valeur  A,  <|iie  l’on  devra  roniparer  à l'a/.iniiit  donné 
par  les  rorninles  («),  pour  répoejue  t = 0,  — a. 

l.a  différentiation  des  eipialions  («),  on  la  dernière  des  cqua- 
lions  différentielles  do  n"  3ti,  donne 

, eos5  eoso  ....  sinu  .. 

« A — ; — rit  — lancé  sin  A r/o  H ^ c/o  , 

eos/i  ^ * eos/i 


relation  d'on  il  resnlie  que  les  ineillenres  dèienninatinns  du  mé- 
ridien, faites  d après  celle  inelliode,  seront  données  par  l’observa- 
tion de  la  Polaire  à l'i'poqiie  tie  sa  plus  itrandc  digression,  car 
alors  P est  é"al  à C)o",  et  sauf  pour  les  fortes  laliindes  A est  voi- 
sin de  i8o"i  de  telle  suite  qn’iine  erréur  coinniise  sur  la  valeur 
du  temps  n’aura  aucune  iufluenee  sur  raziiniil  obtenu,  et  qu'une 
erreur  commise  sur  la  latitude  aura  sur  celle  inéine  quanlile  une 
influence  irès  f.dble;  le  point  méridien  du  c»>rrle  sera  donc  ob- 
tenu ainsi  avec  une  grande  exaetitude. 

Ce  point  une  (ois  deleriniiié,  la  differenre  des  deux  lectures  qui 
sur  le  cercle  correspondent  à ce  point  et  à un  objet  quelconque 
céleste  ou  Icrreslre  doiiiieri  iinnx'xlialement  l'aziinut  de  eet  ob- 
jet {')• 


'*)  P(fur  ÎH*.  nbji'ls  lrrro>tM*s,  «*l  üsins  le  ens  où  In  lunette  est  fixre  à 
IVilrémiti*  d'un  nx<’,  il  fa«il  fniie  mollir  a celle  dinVrcncc  une  pelhe  Correc- 
llon.  {Yofr  le  ii  1*2  .dti  fti'Cood  volume») 
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lOS.  Détermination  de  l'aziiiiut  d’un  objet  terrestre  par  l'ob- 
servation de  sa  distance  à un  astre.  — On  pciil  encore,  mais  avec 
moins  d'cxacliludc  il  est  vrai,  cl  à la  condition  de  connaître  le 
tem|.s  et  la  latitude,  déterminer  l'uzimiit  d’un  objet  terrestre  tie  la 
façon  suivante  : au  moyen  d’un  instrument  de  réflexion  on  me- 
sure sa  distance  à un  astre  quelconf]uc,  et  en  même  temps  on 
observe  sa  hauteur  au-dessus  de  l’horizon. 

En  effet,  la  connaissance  de  l'angle  horaire  de  l’étoile  à l’é|)oque 
de  l’observation  de  la  distance  jicrmel,  comme  nous  l’avons  vu 
au  n"  35,  d’obtenir  la  hauteur  h et  l'azimut  a de  l’astre;  et,  de 
plus,  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  positions  apparentes 
de  l’astre  et  de  l’ohjel,  donne  réipialion 


(") 


cosA  = sin/i  sin  H + cos/<  eosH  cos(«  — A) 


où  H et  A représentent  la  hauteur  et  l’a/.iinul  de  l’objet,  et  A la 
distance  observée  {*).  On  trouve  ensuite  a — A p ir  la  formule 


cos  [n  — A ) 


cos  A — sin/(  sin  H 


cos  h cos  H 


cpii  donne  razimut  A,  puisque  a est  connu. 

L’équation  (A)  peut  cire  mise  sous  une  forme  plus  commode 
pour  le  calcul  logarithmique.  On  a en  effet 

, , ,,  cos  (H  4- //)  4- cos  A 

t 4-  cos  (/7  — A)  = ' 


et 


d’où 


— cos [n  ■ 


A = 


cos//  cos  H 


cos  (H  — //  ; — cos  A 
cos//  (’osH 


sin  7 ( 


( * ) Dans  cette  formiilc  h ne  reprô^enle  pai  ri'ellmnont  ta  hauteur  calculée, 
mais  cette  hauteur  à laquelle  on  a ajouté  la  réfraction,  et  dont  on  a retranché 
la  parnihxe  si  Tasiro  est  lo  sSoleit.  De  même  II  repreaente  la  hauteur  ob> 
servee  nflecléc  de  la  réfraction;  Je  la  sorte  ces  qttanlités  A et  H penreiit 
entrer  dam  les  formules  en  même  temps  que  la  distance  mesurée 

22. 
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OU 

. sin  (S — H)siti(S — h) 

( B I tanu’  1 (n  — A ) = — ■ j 

' ''  ' ' cosS  ros  S — A 


en  posant 


2 S = A + il  A. 


Si  l'olijet  est  ù riiori/.iin,  il  r=  o,  et  un  a simplement 

tang’  ; (n  — A)  = tang  J ( A -f  A)  lang  J (A  — A). 

lai  différenlialion  île  l'équation  in),  faite  en  y eoiisidéi  ant  a — K 
et  A comme  varialiles,  donne 


d [a  — A)  ~ 


sin  A 

eosA  eosH  sin  [a  — 


i/A 

) 


et,  d'après  le  n”  36, 

, eos^eosyi  . 

du  ■ dt. 

eosA 


Cette  équation  montre  ipie,  j>our  diminuer  l'infliienee  que  peut 
avoir  sur  A une  erreur  commise  dans  l'observation  du  teiujis  et 
dans  lu  mesure  de  la  distaner,  il  faut  prendre  l'astre  au  voisinage 
de  l'horizon,  ear  s’il  était  près  du  zénith  le  dénominateur  cosA 
serait  très-petit. 

Rkmauque.  — Quand,  à deux  époques  iliffiTeiites,  on  a me- 
suré la  distance  d'un  astre  à un  objet  terrestre,  il  est  faeile  de  eal- 
culer  l'angle  lioraire  et  la  dériinaison  de  cet  objet,  et,  par  suite 
aussi,  son  azimut  et  sa  hauteur. 

Soient,  en  effet,  T et  D,  / et  J l’angle  horaire  et  la  déclinaison 
de  l’ohjel  et  de  l'astre,  et  \ le  temps  écoulé  entre  les  deux  ohser  • 
vations  (d.ins  le  casdu  Soleil  \ doit  être  exprimé  en  temps  vrai); 
les  deux  triangles  formés  par  le  pèle,  l'objet  et  les  deux  positions 
de  l'astre  donneront  les  relations 

cos  A = sin  ^ sin  I)  -I-  cosi  ros  I)  cos  {1  — T) , 
cosA'=  sin  d sin  D ■+■  cos^  cos  D cos  (/  — T -t-  ).). 

Au  moyen  d'une  mélhoilc  de  raleni  que  nous  donnerons  au 
n"  116,  on  déduira  D et  l — T de  ces  deux  ix|uations;  ces  va- 
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leurs  olitcniies,  on  calciiler.i  l'angle  horaire  t tic  l’aslrc  pour  l'é- 
poque (le  la  première  observation,  ce  qui  fera  connaître  T,  puis, 
avec  T et  D,  on  aura  racilement  A et  H (voir  n"  35). 

II.  — Détermination  du  temps  ou  de  la  latitude  a l'aide  d'une 

SEULE  OBSERVATION  DE  HAUTEUR. 


106.  Dèleriniii'itio»  du  temps  par  l'observation  de  la  hauteur 
d’une  l'toile.  — L'observation  de  la  h.iuteur  d’une  étoile  connue, 
en  un  lieu  dont  la  latitude  est  connue,  donne  immédiatement  l'angle 
horaire  au  moyen  de  l'équation 

sin  A — sinssinil 
cos/  = — i - • 

COSif  COSiJ 

Le  procédé  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  numéro  pré- 
cédent peut  encore  être  employé  pour  rendre  cette  équation  cal- 
culable par  logarithmes',  en  introduisant  les  distances  zénithales 
au  lieu  des  hauteurs,  et  posant 


on  obtiendra 


2 S — 2 — 1“  y -4-  tl , 


(Al 


sin  (S  — 7)  sin(S  -r-  ^) 
cosS  cos  (S  — 2)  ’ 


comme  cette  éipiation  ne  détermine  pas  le  signe  de  /,  il  faut  fa- 
voir  de  quel  côté  du  méridien  l’observation  a etc  faite  et  prendie 
/ positif  ou  négatif,  suivant  qu'elle  a eu  lieu  h l'ouest  ou  à l’est. 

Si  a est  l’ascension  droite  de  l'astre  observé,  le  temps  sidéral  8 
de  l 'observation  est  toujours  égal  ô / -4-  x;  dans  le  cas  où  l'on  a 
observé  le  Soleil,  l'angle  horaire  calcule  rcprés(  nie  le  temps  so- 
laire vrai. 


Exemple.. 
à Abiiiidsch 
Soleil, 


— Le  2g  oiTobrc  1822,  le  D'  Westphal  a observé, 
, en  ^.gypte,  pour  hauteur  du  bord  inférieur  du 

A = 33  "42'  18", 


au  moment  où  le  chronomètre  marquait  ^o**  i6'"2o'.  Quel  était  le 
temps  rot  respondant?  On  doit  d'abord  corriger  cette  hauteur  de 
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la  réfraction  et  <le  la  parallaxe;  mais,  puisque  les  instruments 
météorologiques  n'nnt  pas  été  observés,  on  ne  peut  se  servir  que 
de  la  réfraction  moyenne,  dont  la  valeur,  donnée  par  les  Tables, 
est  i'26",4.  On  la  retranchera  de  la  hauteur  observée,  on  y 
ajoutera  la  parallaxe  de  haiileur  fi",Q  et  le  demMiiamèire  du 
Soleil  i6'8',  7,  et  on  aura,  pour  la  hauteur  réduite  du  cenlre  de 
cet  astre, 

A = 33"57'7",9. 

La  latitude  d’Abutidsch  est  27"5'o",  et  la  déclinaison  du  So- 
leil était  ce  jour-lù 

S=-  i3"38'ii',i; 


le  calcul  est  donc  le  suivant  : 


S = -4-  34"44'5o",5 
S — 5 = -i-4^-*3.  I ,6 
S — y r= 7.39.50,5 
S — : = — 21.18.  I ,6 


séc  s 


sin  (S  — J). . . 
sin  (S  — y)  • • • 
séc  (S  — ï).  . . 


0 , ü85  3o<>9 
1 .8736752 

1 , 1 9.5  o385 

0,0307293 


>.'147439 

'angl> 1,5573719 

)t  — — i9"5o' 37",98, 

/ = — 39.4 1 . i5  ,96, 
e = — 2''38-"45*,o6. 


Le  temps  solaire  vrai  à l'instant  de  l'observation  était  donc 
égal  à 21 1*  21  i4',9,  et,  puisejue  l’équation  du  temps  était 

— i6“*8‘,7,  on  avait  pour  le  temps  moyen  ai''5“6‘,2.  Le  chro- 
nomètre retardait  donc  de  48'”4*>‘>®  **  temps  moyen;  en 

d'autres  termes,  il  fallait,  pour  avoir  le  temps  moyen,  ajouter 
+ 48‘"48‘.  * ü l’heure  qu’il  marquait. 

Rmarque  I.  — La  déclinaison  du  Soleil  et  l’équation  du  temps 
varient  à chaque  instant;  il  faudrait  donc,  en  toute  rigueur,  con- 
naître déjà  le  temps  pour  |M>uvoir  employer  dans  le  calcul  de  I 
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la  déclinaison  et  l’cfnialion  du  temps  (|iii  correspondent  réelle- 
ment A l'instant  de  l’observation;  mais,  dans  la  pratique,  on  pren- 
dra d’abord  une  valeur  approcbee  de  la  déclinaison  du  Soleil, 
qui  pennetira  une  détermination  approchée  du  temps;  à l’aide 
des  Éphémérides  et  par  interpolation,  on  obtiendra  une  nouvelle 
valeur  de  la  déclinaison  plus  approchée  que  la  première,  avec  la- 
quelle on  recommencera  le  calcul. 

Bemabque  II.  — Le  nombre  qu’il  faut  .ijouter  à l’heure  donnée 
par.la  pendule  è un  instant,  pour  obtenir  l’heure  exacte  au  même 
instant,  s’appelle  Vctat  de  la  pendule.  L’état  est  positif  ou  négatil, 
suivant  que  la  pendule  est  en  retard  ou  en  avance  sur  le  temps 
exact.  Si  la  pendule  était  parfaitement  réglée,  l’état  serait  le 
même  à deux  époques  différentes  t et  f-(-  0 : en  d'autres  termes, 
l’heure  ilonnée  par  la  pendule  au  temps  r+  0,  augmentée  de  l'état 
au  temps  /,  serait  égale  à l’heure  exacte.  Mais,  pour  avoir  cette 
dernière,  il  faut  en  général  à l’heure  corrigée  comme  nous  venons 
de  le  dire,  ajouter  encore  un  nouveau  nombre  qui  représente  la 
quantité  dont  la  pendule  a marché  par  rapport  au  temps  exact,  et 
qu’on  appelle  la  marche  de  la  pendule.  Elle  est  égale  à la  différence 
des  états . ’i  ces  deux  époq lies,  düTérencequ’il  faut  affecter  du  signe  -(- 
si  la  pendule  retarde,  et  du  signe  — si  elle  avance.  Pendant  un 
court  intervalle  de  temps,  on  jiourra  d’ailleurs  supposer  que  cette 
marche  varie  d’une  manière  uniforme;  ainsi,  si  deux  observa- 
tions sont  ilislantes  de  c>4''  — i,  et  si  Am  est  la  marche  de  la  pen- 
dule pendant  cet  intervalle,  la  marche  en  24''  donnée  par 
l’expression 

24 An  An 

9.4  — c ^ r 

■~i4 

Equations  différentielles  relatives  au  problème  précédent.  — En 
différentiant  l'équation  primitive 

sin/j  = sinysin^  -f-  cosç  eos5  cosc, 
on  obtient,  comme  on  l’a  vu  au  n°  36, 

dh  = — cos  Kdq  — cos  S sin  p dt. 
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tll  = 


puisque 


^ — ■-  dh  — — il  O , 

coSfSiiiA  cosytangA 

coiS  sin/^  = cnsysiuA. 


Les  cueriicicnls  de  <t/i  e(  de  r/y  seront  d'autant  plus  petits  que  la 
valeur  de  A se  rapprochera  davantage  de  dtqo".  Dans  ce  cas  li- 
mite, la  valeur  de  la  tangente  est  infinie,  et  par  ronséiiuent  une 
erreur  conimise  sur  l.i  latitude  n’a  aucune  influence  sur  la  déter- 
mination du  temps.  De  plus,  sinA  étant  alors  uiasimum,  le  coer- 
licient  de  it/i  est  uiinimuiii,  et,  par  suite,  une  erreur  cumiiiise  stir 
la  hauteur  aura  sur  la  détermination  du  temps  la  plus  petite  in- 
fluence possible.  Ainsi,  pour  déterminer  1e  temps  par  des  obser- 
vations de  hauteurs,  il  sera  toujours  bon  de  les  faire  aussi  prés 
tpte  possible  du  premier  vertical. 

Ptiiscpie  le  coefficient  de  ith  peut  encore  être  e.\pritué  par 

’ *>'•  ''uit  <|i'tt,  pour  déterminer  le  temps  par  des 

observations  de  bauteurs,  on  devra  se  garder  de  prendre  îles 
étoiles  dont  la  déclinaison  soit  grande,  et  qu'il  y aura  tout  avan- 
tage à observer  des  étoiles  équatoriales. 

Calculons  les  vaburs  tiumériques  des  dérivées  dans  l'e-xemple 
précédent;  tout  d'abord  la  formule 


cosiî  sin  t 

• Siti  A =: — 

cos/j 

donne 

A = - 48"  25',  8; 

nous  en  concluons 


dt  — + t ,5ot  3 f//i  -t- o,c)<)()6f/y, 
ou,  en  exprimant  dl  en  secondes  de  temps. 


dl  = -(-O,  looi  dit  -)-  o,ob()(t/y. 


.Ainsi  une  erreur  d’une  seconde  d'arc  cotumise  sur  la  hauteur 
dontie  une  erreur  de  o',  lo  sur  le  tetii|)S;  la  même  erreur  coiiimise 
sur  la  latitude  ne  produit  sur  le  tetiips  (pi'unu  erreur  de  o*,o7. 
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L’éqiialion  difrérenliellc  montre  encore  que  la  ilctcrminaiioii 
(lu  temps  par  l'ubservalion  des  hauteurs  devient  de  plus  en  plus 
incertaine  à mesure  que  cosp  diminue,  c’est-h-dire  à mesure  que 
la  latitude  augmente.  Près  du  pôle,  celle  mclliode  serait  tout  .'l 
fait  inapplicable. 


107.  Mèthoile  lie  calcul  ilniis  le  cas  oit  l'on  T observé  plusieurs 
hauteurs  iVanc  même  rtoHe  (').  — Si  l’on  a observé  successive- 
ment plusieurs  baïUeurs  ou  plusieurs  distances  zénithales,  il  n’est 
pas  nécessaire  de  calculer  l’élat  de  la  pcndidc  pour  chaque  obser- 
vation, ü(  moins  que  l’on  ne  veuille  s’assurer  do  la  concordance 
des  diverses  observations;  mais  on  peut,  pour  obtenir  cet  état, 
employer  la  moyenne  de  toutes  les  distances  zénithales  observées. 
Comme  les  distances  zénithales  ne  croissent  point  proportionnel- 
lement au  temps,  il  faut  à leur  moyenne  arithmétique  appliquer 
une  correction  (comme  on  l’a  fait  au  n"  lOV  pour  les  azimuts', 
afin  d’obtenir  ensuite,  à l’aide  de  celte  distance  zénithale  corri- 
gée, l’angle  horaire  correspoudaut  à la  moyenne  arithméliipie  des 
temps;  ou,  plus  simplement,  appliquer  une  correction  à l’angle 
horaire  calculé  à l’aide  de  la  moyenne  arithmétique  des  distances 
zénithales,  pour  le  faire  correspondre  à la  moyenne  arithméti<pie 
des  temps. 

Soient  v,  v',  x", . . . les  temps  des  n observations,  T leur 
moyenne  arilhmétiijiie,  et  Z la  distance  zénithale  correspondante; 


il7. 

Tt 


I X — T)  -+- 


TU 


•n. 

~Tt 


T'- 


' ilf  ' 


Oit  i (St  r;ini;!c  horaire  correspor.danl  au  temps  T ; nuiime 
. T + r'  - T H-  t"  — T = o , 


(*)  Ceilo  mclboie,  iliic  iSoLD:(ei«,  Jsthibuch  tla  B.’rl  n pour  n »*lô 

•Odvent  ftppliquéu  par  ^ouvrlte  description  t*cotnt'trifius  de  li 

France,  vol.  I,  p.  cl  luiv. 
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on  ol)lien>,  en  ajoutant  le»  équations  précédentes, 


Z 4-  i'  + z"  + ...  _ , ,nZ[r-7Y-lr 

n ’ tlO  n 

I H-  -t-  z"  + . . . il ^ Té  fi  sin’  J-  — T) 
« lit-  n 


En  remplaçant 


<r-7é 


par  l’expression  trouvée  au  n"  53,  on  ob 


tient  enfin 


cos  i cos»  ïasin^^lT — f) 

■ : — ;r— t-  CO»  A COSD = 

sinZ  n 


Avec  cette  moyenne  arithmétique  des  distances  zénithales  cor- 
rigée, on  calculera  l’angle  horaire,  et  par  suite  le  temps  qui, 
comparé  au  temps  T,  donne  l’etat  de  la  pendule.  Si,  au  contraire, 
on  a calculé  l’angle  horaire  avec  la  moyenne  arithmétique  des 
distances  zénithale»  non  corrigée,  on  ajouteia  à l’angle  horaire 
trouvé  la  correction 


lit  cn^3  coia  ïasin'ifr — T) 

^ t-cosAcos/J 5 

ilz  sinZ  II 


valeur  qui,  si  on  l’exprime  en  secondes  de  temps,  et  si  l’on  y 
remplace  ^ par  sa  valeur  (n“53),  deviendra 

cos/>cosA  ï2sin’J(T  — T) 

[al  — J — ^ » 

i5,sin/  « 

A ci  P étant  donnés  par  les  foi  mules 

sin  / , . sin  t 

sinZ  ' sinZ  ^ 

Ces  équations  ne  déterminent  ni  le  signe  decosA,  ni  relui  de 
cosp-,  mais  les  considérations  suivantes  permettent  de  décider  fa- 
cilement quel  est  le  signe  de  la  correction  (a  ). 


Dio' 
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Si  l’on  romple  les  angles  lioraires  non  plus  h la  façon  habi- 
tuelle, mais  de  0°  à 180°  de  chaque  côte  du  méridien,  il  faut 
(oiijoiirs  ajouter  la  correction  à la  valeur  absolue  de  /;  celle  cor- 
rection est  d’ailleurs  de  signe  contraire  à celui  du  produit 
cos  A cnap.  Or  on  a 


cos//  = 


(sin 
I — cos  Z -7— 
sin 


sin  Z cos<î 


cosA  = 


. / sin  d ' 

sin®  cos  Z T — 

' sin^  I 


•os 

— - , 

. . / cosz  sin®  \ 

inÆ  —I  ) 

\ sinJ  / 


. , / sin  ® 
sind  1 - — i — cos 
\sin  0 

sinzcosd 

f cosz  sinç 


sin  Z cosf 


sind 

sinz  eoSf 


par  conséquent,  si  d <»,  cosp  est  toujours  > o,  et  on  a 

. ’ ^ sind 

cosA  ~>  O,  SI  cosz  > — — 1 
siny 

cosA  <:  o,  SI  cosz<;-7 — ; 

S1I19 


si,  au  contraire,  ^ > f,  cosA  est  toujours  < o,  et  on  a 


COSpCTo,  SI  COSZ^-: — 
stna 

--  . 

C0SI?>0,  SI  COS3<"  -— 

sin  0 


Ainsi,  Ton  cherchera  la  valeur  de  la  fraction 


sin  d.  . 

SI  ®'>d,  OU 

sin,  ^ 


sin®  . 
SI 

sind 


et  les  deux  cosinus  auront  le  même  signe,  et  par  suite  la  correc- 
tion (a)  sera  négative,  lors(|ue  cosz  sera  plus  grand  que  celte 
fraction;  ,ils  auront  au  contraire  des  signes  différents,  et  la  cor- 
rection sera  positive,  lorsque  cosz  sera  moindre  que  celte  frac- 
tion. Pour  les  étoiles  de  déclinaison  australe,  cosA  et  cos//  sont 
loujoiii*s  positifs;  la  correction  est  donc  toujours  négative.  (Voir 
H'arnsXorff's  Hülfsta/ein,  j>.  laa.) 
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Exkupi.f.  — 

Le  29  octobre  ( voir 

n“  106),  le 

D'-  Wesiphal  a 

•bst’rvé  non-sculeinent  une  distance 

zénithale  du 

Soleil,  mais  les 

luit  dislaiices  zénithales  suivantes  : 

Vraie  dislanre 

Temps 

zcnlihalü 

Ju  ( hronorrèlre 

du  centre  du  Soleil. 

T— T 

■s  sin’  j(*  ~ 3 ) 

h m s 

0 / _ If 

ro  9 

20 . 1 C . 20 

5G.  2.52,1 

3.3i 

•A4',  5i 

20.17.21 

55.52.5i  ,5 

a.3i 

ta, 43 

20 . 1 8 . 2 I 

55.43<5i ,0 

i.3i 

4,5  a 

20.19.21 

55.32.5o, 5 

o.3i 

o,5a 

20 .20.21 

55.22.5o,o 

o.ag 

0,46 

20.21.23 

55. ta, 3g, 4 

i.’i 

4,5a 

20.22.23 

55.  2. 48, g 

a .3 1 

ta, 43 

20.23.25 

54. 5a. 48, 4 

3.33 

aî-rî 

ao. ig.Si  ,g 

55.a7.5o,a 

in,5a 

L’anylc  horaire  qui  correspond  à la  moyenne  arillimctiqiie  des 
disinnci  s zcnillialcs  55"27'5o",  A et  à la  déclinaison  du  Soliil 

— i .î'’38' i4",  7,  est  égal  à — a'' 35™  1 3%  1 8,  valeur  qu’il  faut 
eorriger.  Or  on  a 

log  sin/r  = t ,83079,  logsin  A — 7,8688t  ; 

et  comme  la  déclinaison  est  ausliale,  la  eoi  reelinn  a pour  valeur 

— 8",  3a  ou  — O',  55. 

Avec  l'angle  horaire  corrigé  — a'' 35'“  ia‘,63,  on  obtient  pour 
valeur  du  temps  moyen  2 i'‘8'"  38%70;  l'état  de  la  pendule  était 
donc  + 48"’4<>'i  8- 

108.  D<  terminntion  de  ta  latitude  à l’aiile  d‘t{ne  seule  obsena- 
tio/i  de  hauteur.  — Une  seule  observation  de  la  liaateiir  d'une 
étoile,  faite  dans  un  lieu  où  le  temps  est  connu,  permet  de  cal- 
culer la  latitude  du  lieu  d'oltservation.  En  effet,  revenons  à l'é- 
quation 

(o)  sin // = siny  sin  i 4- eos y cos 5 cos/, 

et  posons  ’ 

, . I M sin  .N  _ sin  J, 

(A) 

( M cos  N = cüsiî  eos/. 
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rl  pnr  suite 

(B) 


sin/i  = M coi{^  — N ), 


cos  (»  — N)  == 


sin // 

1T 


sin  N 
sin^ 


sin// 


Il  y a ici  nmbigiiïlé , |iiiis(|Mc  f — N n’csl  dctiTniinc  cjuc  |)ar 
son  cosinus;  mais  il  est  loujours  facile  de  lever  In  dimcullé 
par  des  considérations  ^'éomélriques.  En  effet  (^g.  8),  abaissons 


Fij.  8. 

P 


^ / 


du  lieu  S de  réloile  une  perpendiculaire  SQ  sur  le  méridien,  nous 
voyons  aisément  que  N = 90" — l’Q,  qu'ainsi,  N représente  la 
distance  du  point  Q à l'équateur,  d’oi'i  ZQ  = y — N,  et  que,  d’un 
autre  côté,  M est  le  cosinus  de  l'arc  SQ.  Il  faut  donc  prendre  7 — N 
ou  N — tf  pour  valeur  de  l’an;;lc  donné  par  la  fornnde  (Bj,  sui- 
vant que  SQ  rencontre  le  méridien  au  sud  nu  au  nord  du  aénitb, 
e'est-à-dire  suivant  que  l'astre  obsi-rvé  est  au  sud  ou  au  nord  /lu 
premier  vertical. 

Si  l’on  a observé  la  bauteur  méridienne  de  l’étoile,  on  ob- 
ti<  nt  f à l'aide  d.;  l'équation  simple 

if  = 3dzz, 

ofl  l’on  jirend  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inferieur,  suivant 
<pie  l'étoile  passe  au  méridien  au  $u;l  ou  au  nord  du  zénith.  Ponr 
une  culmination  inférieure,  l'équation  deviendrait 

» 180"  — i — I. 
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Exemple.  — Le  19  octobre  iSaa,  à Bénisiief  en  Égypte,  le 
D'' Weslplial  observant  la  hauteur  du  centre  du  Soleil  à aS*"  i™  lo* 
de  temps  moyen,  l’a  trouvée  égale  i 4o°  ' 7^  ® “ cette  époque, 

la  déclinaison  du  Soleil  était  — lO"  13' 16",  i,  et  l’équation  du 
temps  — i5'"o’,oj  l’angle  horaire  du  Soleil  avait  donc  pour  valeur 

33*'iG"io’=  — io"5'j' 3o",o. 


Ou  a donc 

tangj...  ij355?94^'t  sinN i,356io63n 

cosr. ...  t,993oo';8  sinJ i,3483(k)5// 

taiigN..  i,36328G4«  M o,oo7'j368 

IS  = — io"23'23‘',G"  siii/t 1,8^98^88 

cos  (y — N).  1,8719430 

y— N = 39"39'54",5i. 
y = 39.  6. 3o  ,84. 


Équations  diffénntieUes.  — Pour  estimer  rinfluencc  que  peut 
avoir  sur  y une  erreur  comm'se  dans  la  détermination  de  h et  de  /, 
différentions  l’équation  («),  il  viendra,  d'après  le  n"  30, 

rfy  = — K dh  — cos  y tang  A rfr. 

Les  coeflicients  contenus  dans  cette  formule  auront  leur  valeur 
minimum  lorsque  A est  égal  à o"  ou  à 180";  dans  ce  cas,  en 
effet,  sécA  atteint  son  maximum  db  i ; toute  erreur  commise  sur 
la  hauteur  produira  alors  sur  la  latitude  une  erreur  égale  en  valeur 
absolue;  et,  puisque  tangA  est  nulle,  les  erreurs  commises  sur  le 
temps  seront  sans  influence  sur  la  détermination  de  la  latitude. 
Par  conséquent,  les  observations  les  plus  favorables  .à  l’applica- 
tion de  cette  méthode  seront  celles  qui  auront  été  faites  le  plus 
près  [tossible  du  méridien. 

Dans  l'exemple  précédent , A = — t6"4o',  i , on  a donc 
rfy=  — I ,o44  rf/'  + 0,2616  rff, 
ou,  en  exprimant  dt  en  secondes  de  temps, 

rfy  = — I , o4  ( rfA  -é  3 , 924  dt. 
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Si  l'on  a observé  plusieurs  hauteurs,  la  hauteur  correspon- 
dante à la  moyenne  arithmétique  des  temps  est,  comme  nous 
l'avons  vu  au  n"  107,  donnée  par  la  formule 

,,  h + h' h" -k- . . . cm  S casa  ïasin'j(T  — T) 

H = 1 cosA  cosp  — — —î - 

Il  cos  H n 


109.  Dèlcriiiinatinn  de  la  latitude  par  tes  hauteurs  c.ircummê- 
ridiennes.  — Si  l’observation  de  la  hauteur  a été  faite  le  plus  près 
possible  du  méridien,  un  peut  déterminer  la  lathude  en  suivant 
une  marche  plus  commode  que  la  précédente.  Rn  effet,  les  hau- 
teurs des  étoiles  atteignent  leur  maximum  au  méridien,  et  par 
eonséquent,  au  voisinage  de  celui-ci,  elles  varient  très-lentement; 
il  suflira  donc,  pour  déduire  la  hauteur  méridienne  d'une  hau- 
teur observée  prés  du  méridien,  d’ajouter  à celle-ci  une  correc- 
ihm  toujours  petite,  et  dont  le  calcul  par  logarithmes  n’exigera 
(jii’un  petit  nombre  de  décimales.  A l’aide  de  la  hauteur  méri- 
dienne et  de  la  declinais.m  de  l'étoile,  on  trouvera  immédiatement 
la  latitude.  Ce  procédé  de  détermination  de  la  latitude  est  connu 
sous  le  nom  de  Méthude  des  Lautcurs  cirrummêridiennes. 

Furniufe  de  Delambre.  — L’équ.nion 

cos  a = sin  ^ sinj  -f-  cos  y coso  cosr 

peut  s’écrire 

coss  = cos{y  — S]  — cosç  cosiî  siié  jr. 


ou,  d’après  la  formule  ( 19)  du  n”  11, 


, a cos®  cos  lî  . 

: = y — 0 -t-  sin’-/- 

sin  («  — cl , 


2COS-®  cos’ 5 
sin’(®  — S ) 


cot  (y  — d;  sin'  Jr, 


(A)  y = : -t-  5 — b .asin’  J / -t-  é'  cot  (y  — 5)  .a  sin'  Jf, 

. . cosycosô 

en  désignant  par  b la  quantité 

Au  moyen  de  cette  formule,  duc  à Delamhre,  la  réduction  au 
méridien  se  fera  de  la  manière  suivante.  On  calculera  y — ô et  é 
avec  une  valeur  approchée  de  y,  et  l’on  prendra  dans  des  Tables 
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;iv;int  pour  argument  t les  valeurs  «le  asin’ÿt  et  «le  asin'ÿr;  de 
celle  façon,  le  calcid  de  la  Utilmie  sera  irès-simple.  On  innive 
c«'s  Tal)les  dans  le  riTtieil  de  Warnslorff,  où,  pour  pins  de  com- 
niodilé,  nn  a donné  aussi  les  logarillimes  île  ces  grandeurs.  Si  la 
valeur  trouvée  pour  f diffère  beanroup  de  la  valeur  adoptée,  il 
faudra  rrcominencer  le  caleiil  avec  cette  nouvelle  valeur,  et  alors 
il  suffira  presipie  loiijoiirs  de  ealenler  le  premier  terme  de  la 
foi  mnie  précédente. 

Pour  les  étoiles  qui  passent  au  méridien  près  du  zénitli,  eelle 
méthode  ne  peut  être  employée;  car,  en  raison  du  petit  «liviseiir 
<f  — S,  la  quantité  b aeqiiierl  alors  une  très-grande  valeur,  et  par 
conséquent  une  erreur  eomniise  sur  la  valeur  de  t prend  une 
influenee  considéralde. 

Kvkmpi.e.  — Le  D''  Weslphal  a trouvé  au  Caire  le  3 oetohie 
1822,  à o*'2“2*,^,  teiupi  moyen,  pour  dislanee  zéuitli.ile  du 
rentre  du  Soleil, 

34»  .'34",  2. 

l.a  déclinaison  du  Soleil  était 


- 3"48'5i",  2, 

l'équation  du  temps 

— 10'" 


et,  par  ronséqurnl,  l’angle  lioiaire  du  Soleil 

-I-  12"’ 5.*,  3. 

Or  on  trouve  dans  les  Tables  : 


log  2 sin’  J / =r  2,5.  I o5,  log  2 sin'  J r = r ,4oG  o. 

/ 

Prenons  ç = 3o‘  4',  nous  avons  log  b = o,  190  oG,  « l les  deux 
termes  de  la  coi'rection  sont  — 8'  22",  4”  et  ■+-  o",()i. 

Ainsi 


Corrci-liou . . . 
2 + ^ 


? 


= — o»  8’2i",56 
= -(-  3o . 1 2 . 43  , 00 
-f-  3o.  4-21  ,44 
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Une  variation  ile  i'  sur  la  valeur  adoptée  pour  f donne  dans 
ce  cas  une  variation  de  o",  3o  sur  la  latitude  calculée,  de  telle 
sorte  que  la  valeur  vraie  obtenue  en  recomincn^'ant  le  calcul  est 

<p  = 3o°4'2i".  •^4- 


Lu  formule  (A)  convient  nu  cas  où  l'étoile  passe  au  méridien 
au  sud  du  zénith;  mais  si  la  déclinaison  de  l’etoile  est  plus  grande 
que  la  latitude,  c'est-A  dire  si  l’étoile  passe  au  méridien  entre  le 
xénith  et  le  pôle,  il  faudra  remplacer  » — S par  S — f,  et  on 
aura 


. = S- 


rosecosiî 

■ Z + — -i 2 sin’ 

sin  ( 0 — If) 


COS’f  cos’iî 
sin’  — (f) 


col  [3 — f)2  sin'  \ t. 


Enfin  si  l'étoile  est  voisine  de  sa  culmination  inférieure,  on  a, 
en  comptant  t à partir  de  l’instant  de  cette  culmination, 


cos  Z = cos  ( 1 8o“  — — J)  + 2 cos  f cos  J sin’  { f 


et,  par  conséquent, 

f = 1 8o”  — S — Z- 
cos’  y cos’  3 


cos  y cos  3 
sin  (y  -I-  5; 


2 sin’  1 / 


fin’  (f  -t-  J) 


cot(if  -4-  lî)  2 sin*  [t. 


Pour  déterminer  ainsi  la  latitude  d'un  lieu,  il  faudra  dans  la 
pratique  ne  pas  se  contenter  d’observer  une  seule  distance 
zénithale  au  voisinage  du  méridien,  mais  en  observer  successive- 
ment un  grand  nombre,  afin  d'obtenir  par  leur  moyenne  un 
résultat  plus  exact.  On  rherebera  pour  chaque  valeur  de  t les 
valeurs  de  2sin’~r  et  du  2sin'  |r;  on  multipliera  leur  moyenne 
par  les  facteurs  constants,  on  ajohtera  ensuite  la  correction  ainsi 
trouvée  à la  moyenne  aritbméiique  des  distances  observées  ( *). 

Méthode  des  npproiimations  successives.  — La  réduction  au  mé- 
ridien peut  encore  étreeflectiiée  d’une  autre  manière.  De  l'équation 

cos  Z — cos  (y  — 3)  — — 2 cos  y cos  3 sin’  | /, 


(*)  Dnns  le  cai  nù  l'on  a observé  le  Soleil,  on  doit  tenir  ci  mpte  de  le 
variation  de  la  décllnaiiun.  (Voir  le  n*  110.) 


I. 


23 


_ -Z 
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sin  }■  (ip  — J + z)  sin  J (y  — (î  — :)  = — cns  f cos  S sin’j  f. 


Posons 


f — 3 — Z — — J-; 


— X sera  la  réduction  au  méridien,  et  nous  aurons 
J (ç  — — 5 X , 

par  conséquent 

. , cos»  cos  d ... 

sin  -J  X = . , , , — sin>  i t, 

’ sin(^>  — * 

équation  qu'on  peut  écrire 

sinjx  cosscosd  . sin  — d) 

X - ; *•  - = 1 sin>  i t — — - • 

{ X sin  (y  — d)  — d -4-  J x) 


Or  (n“  10),  ““  = ^cosrt,  au*  termes  du  quatrième  ordre 

, , , sin"  J 

près;  remplaçons  donc - par  y'cosr/  et  prenons  pour  pre- 
mière s'aleur  approchée  de  .r,  la  valeur  Ç tirée  dé  l'équation 


(B) 

il  viendra 


1 = 


COif  cos  3 
sin  — d) 


1 sin’i  r. 


■ y cos  ; 


^ sin  (y  — dl 
’ 8in(»-  d +^;xj’ 


nous  résoudrons  cette  équation  par  rapport  à x en  remplaçant 
)>artout  dans  le  second  membre  x par  nous  obtiendrons  ainsi 
une  nouvelle  valeur  approchée  Ç',  donnée  |>ar  l’équation 


, sinf?  — d)  J 

^ ^ • / • I « t\ 

sin  (ip  — O + ï Ç) 


;s- 


Dans  la  plupart  des  cas,  la  seconde  approximation  fournira 
une  solution  siiflisamment  exacte.  Mais,  s'il  n’en  est  pas  ainsi, 
on  calculera  une  nouvelle  valeur  de  f è l’aide  de  puis  on 
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déduira  deréqualion  (B)  une  nouvelle  valeur  Ç,,  et  on  .aura  pour 
valeur  corrigée 


l"-- 


sin  (9  - 


. - J -H  i Ç.) 


sec  jÇ,. 


Kxempi.e.  — Pour  les  données  de  l’exemple  précédent, 


d'où 

logÇ A, 701  II 

logsin(f — d) I 

logcoséc((|)  — iî  + 45) 0,253.93 

logÇ' 2,7003.4 

d’où 


ï’  = 8’3.i",47,  t = .3o->4'2i",53. 


110.  Même,  problème  en  supposant  variable  la  dccUnaison  de 
l astre  observé,  — Solution  de  Gauss.  — ■ Quand  on  s’est  servi  du 
Soleil  pour  opérer  celte  détermination,  il  faut  encore  tenir 
compte  de  la  variation  de  sa  déclinaison,  et,  dans  le  calcul,  em- 
• ployer  avec  chaque  angle  horaire  une  déclinaison  différente.  11 
conviendra  alors  d’effectuer  la  réduction  comme  il  suit. 

Soit  D la  déclinaison  du  Soleil  a rnidij  on  peut  toujours  repré- 
senter la  déclinaison  correspondante  à un  angle  horaire  7 par 
l’expression  D -I-  p /,  dans  laquelle  p est  le  mouvement  horaire 
en  déclinaison,  t étant  exprimé  en  fractions  d'heure  ; et  comme, 
en  général,  on  a 


cos  y cos  0 
Sin(y  — <îj' 


il  viendra 


I» 


: -t-  D -J—  pr  — -- 


cos  y COSd 


- 3 sin'  j t ; 


posons 


sin  — S] 

fL\  O . cos  y cos  J . , , . COS  V cos  J 

[b)  pr T-- r-2sin’lf= 1 

sin(y  — J)  • sin(7  — J) 


2 sin'ift  -t-y  ), 
u3. 
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1.1  valoiii’  do  f s’i'crira  f *) 

l os»  ros  S 


lA) 


D- 


sin  -tf  — ti) 


isiii’jCf  -4- r), 


et  eliaqiic  observation  du  .Soleil  rlonneia  une  éqiMlion  .inalogne; 
la  Valeur  de  y étant  eonniie,  il  scr.i  (aeile  d'obtenir  la  latitude. 
La  <|iianlilo  ,v  est  donnée  par  l'equation 

eos  » eos  U , 

• sm“(  , - 1 


sin  - ; P 


sin  l'y  — d)  l 
cosycosd  sin(r-4-J)j' 


piiistpie 


sin'o  — sin’ 6 sin  («  -4-  i)  sin  {n  — b'j. 


En  rcmplaeant  sin(r-i-  ÿ parr,  et  reinari|uanl  que  l’heure 
est  l’unité  avec  lacpielle  on  mesure  i,  tandis  <j'!c  sint  était  an 
contraire  rapporté  au  rayon,  on  en  de<lnira 


sinly  — dl  ?.o6ïG5 


eos»  eosd  i5  X 36oo 


Soit  U la  variation  de  la  déclinaison  du  .Soleil  en  qiiarante-bnil 
heures,  exprimée  en  seeondes  d’are,  on  aura 

a-ü, 

et,  si  l'on  veut  avoir  i en  secondes  de  temps. 


‘ 'J'ÎO 


e\  )>nr  stiitc , 

(B) 


(*)  Il  faudrait  ajouter  encore  le  tonne  dépendant  de  'j  ftin*  \ ^ 
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La  (jiiantilc.t  n’est  d’ailleurs  que  l'angle  lioraire  de  plus  grande 
liauleur  pris  négalivenient.  Kn  effet,  au  n“52  nous  as'ons  immê, 
pour  cet  angle  horaire,  l’expression 

lis  , 

— (tangŸ  — tango) — j-;.--, 


où  t est  exprimé  en  sceonJes  de  temps,  et  — représente  la  varia- 
tion de  la  déelinaiscn  en  une  sceondc  de  temps.  Mais  eomme  la 
variation  de  la  déelinaison  en  une  seconde  de  temps  est  égale  à 

~ — , l’expression  en  secondes  de  temps  de  l’angle  horaire 
qo  3f)oo 

de  plus  grande  hanlciir  devient 


U ,,  2067.fi'> 


i««,5 


(tangy  — tongo'), 


valeur  égale  à_r  et  de  signe  contraire.  Il  en  résulte  que  t +/  est 
l’angle  horaire  de  l’astre,  compté,  non  plus  à partir  de  la  culmi- 
nation, mais  à partir  de  l’instant  de  la  plus  grande  hauteur. 

Cette  interprétation  dej' donne  lieu  à une  conséquence  impor- 
tante. Quand  on  aura  fait,  près  du  méridien,  plusieurs  observa- 
tions d'un  astre  dont  la  déclinaison  est  variable,  il  ne  sera  pas 
nécessaire  «l’employer,  pour  la  réduction  au  méridien,  la  décli- 
naison correspondante  à chatpie  angle  horaire;  mais  on  pourra 
supposer  qu’à  chacun  d'eux  corres|>ond  la  déclinaison  de  l’instant 
de  la  culmination,  à la  condition  de  compter  alors  les  angles  ho- 
raires non  plus  du  passage  au  méridien,  mais  à partir  du  moment 
de  la  plus  grande  hauteur.  On  aura  ainsi  ramené  le  calcul  à avoir 
la  même  simplicité  que  dans  le  cas  où  la  déclinaison  de  l'astre 
observé  est  considérée  comme  invariable. 


Exemple.  — Pour  l'observation  faite  au  Caire  (n"  109),  on  a 
iogp  = 3,4458/j,  0=  — 3'’48'38",57, 
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- 4- y’, 6 CI  r 4- iS^o',!); 
le  jircmier  Icrnic  de  la  réducüoh  an  méridien  est  donc 
' — 8'  35",  oo . 

A cause  du  second  terme  dépendant  de  sin'-jt)  il  faut  encoie 
ajouter  à la  correriion  4-  o*,yi , de  telle  sorte  (juc  l’on  a pour  e.  la 
valeur 

?=  3o"4'at',54. 

Dans  le  cas  où  l’on  n’a  observé  qu’une  seule  hauteur,  il  est 
évidemment  plus  eommüde  d’interpoler  la  dérlinaison  du  Soleil 
pour  l’époque  de  l’observation;  si,  au  contraire,  on  a fait  plu- 
sieurs observations  de  hauteurs,  la  méthode  de  réduction  qui  pré- 
cède est  inliniment  plus  simple. 

111.  Détermination  de  la  latitude  par  des  observations  extra- 
méridiennes  de  la  Polaire.  — L’étoile  polaire,  à cause  de  sa  proxi- 
mité du  pôle,  ne  s’écarte  jamais  beaucoup  du  méridien,  aussi 
peut-elle,  à un  instant  quelconque,  être  employée  avec  grand 
avantage  ]>our  la  détermination  de  la  latitude.  Mais  les  séries 
données  au  n"  109  n'étant  convergentes  que  pour  de  petites  va- 
leui'S  de  l’angle  horaire,  la  méthode  de  caletil  que  nous  avons 
alors  employée  n’est  plus  applicable  ici.  Il  faut  dans  le  cas  actuel 
suivre  une  autre  voie,  et,  coniinc  la  distance  polaire  est  toujours 
très- faible,  il  sera  évidemment  commode  de  développer  suivant 
les  puissances  de  cette  quantité  l’expression  de  la  correction  qu’il 
faut  apporter  à la  hauteur  observée. 

Imaginons  que,  par  le  lieu  S <()  de  l’étoile,  on  mène  un 

, ■ »■■■(!•  9- 

M 

s 

grand  cercle  SM  perpendiculaire  au  méridien;  rlésignutis  par  x 
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l’arc  PM  <1(1  méridien  compris  entre  le  pôle  et  le  pied  M de  <% 
grand  cercle  ; de  plus/  étant  une  petite  quantité,  représentons  par 
Z — / l’arc  ZM  du  méridien  compris  entre  le  zénith  et  le  point 
M ; nous  aurons 

7 = 90»  — Z 

Les  triangles  rectangles  PSM,  ZSM  donneront  ' 


(« 


tangx 

• / 

cos(z— /)  = 


tang/7  cosr, 
■( 

rosz 


cosu 


En  négligeant  les  (dnqnièmes  puissances  de  tang/>,  nous  tirons 
immédiatement  de  la  première  des  équations  (a) 


X = tang/(  cos/  — ^ tang'^)  <»s’/. 


d’où,  avec  la  même  approximation, 

(i)  X =/>co5/ -+- ■j/'’cos/sin’f. 


Développons  la  seconde  des  équations  (a},  nous  trouvons 


. I — cos  U , 

sinr  =— — cotz  + asjn’i  rcotz, 

■'  cosu 


ou,  en  négligeant  les  cinquièmes  puissances  de  n, 

sin/  = ( J-  u’  + -n  CO**  "t"  2sin’  coti. 


Mais  l’équation 
donne 


sinu  = sinp  sin/. 


. u=psinl — ’ yj’sin/ cos’/. 

En  substituant  celte  valeur  dans  l’équation  précédente,  et  négli- 
geant encore  les  termes  du  cinquième  ordre,  nous  obtenons 

(c)  / = -j sin’ /cotz  — ^/)‘sin’/^4  cos’/ — 5 sin’/)  cotz-+-  -J/’ cotz. 

Cette  formule,  il  est  vrai,  renferme  encore  / dans  le  second 
membre,  mais  le  terme  /’ cotz  étant  petit,  il  suffira  d’y  rem- 
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placer  y par  sa  valeur  calculée  à l’aide  du  premier  lerme  seul  ; 
on  a ainsi 

( <f  = CfO"  — ï — pcoit  ji'  sinVrolz  — j/j’  cos/  sin’/ 

( + J, /y‘ sin’/ (5sin’/  — J //' sin*/ cot’î- 

Il  serait  excessivement  incommode  d’avoir  à calculer  cette  for- 
mule pour  chaque  observation,  aussi  a-t-on  construit  des  Tables 
qui  en  facilitent  singulièrement  l’emploi.  Elles  sont  de  deux  es- 
pèces. 

Dans  le  Jahrbuch  de  Berlin  et  le  Nantirai  Atmanac,  on  trouve 
desT<4>lcs  annuelles  qui  donnent  seulenieut  les  premiers  termes 
de  l’expression  précédente,  termes  qui  suffisent  toujours  à moins 
que  l’on  ne  veuille  une  extrême  exactitude.  En  négligeant  la 
troisième  et  la  quatrième  puissance  de j>,  cette  expiession  se  ré- 
duit Il  (*) 

f = yo”  — : — pcost  -+■  -J  y^’sio’/  coti. 

Désignons  maintenant  par  o,  et  p,  des  valeurs  déterminées  de 
l’ascension  droite  et  de  la  distance  polaire,  de  telle  sorte  tpic  les 
valeurs  ap|>arentc$  a et  p,  au  moment  de  l’observation,  soient 

a = a, -t-Aa,  p=zp,+  \p-, 

de  plus,  6 étant  le  temps  sidéral  de  l’observation,  posons 

/,  = e — a,, 

/,  pourra  être  regardé  comme  l’angle  horaire  de  l’étoile  au  même 
instant,  et  l’on  aura 

*'  J 

f = 90"  — r — /»,  cos  /,  -t-  ÿ p,  caat,  cota  sin'jl, 

— Ay»  cos/,  — Ax/7, sin/,. 

Dans  les  recueils  que  nous  avons  cités,  on  trouve  trois  Tables 


( ’ ) Le  terme  qui  contient  />'  atteint  ton  maximum  pour  I = 54°4i'>  et  >a 
valeur,  en  aiippoaaiit  ^ = 1^40’,  est  aeulement  o‘’,G5.  Les  termes  qui  con- 
tiennent p*  ont  encore  des  «aleurs  moindres,  S moins  que  a ne  soit  très- 
petit,  Cea  termes  pourraient  aussi  d’ailleurs  Atie  faeiloment  introduits  dans 
les  Tables,  en  réunissant  le  premier  à p eos  >,  et  l'autre  t f p*  sin*  t cot  s. 
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diflcrentes.  La  première  conlient  le»  valeurs  du  terme  — /j,  cost, 
avec  l’argument  6 f]iii  est  ici  la  seule  variable;  la  seconde  donne 
les  valeurs  du  lerme  — \ p\  cota  sinV,  avec  les  arguments  z et  e, 
dont  il  dépend;  la  dernière  fournit  les  valeurs  du  troisième  terme 
dépendant  de  B,  et  A/>,  les  arguments  sont  le  temps  sidéral  et 
le  jour  de  l'année. 

lies  Tabli^s  de  la  seconde  cs|>èce  contiennent  tous  les  termes; 
elles  ont  été  publiées  par  Petersen  dans  les  tf'armlorJJ's  Hùljs- 
tafeln,  p.  -3  et  suiv.;  elles  sont  construites  de  façon  à pou- 
voir servir  pendant  tout  le  temps  <|ue  la  distance  polaire  de 
l’étoile  restera  comprise  entre  les  limites  i®  ao'  et  Petersen 

part  d’une  valeur  déterminée  de  p 

J i"3o'; 

la  formule  (A)  peut  alors  s'écrire 


<f  = po"  — Z — — {p,coit  -(-  I /ij  cost  sirè/1 

-h  ^ COU  [y/>J  sinV  -+-  ixpl  (5sinV — 4 cos*/)] 

H* 

sin'f  cot’ï, 

P*  i 

et,  en  posant 


K=t, 

/'• 

a = />,  cosf -f- -J /jJ  cosr  sin’r, 

7 = -J  A (A’  — i)/<J  cosr  sin’r, 

\p\  sin'r  i~,p\  sin’t  (5sin’r  — 

(i  = -J  A'/>J  sin*/cot*i  = J-  A*  p’col'ï, 

cette  formule  devient 

Ÿ = 90" — Z — A*  — 7 -H  A’  ^cotz  -t-  (*. 
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U'après  cela  on  oon.struit  quatre  Tal>)es;  les  deux  premières 
donnent  a et  ^ avec  l'argument  t;  la  troisième  donne  la  petite 
quantité  7 avec  les  deux  arguments  et  /;  la  quatrième  enfin 
donne  avec  les  arguments  ^ = A’ pcotz  et  go“  — z,  la  quantité  p 
qui  est  aussi  très-petite.  Ces  Tables  ne  sont  calculées  que  de 
t T=o^  à t — 6'’.  Par  conséquent,  si  f > G"*,  l'angle  horaire  doit 
être  compté  à partir  de  la  culmination  inférieure,  et  alors  on  em- 
ploie la  formule 

Ÿ — go”  — i-t-Aï-t-y  -H  A’ P cotz  -t-  p. 


Exemple.  — Le  12  octobre  1847,  à l'Observatoire  de  feu  le 
docteur  Hülsmann  à Düsseldorf,  on  a observé  la  Polaire  avec  un 
petit  altazimut.  A i8'’22'"48',  8 de  temps  sidéral,  on  a trouvé 
pour  sa  hauteur  corrigée  de  la  réfraction 

è 5o”55'3o",8.  ^ 

D'après  le  Jahrhuch  de  Berlin  la  position  de  la  Polaire  était  ce 
jour-là 

a=  t*'5"‘3i‘,7,  J = 88"  29' 52", 4, 

par  suite 

p=  i“3o'  7*, 6,  / = 1 7*'  1 7'“  1 7*,  I = aSg^’ig'  i6",5, 

et 

log  A = o,ooo6io8; 

au  moyen  des  Tables  ou  des  formules  précédentes,  on  obtient 


a = 1000", 85, 


P = 68", 28,  7 = o",oo,  P = o",o2. 


d’où 


ainsi 


Aa  = t6'42'',26 

A’peotï  = -t-  1.24,33 
P = .;}-  O.  O ,02 
Sommc=-+-  i8'  6", 61 

7 = 5i“i3'37",4i. 
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112.  Méthode  de  Gauss.  — Quand  on  connaît  dcj.^  une  valeur 
approchée  (f,  de  la  latitude  f,  et  qu’on  veut,  avec  la  moyenne 
aritlimétiqiic  d’un  grand  nnnd>re  de  distances  zénithales  d’une 
étoile,  prises  longtemps  avant  et  après  la  culmination,  en  obtenir 
la  valeur  exacte,  on  emploie  avec  avantage  la  méthode  suivante, 
due  à Gauss,  et  qui,  surtout  dans  le  cas  de  la  Polaire,  est' d'une 
simplicité  remarquable.  . 

Au  temps  sidéral  e,  on  a observé  la  distance  zénithale  z,  (z,  est 
la  valeur  corrigée  de  la  réfraction);  d’autre  part,  les  valeurs  0 
et  y,  permettent  d^olitenir  une  valeur  approchée  ( de  la  distance 
zénithale,  soit  avec  la  formule 

cosi;  = siny,  cosd  + cosy,  coiS  cosf, 
soit  avec  le  système  équivalent 

tang.r  = cosreot^, 

•• 

V sino  . 

cosî;= sin  (y, -h  x), 

cosx 


où  X est  encore  l’arc  du  méridien  compris  entre  le  pôle  et  le  pied 
de  l’arc  de  grand  cercle  abaissé  de  l'étoile  sur  le  méridien. 

Or  on  a 


d’où 


rfy  = 


? S -J,  _ 

rfÇ  sin  J cos(y, + x) 

rfy  cosx  sini; 


Avec  une  deuxième  observation  de  distance  zénithale  z' , faite  au 
temps  0',  on  aurait  de  même 

tang^s^  cos/' coté, 

sinJ  . , ,, 

cosÇ  = ; sin(y,  + x'i, 

cosx  ^ 

dm  = i! ? z= - 

’ rfÇ'  sinê  cos(y,-t-x') 

dif  cosx'  sini;' 


/ 
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Chaclinn  des  distances  observées  donnerait  les  mêmes  équa- 
tions, et,  en  calculant  séparément  pour  eliacnne  d'elles  la  quan- 
tité la  correction  df  de  la  latitude  déduite  de  leur  ensemble 
serait 

Z — — (?-!-?’-+-?”■+-•••+  Ç«— I ) 

« \«^  a Y 

où  Z désigne  la  moyenne  arithmétique  des  distances  r.énitliales 

z„  z',,... 

Mais  Gauss  procède  différemment  ; il  transforme  cette  équa- 
tion de  manière  à n’avoir  à effectuer  que  deux  fois  le  calcul  re- 
latif à Ç;  en  d’autres  termes,  il  ramène  le  problème  à ce  qu’il 
serait  si  l’on  n’avait  observé  que  deux  distances* zénithales,  cas 
que  nous  considérerons  d'abord. 

Dans  ce  cas,  représentons  encore  par  Z la  moyenne  arithmé- 
tique des  distances  zénithales  observées 


(“) 


nous  aurons 

^ Z-wç  + ç') 

^ w/  f/y  / ‘ ' 

ou 

H 

; lï + c')  - 

^ i(A-^B)  ’ 

si  l’on  pose 

(M 

1 sin  d cosf(f„  -4-  r) 

\ cosx  sin  Ç 

< 

1 g _ cos(ÿ, 

\ cos.r'  sin  Ç' 

A et  B peuvent 

encore  se  calcul  à l’aide  des  formules 

A = coti;  cot  (y,  -t-  a;) , 
B = cotÇ'cot(y,  -l-.e'); 
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si  l’on  (li'diiit  i,i  valeur  de  — ^ de  réinialion  iiriinilive 

« f 

rosi;  = sin  y,  siii  d -+-  coso,  cosâ  cose, 
on  obtiendra  facilemenl  une  Iroisième  expression 


{'/) 


costpjsinJ  sins.rosô 
B = — L— iî-^cos  1'  + /). 

siiiZ  ^ 


sinZ 


Ceci  posé,  représentons  par  0,  la  moyenne  arithmétique  de  tou» 
les  temps  sidéraux,  part;,  la  distance  zénithale  calculée  correspon- 
dante; soit  en  outre 

0 — 0,  — T , 0’  — 0,  = T , . . . , 


nous  aurons,  en  suivant  la  même  marche  qu’au  n”  107, 

Ç + î' ■.  r/»?,  Ï3sin4(0  — 0.\ 

— Çft  -f- 


soit  encore  un  temps  T déterminé  par  l’équation 

ï2sin>i(0-0,) 
2 sm*  , T = î 


les  distances  zénithales  z et  z',  correspondantes  aux  époques 
0,  — T et  0,  -H  T,  auront  pour  expressions 


d'où 


“ ^ r/t  ’ t/f  * ’ 

z'—  1:  + — T 4-  ' T- 


2 at* 

= ï. -I- 

Ç -4-  5'  4-  «"  -4- . . . 


>( 
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et,  pour  calculer  on  a simplement 


d ^ 


A'  et  B'  étant  les  valeurs  de  A et  B correspondantes  à r et  à z'. 

F.n  résumé,  si  l'on  a observé  plusieurs  distances  zénithales,  on 
prend  la  moyenne  des  temps  observés  que  l’on  retranche  de  cha- 
cun d’eux  sans  prendre  garde  au  signe.  Ces  différences,  conver- 
ties en  temps  sidéral,  donnent  les  quantités  t pour  lesquelles  on 
trouve  dans  les  Tables  les  quantités  asin^ÿr.  Dans  les  mêmes 
Tables  on  trouve  l’argument  T correspondant  à la  moyenne  arith- 
métique de  ces  quantités,  et  on  calcule  les  angles  horaires 

e.  — (a-+-T>=f, 

. 0.  — ( » — T ) = t'  : ' 

puis  Z et  z'  au  moyen  des  formules 


tanga:  = cost  coté , 
, tangx'— cost' cota, 


sina  . , 

cosz  = — — sin  I »,  -1-  .r ) , 
cos.r  ' ' 

' 

cosz  =r -sin  (»,-(-  X ). 

cos.e 


et  Z étant  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  distances  zéni- 
thales observées,  on  calculera  d<f  par  la  relation 


df 


l(3+z')-Z 
i(A-+-B)  ’ 


où  A et  B se  déduisent  des  formules  [b),  [c]  ou  {tt),  dans  les- 
quelles on  a remplacé  d'abord  !;  et  X!  par  z et  z'. 

Dans  le  cas  de  l’étoile  polaire,  ces  formules  se  simplifient  beau- 
coup. En  effet,  l’arc  x étant  toujours  compris  entre  -t-  (yo“ — J) 
et  — (90“ — 3),  on  peut,  dès  que  la  latitude  est  connue  à quelques 
secondes,  c’est-à-dire  dès  que  d<f  est  une  petite  quantité,  supposer, 

. . , , ^ cosfo, -t-x)  , 

dans  le  cas  de  la  Polaire, et -7 tous  deux  égaux  a 

\ cosx  sini; 

l’unité.  Les  quantités  À et  B sont  donc  aussi  égales  à l’unité,  et 
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,/,=  1(î;+ç')-Z, 

d’où 

rfy  = i(*  + z')  -Z  (•). 

Exemple.  — Le  12  octobre  1847.  on  a irouvc,  à l’Observatoire 
(lu  D'  Hiilsmann,  les  dix  distances  zénithales  de  la  Polaire  : 


Temps  sidéral. 

Distance  zénithale. 

T 

a sin’yT. 

h D t 

• » 

tn  t 

17. 56. XI  ,4 

39.13.42,1 

13.19,75 

348,75 

17,59.54,5 

39. 12. 17,6 

9.46,65 

187,69 

18.  3.29,7 

39. II.  6,8 

6. 1 1 ,45 

75,24 

18.  6.  2,9 

39,10.  3,6 

3.38,25 

25,98 

18.  8.35,0 

39.  9.  0,6 

I . 6. i5 

2,39 

18.11.  5,1 

39.  8.  2,8 

1.23,95 

3,85 

1 8 . 1 3 . 3a , 0 

39.  7.  7,6 

3.5o,85 

29,06 

18.16.34,0 

39.  6.  4,8 

6.52,85 

91,95 

18. 18.28,1 

39 . 5 . 1 5 , 3 

8.46,95 

i5i  ,43 

18.22.48,8 

3g.  3.42,7 

i3.  7,65 

338,28 

II 

00  1 
0 

3g.  8.38,3g 

12.5,56 

Réfr.  46  s 5o 

T = 

7'"  5g’,  83 

Z = 3g.  9.24,89 

«, — (a-(-T)  = i6'’5fi"’9*,G2  0, — (a  — T)  = 17''  ia"’y*,28 
= 254“  2'  24",  3 , = 258“2'  19",  2 . 

Prenons  maintenant 

. •y,=:  5i“i3'3o'',o, 

nous  obtenons 

2=39"  12' 37", 56,  a'  = 39”6'34',54, 

ÿ (2'  + l)  = 39.  9.  36  i05,  i (l'  -4-1)  — Z 0.0.  I I ,16, 

et  par  conséquent 

f = 5i"t3'4i'',  16. 


(*  WarnstorJJ^'s  Bül/tlafeln,  p.  127  et  iuir. 
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III.  — détermination  du  temps  et  de  IA  I.ATITUDE  PAR  LA 
COMBINAISON  DE  PLUSIEURS  HAUTEURS. 

113.  Détermination  de  la  Inlitiide  par  l'olisenntion  des  rteux 
culminations  d'une  ritcompolnire , ou  par  Vobscrvalion  de  deux 
étoiles  situées  de  part  et  d’autre  du  zénith.  — Siililirisons  iju’en 
un  lieu  dont  la  lalitiide  est  im-onniic,  on  ail  observé  les  haiileiirs 
de  deux  éloiles  dont  les  positions  sont  rnnnues.  Dans  les  deux 
O(|uations 

sui/i  =sin^siniî  -t-cos^cosJ  cost, 
sin/i' = sin  y sino' 4- cos^  coso' cosi' , 

qui  lient  les  résiillals  de  l’observation  aux  coordonnées  de  l’étoile, 
il  n’y  a en  réalité  que  deux  inconnues;  en  en'et, 

/'  = r 4-  (r'  - /)  = t 4-  (e'  - 0)  - - a), 

et  la  position  de  l'étoile  étant  connue,  ainsi  que  l’intervalle  de 
temps  0'  — 0 qui  sépare  les  deux  observations,  les  équations  pri- 
mitives ne  contiennent  d’autres  inconnues  que  0 et  y.  Ainsi,  par 
l’observation  de  deux  hauteurs  on  pourra  toujours  déterminer  à 
la  fois  le  temps  et  la  latitude;  mais,  dans  certains  cas  particuliers, 
la  combinaison  de  deux  observations  de  hauteurs  donne  des  mé- 
tho<les  d’une  grande  commodité  pour  détertnincr  séparément  ou 
I la  latitude  ou  le  temps. 

iVous  avons  déjà  montré  ipie  la  moyenne  arithméliqiie  des  hau- 
teurs d’une  même  étoile  à ses  deux  culminations  successives,  su- 
périeure et  inférieure,  est  égale  à la  latitude  du  lieu  d’observa- 
tion, dont  la  valeur  est  ainsi  indépendante  de  la  déclinaison  de 
l’étoile.  D’ailleurs,  on  peut  obtenir  en  même  temps  la  valeur  de 
cette  déclinaison,  puisqu'elle  est  égale  au  complément  de  la  demi- 
difféience  des  hauteurs  observées. 

On  peut  encore  trouver  la  latitude  par  la  différence  des  dis- 
tances /.enithales  méridiennes  de  deux  étoiles  dont  l’une  a sa  cul- 
mination au  sud,  l'autre  au  nord  du  zénith.  Si  S est  la  déclinaison 
de  la  première  étoile,  sa  distance  zénithale  méridienne  est 

Z = y — i : 
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si  t'  est  la  déclinaison  de  la  seconde  étoile,  on  a 


et,  par  conséquent, 

114.  Détermination  du  temps  par  les  hauteurs  correspondantes. 
— Correetion  du  midi,  — Deux  observations  d’une  même  étoile, 
laites  à des  hauteurs  égales,  donneront  les  deux  équations 

!sin/i  = siny  sin  3 + cosç  cosJcosr, 
sin  A = sinf  sinô  + cos^  cosd  cos/'j 

d'où  l'on  déduit  les  hauteurs  ont  donc  été  prises  dans 

des  cercles  horaires  situés  de  part  et  d’autre  du  méridien  et  à égale 
distanee.  Soient  maintenant  » le  temps  de  la  pendule  correspon.* 
dant  & la  première  observation,  u'  celui  qui  correspond  à la  se- 
conde, i («  -t-  «')  est  le  temps  du  passage  de  l'étoile  au  méridien, 
et,  puisque  sa  valeur  doit  être  égale  à l’ascension  droite  connue  de 
l’étoile,  l’état  de  la  pendule  est  donné  par  l'expression 

a — • 

Cette  méthode  de  détermination  du  temps  par  les  hauteurs  cor- 
respondantes est  la  plus  exacte  de  toutes  celles  où  l’on  emploie 
les  hauteurs  pour  trouver  le  temps.  En  outre,  on  n’a  hesoin  de 
connaître  ni  la  latitude  du  lieu  d’ohservation,  ni  la  déclinaison 
de  l’astre,  ni  la  longitude  du  lieu  ; aussi  cette  méthode  est-elle 
employée  pour  déterminer  le  temps  dans  un  lieu  dont  la  position 
géographique  est  entièrement  inconnue.  Il  n’est  pas  non  plus 
nécessaire  de  connaître  la  hauteur  elle-même;  il  est  <lonc  possible 
«l’obtenir,  par  ce  moyen,  des  résultats  approchés,  même  au  moyen 
d’instruments  imparfaits,  qui  ne  permettraient  pas  d’obtenir  avec 
exactitude  les  hauteurs  absolues.  L’emploi  de  cette  méthode 
, exige  seulement  qu’on  possède  une  bonne  pendule,  de  marche  ré- 
gulière pendant  l’intervalle  des  observations,  et  un  instrument 
des  hauteurs  dont  le  cercle  peut  d’ailleurs  n’élre  qit’imparfai- 
tement  gradué. 

I.  ai 
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Nous  avons  jusqu’il  présent  supposé  que  la  déclinaison  de  l’astre 
était  invariable  pendant  l'intervalle  des  observations;  mais,  dans 
le  cas  où  l'on  emploie  le  Soleil  dont  la  déclinaison  peut  varier 
beaucoup  en  quelques  heures,  la  moyenne  arithmétique  des  temps 
des  deux  observations  ne  donnera  plus  le  temps  du  passage  du 
Soleil  au  méridien;  si,  par  exemple,  la  déclinaison  du  Soleil  va 
eu  croissant,  l’angle  horaire  correspondant  à une  meme  hauteur 
est  plus  grand  après  midi  qu’avant,  et,  par  suite,  la  moyenne 
arithmétique  des  temps  tombe  un  peu  apres  le  midi  vrai.  La 
moyenne  des  temps  tombe  au  contraire  avant  midi,  si  la  déclinai- 
son du  Soleil  est  décroissante.  On  devra  donc  alors  appliquer  à 
la  moyenne  arithmétique  des  temps  une  correction  dépendant  de 
la  variation  de  la  déclinaison.  Cette  correction  s’appelle  équa- 
tion des  hauteurs  correspondantes  ou  correction  du  midi.  Pour 
déterminer  cette  correction , nous  regarderons  comme  connue 
la  marche  de  la  pendule. 

Si  i est  la  déclinaison  du  Soleil  à midi,  la  variation  de  la 
déclinaison  entre  midi  et  le  temps  de  chaque  observation,  nous 
avons 

si^/i  = siny  sin(^  — Aô)  -4-  cosy  cos(J  — A^)  cos/, 
siii/i  = siny  sin  ((?  4 Aô)  -l-  cos  y cos  (5  4-  Ai)  eos/' . 

Soient,  de  plus,  u et  »'  les  temps  de  la  pendule  pour  les  deux 
observations;  -+■  «')  L)  est  le  temps  qui  correspondrait  au 
passage  du  Soleil  au  méridien,  si  la  déclinaison  n'avait  pas  varié; 
c’est  le  midi  non  corrigé. 

Désignons  par  t le  demi-intervalle  des  deux  observations, 
par  .r  l'équation  des  hauteurs  correspondantes  ; l’époque  du  midi 
vrai  est  V x — o**,  et  nous  avons,  pour  valeur»  absolues  des 
angles  horaires, 

/ = t4-x, 

/'  r-T  — X, 

et  ainsi  > 

sin/i  = siny  sin  (o  -=-  Aà)  -t-  cosy  cos  (lî  — Aé)  cos  (t  -t-  .»•} , 
sin/t  = siny  sin  (d  4-  Aiî)  -4-  cosy  cos(é  4-  Aô)  cos  (t  — x) . 


Digitized  by  Google 


HtTHODE  DES  HAUTEIBS  CORRESPONDANTES.  371 

De  ces  deux  expressions  de  sin/t,  nous  déduisons  l’équalion 
suivante 

' O = sin^  coso  sin  — cosy  sinô  sin  a5cost  cosx 

-H  cosiy  cosJ  cosiJ  sinr  sinx. 

Mais  dans  le  cas  du  Soleil,  x est  toujours  assez  petit  pour  qu’on 
puisse  remplacer  sinx  par  x,  et  cosx  par  l’iinilé.  Nous  aurons 
donc,  en  substituant  Ai?  <\  tangA?, 


Soit  P la  variation  de  la  déclinaison  en  quarante-huit  heures, 
et  supposons  que,  dans  cet  intervalle,  la  déclinaison  varie  pro- 
portionnellement au  temps, 

A^ 

d’où 

ou,  si  l’on  veut  exprimer  x en  secondes  de  temps. 

Pour  faciliter  le  calcul  de  cette  formule,  Gauss  a publié  des 


(*)  Noai  aurions  pu  obtenir  celle  équation  par  la  différeniialion  de  Té* 
quation  primilire  qui  donne  lin  hy  en  y regardant  $ et  t comme  rarlables» 
et  en  remarquant  que 

xsz Ao . 


(**)  Puisqu'on  se  sort  de  la  rariation  delà  déclinaison  au  moment  du 
raidi  Trai,  on  HeTrait  en  réalilé  prendre  la  demi-somme  des  variations 
qu'éprouve  la  déclinaison  entre  lo  midi  du  jour  de  l'observation  et  le  midi 
de  chacun  des  jours  qui  le  précèdent  et  le  suivent  immédiatement.  Mai», 
au  lieu  de  cela,  les  Éphémériües  donnent  la  quantité 

24. 
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Tables  (Zac/i’s  monatlichr  Correspondent,  vol.  XXIII),  qu'on 
trouve  aussi  dans  le  recueil  de  Warnslorff.  Ces  Tables,  dont  l’ar- 
gument est  T,  donnent  les  quaniités 


"20  sint 


= A, 


et 


= B, 


720  tangT 

et  la  formule  avec  laquelle  on  obtient  l'équation  des  hauteurs 
correspondantes  est  simplement 


<A) 


X ■=.  — A fi  langf  -+  Bfi  tang^. 


Équations  différentielles. — Dirfércnlîuns  les  deux  lorinulcs(a) 
en  considérant  i comme  constant,  nous  aurons 

dh  = — cos  K dq  — cos^  sin  A dt, 
dh'  — — cusA'r/<;>  — ros^i  sin  A'rf/. 

Dans  ces  équations,  nous  remplaçons  dt'  par  dt,  car  nous  pou- 
vons supposer  que  l’erreur  commise  sur  le  temps  de  l'observa- 
tion est  réunie  avec  les  erreurs  de  hauteur;  d’autre  part,  puisque 
nous  avons  K — — A',  il  vient 

dh  — — cosA'r/f  -(-  cosif  ivak' dt, 
dh'  — — cosA'rfŸ  — coSip  sinA'r/r, 


et 

(*) 


dt  = 


dh  — dh' 
2cos(f  sin  A' 


Celte  relation  montre  que,  pour  la  détermination  du  temps  par 
la  méthode  des  hauteurs  correspondantes,  il  hiut  choisir  des  étoiles 
dont  l'azimut  soit  voisin  de  d:  90". 

Exemple.  — Le  8 octohre  1822,  le  D'  Wcstphal  a observé  au 
Caire  les  hauteurs  du  Soleil  qui  suivent  : 
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Dooblo 
' d«  It  hauteur 
du  Soleil 

TKMM  DE 

LA  Pt«IDrLl 

(bord  inréribur). 

âvant  midi. 

apfèft  midi. 

Moyenne. 

b m « 

h m t 

b m fl 

73.  0 

21.  7.27 

2.33.59 

23.50.43,0 

73.20 

21.  8.24 

2.33.  3 

23.50.43,5 

73.40 

21.  g. 23 

2.32.  5 

23. 5o. 44,0 

74. 0 

21 . 10.18 

2.3i.  9 

23.50.43,5 

74.20 

21 . 1 I . 16 

2.3o. 12 

23. 5o. 44,0 

74.40 

2l.I2.il 

2.29.14 

23.50.42,5 

75. 0 

21 . |3. I 1 

2.28 . i3 

a3, 50.42, O 

75.20 

21.14.  9 

2.27.  i5 

23.50.42,0 

75.40 

21 . |5. 10 

2 . 26 . 1 5 

23.50.42,5 

76. 0 

21.16.  6 

2.25.20 

23. 50.43, O 

et  le  midi  non  corrigé  a pour  valeur 

a3'‘5o'"43’,oo. 

On  a pour  le  demi-intervalle  de  temps  compris  entre  les  deux 


observations 

1^  plus  éloignées  du  midi a'‘43“i6’, 

Les  plus  rapprochées  du  midi 2. 34-  37  ; 


nous  prendrons  comme  valeur  de  t la  moyenne  des  deux 
T = ?.''38“’56',5  = 2'*,649; 
dès  lors  nous  aurons 


l«b’T 

0 ,42308 

logr 

. 0, 42308 

log  cosécT. . . 

0 , iç>435 

logCOtT.  . . . 

0,08028 

c'  log  720.  . . 

3 , 14267 

c'  log  720.  . 

3,14267 

log  A 

3 , 760 1 0 

log  B 

. 3,646o3 

et  comme 

3 — — 6°’]',  ij>  = 3o"4'.  logf*  = 3,43gi /», 

■ nous  obtenons 

X = -*-  io*,4t»- 


..y 
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Le  Soleil  était  donc  au  méridien,  et  il  était  midi  vrai  lorsque 
la  pendule  marquait 

•23*-5o">53‘,46. 

Mais,  puisque  réqiialion  du  temps  était 

— 12“  33’,  i8, 

le  Soleil  passait  ce  joiir-U  au  méridien,  i 

23'' 47”  2Ü’, 82,  temps  moyen, 
l'état  de  la  pendule  par  rapport  au  temps  moyen  était  donc 

— 3“  26*,  64. 

D'autre  part,  l’équation  difrérentielic  (b)  exprimée  en  secondes 
de  temps  donne 

rfr  = — O*,  048  (<M'  - <lh  ) ; 

ainsi,  on  voit  que  si,  au  lieu  d'élrc  égales,  les  deux  hauteurs  diffé- 
rent entre  elles  de  10",  il  n’en  résultera,  sur  l'état  de  la  pen- 
dule, qu’une  erreur  de  o*,48. 

Cette  formule  différentielle  peut  encore  nous  servir  à calculer 
la  petite  correction  qui  devra  être  ajoutée  à la  moyenne  arithmé- 
tique des  terni»,  si  les  hauteurs  prises  avant  et  aprf»  midi  ne  sont 
plus  qu’approximativement  égales.  Désignons  par  //  et  b'  les  hau- 
teurs prises  avant  et  après  midi,  et  posons  A'  — A = dh'  ; la  cor- 
rection à appliquer  à A'  est  — dh',  et  par  suite  celle  de  U 


dl}=  ■+■ 


dh' 

3o  cosy  sin  A'  ’ 
dh'  cosA' 

3o  cosi).  cosd  sint' 


Si  l’on  veut  atteindre  une  très-grande  cx.ictitudé,  une  correction 
de  ce  genre  sera  nécessaire,  même  lorsqu’on  aura  observé  des 
liautéurs  égales.  Bien  qu’en  effet  pour  des  hauteurs  apparentes 
égales  la  réfraction  moyenne  ait  la  même  valeur,  il  n’en  sera  pas 
ainsi  delà  réfraction  vraie,  à moins  que  les  indications  des  inslrii- 


DigilizeOby  Google 


MÉTHODE  DBS  HAUTECRS  COBRESPOSDAKTES.  3^5 

ments  inéicorolofjiques  avant  et  après  midi  ne  soient  accidenlel- 
lement  les  mêmes.  Si  donc  p et  p + rfp  sont  les  réfractions  pour 
les  observations  faites  avant  et  après  midi,  la  hauteur  de  l'astre 
après  midi  est  moindre  Aedf  que  la  hauteur  observée  avant  midi; 
il  faudra  donc  ajouter  à la  moyenne  des  temps  U la  correction 

(iù  cos  A 

du  = - ^ ~ ■ 

3o  cos  y eus  J sinr 

115-  -Correction  dit  minuit.  — Souvent  l'état  du  ciel  ne  permet 
pas  de  prendre  des  hauteurs  égales  du  Soleil  avant  et  après  midi  ; 
mais  si  l’on  a observé  des  hauteurs  correspondantes  dans  l’après- 
midi  d’un  certain  jour  et  dans  la  matinée  du  jour  suivant,  il  sera 
facile  de  trouver  le  temps  qui  correspond  à minuit.  La  correction 
relative  à la  variation  de  déclinaison  qu’il  faut  apporter  dans  ce 
cas  à la  moyenne  des  temps,  ou  au  minuit  nàn  corrigé,  pour  obte- 
nir le  minuit  vrai,  s’appelle  correction  du  minuit. 

Soit  T le  demi-intervalle  des  observations,  — T le 

complément  à 12''  de  ce  demi-intervalle,  les  angles  horaires  de 
part  et  d’autre  du  méridien  sont 


12''  — T — .r  = T — ,r , 

12''  — T-f-J-=T-+-x; 

nous  trouvons  ainsi,  comme  dans  le  n"  lli,  la  formule 


Dans  ce  cas. 


et  par  suite 


/t^_  tango".  , 
\ sinr  langT/ 


aJ  = Z.  T—  A fiji' ) 

48  *-48^ 

12''  T T T ,\ 

I — tangs  — tango  ) 

T \stnT  tangT  ° ) 


nous  pourrons  donc  nous  servir,des  Tables  indiquées  plus  haut. 
F-a  quantité  peut  aussi  être  réduite  en  Tables  dont  l’argu- 

ment est  le  demi-intervalle  T des  observations.  Le  facteur  nunic- 


Digitized  by  Google 


37(>  ASTRONOVIB  SPHfiRIQGE. 

riquc  est  désigné  par  / dans  les  Tables  de  WarnstorlT,  de  sorte 
que  la  coircction  du  minuit  est 

X =/ix  ( A tang 'y  — B lang S ) . 

Exempi.k.  — De  Zaeb  a observe  à Marseille,  le  17  et  le  1 8 sep- 
tembre 1810,  des  hauteurs  égales  du  Soleil.  Le  denii-iniervalle 
des  temps  était  io*'55"'  ; d'autre  part  on  avait 

5 = -4- 2°  i4’ i6",  (y  = 43"  >7*50",  logf»  = 3,4453  n, 

nous  trouvons  donc 

logA  = 3,73o5,  logB  = 3,7i28,  log/=i,oo33, 
fi/Atangy  = — i4a*,33, 

— (^/BUng^=-^-  5,67, 

et  par  suite,  pour  la  correction  x,  la  valeur 
X = — i36’,66. 

Remarque  /.  — L’êquallon  det  hautrurs  correspondante*  est  eiprimée  en 
temps  solsire  rrai.  Cependont  on  peut,  suns  qu'il  soit  besoin  d'autre  cor* 
rection,  la  considérer  comme  esprimée  en  temps  moyen,  et  par  suite  l'ap- 
pliquer directement  aux  observations  faitei  avec  une  pendule  ré(j1ée  sur  le 
temps  moyen  ; mais  lorsqu'on  s'est  servi  d'une  pendule  sidérale,  tl  faut  mul- 
tiplier la  correction  par  la  fruclion  dont  le  logarithme  cfct  o,oota. 

Remarque  H,  — Si  l'angle  horaire  t est  esses  petit  pour  qu'on  puisse 
remplacer  le  sinus  et  la  tangente  pur  l'arc,  la  correclioo  du  midi  devient 

■r  = — [laoEÇ-  — UDB#]. 

~/iV 

Mais  comme  les  unités  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  dino- 
rentes,  la  première  étant  l'heure  et  la  druiième  le  rayon,  on  devra  multi- 
plier le  second  membre  de  l'équaliou  par  aoO^Gô  et  le  diviser  j«ar  i5  X 36oo, 
et  on  aura 

où  X est  la  correction  du  midi  exprimée  en  secondes  de  temps,  pourr  = o. 
Mais  dans  ce  cas,  l'angle  horaire  étant  nul,  les  deux  hnuièurt  se  réduisent  à 
une  soûle,  la  hauteur  maximum,  et  x est  alors  la  quantité  qu'il  faut  ajouter 
à l'époque  de  la  plus  grande  hauteur  pour  obtenir  celle  de  la  culmination. 

C'est  l'cxpresiiou  que  nous  avions  déjà  trouvée  su  n^  110  dans  la  réduc- 
tion des  hauteurs  circummeridiennes. 
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116.  Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  à l'aide  de  dciw 
observations  de  hauteur.  — Dans  le  cas  où  l’on  a observé  les  hau- 
teurs (Je  deux  astres  et  où  l’on  connaît  l’intervalle  (]iii  st'pare  les 
deux  époques  d’observation,  on  peut  toujours  déterminer  à la 
fois  le  temps  et  la  latitude  du  lieu.  En  effet,  on  a encore  les  deux 
('■quations 

isin  h = sin^  sin^  H-  cosy  cosJ  cos/, 
sin//'  = sin^ sin^'.-t-  cos^ coii'  voit'. 

Si  U et  u'  désignent  les  temps  de  la  pendule  correspondants  aux 
(leux  observations.  Au  l’état  de  la  pendule  par  rapportait  temps 
sidéral,  on  a (*) 

/ = U -I-  A n — a , 
t'=  u'  -f-  — a'  ; 

un  donne  ici  Au  la  même  valeur  dans  les  deux  observations, 
car  on  admet  que  l’une  d’elles  a été  corrigée  de  la  marche  de  la 
pendule,  siip|>os(ie  connue.  Ainsi,  l’on  connaît  la  quantité 

u'  — U — (V  — a)  = r'  — t = \. 

Les  équations  (2)  ne  contiennent  donc  que  deux  inconnues  f 
et  t,  qu’on  pourra  dés  lors  déterminer.  Dans  ce  but,  on  exprime 
les  trois  quantités 

sin^,  cosfsint,  cosfcosr 

en  fonction  de  l’angle  parallactique;  le  triangle  formé  par  le  pôle, 
le  zénith  et  l’étoile  donne 

i sin  If  = sin/(  siniî  cos/i  cos  <1  cos , 

(n;  ■ cos/cosy  = sin/i  cos^  — cos/t  sindcos/a, 

( sint  cosf  = cos/i  sin/a. 


( * ) Si  l'on  obt(!rTe  le  Soleil  arec  une  pendule  do  lompi  (nojen,  on  a,  en 
dékignanl  par  tv  et  w'  lea  équationa  du  temps  aux  deux  époques  d’obser- 
vation. 


d'où 


SS  u'  Am  — w*', 
i = m' — « — («•'  — w). 
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Substituant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  sin/i',  nous  trou- 
vons 

sinA'=  4-  (sin  3 sinS"  4-  cos^cosô'  cos>)  sin  A 

4-  ( cos  3 sin  5'  — sin  3 cos  o'  cosi)  Cos/j  cos/> 

— cos  J' sinii  cosA  sin/j . 

Mais,  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  étoiles  et  le  pôle,  on 
a,  en  désignant  par  U la  distance  des  deux  étoiles,  par  s et  s'  les 
angles  aux  étoiles, 

i cosD  = sino  sin5' 4- coS(îcosiî' cosX, 

(b)  I cosf  sin D z=  eos^ sin  ô' — sin cos  cos X, 

\ sin  ,<  sin  D = cos^  sinX, 


d’où,  en  portant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  sin  A' , 


sin  fl'  — cosD  sin  A 4-  sin  D cosA  eos  (r  4-/>) , 


et,  par  suite, 

(c)  cos  { f 4-  />  ) 


sin  A'  — cosD  sin  A 
sin  O cos  A 


Dans  l’équation , 

sin  A =;  sin  ^simî  4-  cosy  cosj  cos(  t'  — X), 

remplaçons  sin^,  cosysinr'  et  cosipcost'  par  leurs  valeurs,  que 
nous  donnera  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénitli  et  la  seconde 
étoile;  nous  trouverons  aisément 


{d) 


cos  (f'  — p')  = 


sin/(  — cosD  sin  A' 
sin  D cos  A' 


Après  avoir  calculé  soit  l’angle  p à l’aide  des  équations  (6)  et 
(c),  soit  l’angle^'  à l’aide  de  l’équation  (<f)  et  des  analogues  de  (A  ), 
on  obtiendra  les  grandeurs  chcrcliées  y et  f ou  y et  /'  au  moyen 
des  équations  (n),  ou  des  équations  semblables  en  siny,  cosysint' 
et  cos  y cos/'. 

D’ailleurs,  les  équations  {a)  et  (A)  donnant  f et  /,  D et  r par 
leurs  sinus  et  leurs  cosinus,  il  ne  peut  y avoir  aucune  incertitude 
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sur  les  valeurs  de  ces  angles.  Les  équations  (e)  et  (</},  au  con- 
traire, ne  contiennent  que  les  cosinus  de  [s -h p)  et  {s'  — p'), 
mais  le  triangle  forme  par  le  zénith  et  les  deux  étoiles  donne 

sinD  sin  (j  ■+■  p)  zz=  cosA'sin  (A' — A), 
sin  D sin  (r'  — p')  = cos  A sin  ( A'  — A ) ; 

on  voit  ainsi  que,  sin(r-t-p)  et  sin  {s'  — p')  ayant  toujours  le 
signe  de  sin  (A' — A),  il  n’y  a aucune  ambiguïté  dans  l’emploi  des 
formules  (r)  et  [d]. 

Au  moyen  d’angles  auxiliaires  et  en  suivant  la  marche  ordi- 
naire, on  pourra  rendre  les  formules  (a)  et  (é)  d’un  usage  plus 
commode  pour  le  calcul  logarithmique;  pour  y arriver  on  trans- 
formera, comme  on  l’a  fait  au  n"  lOG,  la  formule  (c)  en  une 

autre  qui  donne  tang’  — - — j et  de  la  sorte  F et  /,  G et  g étant 

des  angles  auxiliaires,  le  système  complet  des  formules  sera  le 
suivant  : 

t sin  5' = sinysinF , 


" I 

cosXcosJ' = sin/cosF, 
sin  X cosô'  = cos / ; 

i 

cosD  = sinycos(F  — i), 

coss  sin  D = .sin  / sin  ( F — S), 
1 . ' 
sin  a sin  D = cos y ; 

{e)  j 

,s-i-p  cosSsin(S  — h') 

^ 2 cos(S  — D)sin(S  — h) 

2 S = D + A -t-  A'  ; 

.)  1 

sin  G sin  g = sin  A , 
cosG  sin  g’  = cos  A cosy>, 
cosg  = cosA  sin/3  ; 

1 

(0 

f sin«  = singcos(G  — f], 

1 cos/ cosy  = sing  sin  (G  — S), 

( sin  f cos  O = cos  g. 
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Dans  le  cas  actuel,  les  rormulcs  de  Delanibre  seront  aussi  fort 
cominuiies.  Le  triangle  formé  par  les  deux  étoiles  et  le  pôle  a 
pour  côtés  D,  go“  — S et  90°  — J',  et  pour  angles  opposés  s' cl  s-, 
on  a donc  . 


(A) 


' sin  i D sin  i(f' — r)  = sin  — 3)  cos  j /. , 
I sin  -J-D  cos-j(x' — s)  = coS'*-(J'-i-  ô)  sin  ;jX, 
1 cos  J D sin  j (r'+  r)  = cos  ^ (0' — <î)  cos  j > , 
\ cos^Dcos  j(r'-l-f)  = sin  1(1^4-  ^jsini*; 


et  d'ailleurs,  comme  précédemment. 

/ r -(- />  cosSsinfS  — A') 

1 2 cos(S — D)  sin(S  — //)’ 

^ ^ j J j" — p' cnsSsin(S  — A) 

^ ang  ^ cos(S  — D)sin(S  — A')' 


enfin  nous  avons,  dans  le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et 
la  première  étoile, 


(C) 


sin(45‘’ — Vf)  sin  j(  A 4-  r)  = sin  -J  p cosv(A  4-  S)  -, 
sin(45'’—  î f)  cos7(A  4-  r)  = cosi/^sin  j(A  — J), 
cos(45" — V î)  S'"  i (A  — t)  — sin  [p  sin-j(A  4-  S) , 
cos(45“ — 5 f)  cosj  (A  — t)  ~ cos  j/jcos  j(A  — 3). 


Le  triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  la  seconde  étoile  don- 
nerait des  formules  semblahles  dans  lesquelles  A',  i',  A',  p'  et  3' 
remplaceraient  A,  r.  A,  p et  3. 

Ces  formules  ont  un  grand  avantage  ; elles  contiennent  l'azimut, 
et  par  suite,  si  l'observation  ayant  été  faite  avec  un  alluzimut,  on 
a eu  soin  de  lire,  en  même  temps  que  la  hauteur,  les  divisions  du 
cercle  azimutal,  la  comparaison  de  cette  lecture  avec  la  valeur 
calculée  A de  l'azimut  donnera  incidemment  la  division  du  cercle 
qui  correspond  au  méridien. 


Exemple.  — Le  zg  oetobre  1822,  le  D'  Westphal  a observé. 
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à Bcnisuefcn  Égypte,  le»  hauteurs  suivantes  du  centre  du  Soleil  : 

h = 3’j‘’56'59",6,  « = ao''48“‘48‘» 

/i' 5o. 4<> .55  , 3 , u'  = 23.  7.17, 

où  u’  est  corrigé  de  la  marche  de  la  pendule,  et  h et  h'  sont  les 
hauteurs  vraies.  L'intervalle  de  temps  des  observations,  converti 
en  tem|)s  solaire  vrai,  donne 

X = ï"*  18”  a8*,C6  =:  34° 37 '9", 90, 

et  la  déclinaison  du  Soleil  était  pour  ces  deux  époi|iie$ 

^ = — 10"  io'5o",  I , J'  = — 10"  1 2' 57*,  8. 


Avec  ces  valeurs,  les  formules  de  Delambre  donnent 


D =:  34"  3' 20",  27, 
s =93.12.58, 26, 
1'  = 93.  6.  I ,93, 
jf-(-/>=53.i5.4<  1 26, 


/>  = — 39"57'i7",oo, 
? = + ’9-  5.39  ,80, 
t = — 35.24.59  ,23, 
A=  — 46. 19.52 ,17; 


le  calcul  de  y et  de  fait  h l’aide  des  formules  déduites  du  second 
triangle,  donnera  une  vérification;  car  on  devra  trouver  pour  y la 
même  valeur,  et  pour  t'  la  valeur  l a. 

Équations  différentielles.  — Ahn  de  reconnaître  <|uellcs  sont 
les  étoiles  les  |)liis  propres  à ces  déterminations,  considérons  les 
deux  équations  différentielles 


dh  — — cos  A f/y  — cos  y sinA  dt, 
dh' — — cosA'f/y  — cosy  sin  A'(/r,  « 

dans  lesquelles  nous  donnons  à dt  la  même  valeur,  puisqu'on 
peut  supposer  la  différence  qui  existe  entre  de  et  dt'  réunie  à 
l'erreur  de  hauteur. 

Nous  obtenons  par  l'élimination  successive  de  f/y  et  de  dt. 


cos  y dt  = -f- 


f/y  = — 


COS  A'  ,,  cos  A 

-r dh  — 

sin(A — A)  sin(A — A) 

sinA'  sinA 

dit  H 

sin'A' — A)  sin(A'  — A) 


dh', 

dh'. 
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Ainsi,  pour  que  les  erreurs  d'observation  ne  puissent  avoir  une 
grande  influence  sur  les  valeurs  de  f et  r,  nous  devrons  choisir 
les  étoiles  de  telle  sorte  que  A' — A soit  aussi  voisin  que  possible 
de  ± 90°;  si  cette  condition  est  remplie,  on  a « 

cos  y dt  z=.  cosA'fM  — cosArf//', 
d<f  z=  — sin  k!  dh  + sin  Adh'; 

par  conséquent,  si  A'  est  voisin  de  ± 90",  auquel  cas  A est  lui- 
même  voisin  de  0°  ou  i8o“,  on  voit  que  dans  la  première  équa- 
tion le  coeilGcient  de  d/i  est  minimum  et  celui  de  dh'  est  au 
contraire  maximum  ; l'exactitude  de  la  détermination  du  temps 
dé|icnd  donc  principalement  de  celle  de  la  hauteur  prise  dans  le 
voisinage  du  premier  vertical.  Nous  verrions  de  même  que  l’exac- 
titude de  la  détermination  de  la  latitude  dépend  surtout  de  celle 
de  la  hauteur  prise  dans  le  voisinage  du  méridien. 

Dans  l’exemple  précédent,  A'=  — i“i5',  nous  aurons  donc, 
d f , dh  et  dh'  étant  exprimés  en  secondes  d’arc  et  dt  en  secondes 
de  temps,  • 

= -4-  o,o3o8  dh  — I ,021 5 dh', 
dt  = -t-  o,  lO'j'j  dh  — 0,0^44  ■ 

117.  Détermination  du  temps  et  de  la  latitude  par  l' observation 
de  deux  hauteurs  d’une  meme  étoile.  — On  simplifle  beaucoup 
la  solution  du  problème  en  observant  deux  fois  la  même  étoile. 
En  effet,  on  a alors  S'  — S,  s'  = s,  et  les  formules  (A)  du  n"  116 
devienneift 

sinÿD  = sin  jXcosiî, 
cosj  COS5D  = sin  J),  sind, 
sin  A cos  J D = cos  jX . 

A l’aide  de  ces  formules  on  calculera  D et  r;  puis  on  trouvera  <f 
et  t,  et  A si  l’on  veut  avoir  sa  valeur,  au  moyen  de  la  première 
équation  (B)  et  des  équations  (C). 

Nous  donnerons  une  seconde  solution  de  ce  problème;  les 
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forinulfs 

sin/<  = siny  sin^  + cosf  cosJ  cos^, 
sin/i'  = sin<f  sinJ  -h  cos<p  cosJ  cos(/  -f-  i), 

rombinées  par  voie  d’addition  et  de  soustraction,  donnent 

/ cos  J(  A -I-  h'  ) sin  J { A — A'  ) = cos5  cos^  sin  JÀ  sin(<  + |X), 
(a')  < sin  j(A  4- A')  cos^  (A — A')  = cosiî coS(j  cos  J X cos(/ 4- -j  X) 

( 4-  sinç  sin  (î. 


En  posant 
(A')  - 


I sin5  = cosA  cosB, 

‘ cos  J X cos^  = cos  h sin  B, 
I sin  I X cos  S = sin  A , 


la  seconde  des  équations  (a')  devient 


sin^cosB  -f- cosçcos(f4- îX)sinB  = 


sin  J (A  4-  A'  ) cos  J (A  — A'  ) 


cos  A 


* Prenons  maintenant  de  nouveaux  angles  auxiliaires  F et  G,  tels 
que  * 

f siitf  = cosG  cos  F, 

(B')  < cos(r  4- JX)  cos^  = rosG  sin  F. 

1 sin(r  4- ^X)  cosf  = sinG, 

et  par  suite  déterminés  par  les  équations 


i sinG  = 

(C') 

/ cos  (B  — F)  cosG  = 


cos  J ( A 4-  A')  sin  i (A  — A') 
sin  A 

sin^(A  -t-  A')  cos|(A  — A’) 
co  s A 


Dès  lors  le  calcul  sera  le  suivant  : au  moyen  des  équations  (A') 
on  déterminera  A et  B,  à l'aide  des  équations  (C')  on  obtiendra  G 
et  F,  puis  les  équations  (B')  donneront  les  quantités  inconnues  y 
et  t. 
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La  signiBration  géométrique  des  angles  auxiliaires  s’obtient 
aisément  : soit  PQ  (fg.  lo)  un  are  de  grand  cercle  perpendicii- 

Fig.  10. 


r 


laire  à celui  qui  passe  par  les  deux  étpiles  S,  S',  et  ZM  un  arc 
perpendiculaire  à PQ;  on  a 

A=;D  = QS,  B = PQ,  F = PM  et  G = ZM. 

Kxemplk.  — Avec  les  données  du  n“  117  et  en  supposant  à 
la  déclinaison  une  valeur  constante  S = — lO"  la'  57", 8,  on  a • 

sin/i...  1,468600,  sinB...  1,992400, 

rosé...  1,980534,  cosB.  . . 1,268321  n, 

B = ioo"4 >'  t3",  I , 


.siuG 1,432  8^3  «, 

cos(B  — F) 1,7034*5, 

cosG 1,983445. 


B-F  = 59»3o'29",8,  F=  4i»i'53',3, 
r =1^35.22.21  , O,  Ÿ = 5'42>  7- 

Remarquf.  — Dans  le  cas  où  les  deux  liauteurs  sont  égales, 
on  a encore  la  même  formule  (.A  ) et  les  formules  équivalentes  (c) 
et  (/)  du  n“  116;  mais  alors  les  formules  (B)  se  réduisent  h la  siii- 
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vante 


*»"g’  + P)  = />')  = 


cos  f A + y D ) 
cos  (//  — ï U)’ 


et  si  l'on  connaît  p,  on  pourra  calculer  f et  r par  les  formules  (A) 
et  (fj,  ou  f , r et  A par  les  formules  C (n°  116). 


118.  L'observation  donne  les  différences  des  hauteurs  et  des 
azimuts  de  deux  étoiles,  à deux  époques  dont  l'inteival/e  rst  connu  : 
trouver  à la  fois  le  temps,  la  latitude,  les  hauteurs  et  les  azimuts 
de  ees  étoiles. 

Ce  problème  est  analogue  aux  précédents;  aussi  nous  le  traite- 
rons immédiatement,  bien  qu’il  ne  soit  pas  un  simple  problème 
de  hauteurs.  , 

On  calculéra  d’abord  les  formules  (A)  du  n°  116. 

En  outre,  si  dans  le  triangle  formé  par  le  zénith  et  les  deux 
étoiles  et  dont  l’un  des  angles  est  A'  — A,  les  cotés  90“  — h, 
90® — h'  et  D,  ou  désigne  par  q et  q'  les  angles  opposés  aux  côtés 
90"  — h et  90° — h',  on  aura 


sin;f7'+  q) 


eos-j,'//' — h)  co5  j-{  A'  — A) 

coSjD 


(B) 


s'"ï(9  - 7) 


, sin|(A'  — h)  cos  j(  A'  — A) 


sin  ; D 


cosii9'-9) 


Ces  équations  nous  permettront  d'obtenirr/  et  7'  et  aussi 
d'où  h et  h'  ■.  mais  puisque  nous  avons  (n°  116) 

q = s-^-p,  q'^s'—p, 

nous  connaîtrons  par  là  même  p et  p' , Nous  chercherons  en- 
suite f,  t et  A au  moven  des  formules  (C)  du  n°  116,  et  comme 
véri6calion  nous  tirerons  f,  t'  et  A'  des  formules  analogues  rela- 
tives à la  seconde  étoile. 

Équations  différentielles.  — Si  dans  les  équations  différentielles 
du  n°  36,  on  remplace 

/'  pari(_/'-t-f)-+-i(r'— r),  f par  |(r'-t- r)  — \[t'—t), 

I.  a5 
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on  obtient,  puistiiie  dans  le  cas  actuel  US  — o, 

dh  = — cosA  — cosd  sinp  d\(t'+  t)  + cosi  sin/;  — t), 

dh'  = — cosAV/y — cosiî'  i\np'd^[t'  +f)  — cosJ'sin/j'rfÿ(t'  — f), 

dK~  — sin  A tang  hd^ 

cosicosn  , cos  ^ cos  n ,,,, 

H r'+O 

cos  A cosA  ' ' 

rfA'=  — sin  A'  tang  A Vf 


co  s O 
cosA 


, cosi'cos/ 

— + rf.K-0- 


Relr^chons  la  première  équation  de  la  seconde,  la  troisième  de 
la  quatrième,  entre  les  équations  résultantes  éliminons  succes- 
sivement t)  et  d^itl  servons-nous  des  relations 

. . . . cosJ  cos«  , 

costf  sin/)  = cosf  sin  A,  — = siOf  -I-  cosf  tangA  cosA, 

COSiî'rOSD' 

COS  J sin/)  — cosf  sinA  , — =;  siny -t- cosf  tangA  cosA  , 


nous  aurons 


M </f  = ( tangA  cosA  — tangA'  cosA')  rf(A'  — A) 

-t-  (sin  A — sinA')<é(A'  — A) 

+ a)  rf(r'-r), 

Mcosf  rf|  (<'-+- f) 

= (tangA  sioA  — tangA'  (sinA')  rf(A'—  A) 

— (cosA — tosA')rf(A' — A) 

-t-  [cosf  (tangA  — tangA')sin’|(A'  -i-  A) 

-t-  sinf  (cosA  — cosA')]</(t' — t). 


où 


M = 3(tangA  -h  tangA' ) sin’{(A' — A). 
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Nous  voyons  ainsi  que  j>our  iliiiiiniier  aiil.'int  que  possible  l’in- 
fluence des  erreurs  d'observation,  nous  devons  choisir  des  étoiles 
dont  lu  hauteur  et  la  différence  d'azimut  soient  grandes,  de  ma- 
nière à rendre  M aussi  grand  que  possible.  Si  J ^A' — A)  = 90®,  le 
coefficient  de  — h)  lui-ménie  sera  toujours  plus  petit  que  J. 

Rknabqof..  — De  Camphaiisen  a proposé  d’observer  les  étoiles 
au  moment  où  leur  hauteur  est  égale  à leur  déclin.aison  ; le 
triangle  formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l'étoile  est  alors  isocèle; 
par  suite  t = 180" — A,  et  l’on  a simplement 

cotJcosf=  -H  coti'  cost'  = tang(45" — [<f), 

— cot^cosA  = — cotd'cosA'=  tang(45" — J y); 


d’où  l’on  déduit 


s,n!9—S') 

une  ;- ( A' A)  = cot  ■ { A - A ). 


Ces  formules  nous  donnent  y et  t' -I-  t ou  A' -4-  A.  Mais  il  est 
impossible  d’observer  la  hauteur  d’un  astre  au  moment  précis  où 
elle  est  égale  à la  déclinaison  ; les  quantités  observées  ('  — / et 
A' — A doivent  donc  être  réduites  à cvtte  époque.  {Foir  Ekcke, 
Ueber  die  Enveiterung  des  Doutées' chen  Problems,  Jahrbuch  de 
Berlin,  iSSg.) 

Exemple.  — Le  3o  mars  1 856,  on  a observé  à Cologne  les 
différences  en  hauteur  et  en  azimut  de  » Grande  Ourse  et  de 
U Cocher  : 

A' — h = — 4°  46*" 

A'— A = -4- 2a6.-j8.  9,9, 


et  la  différence  des  époques  d’observation,  exprimée  en  temps 
sidéral,  était  o**  18™ 8*,  70. 

Ce  jour-lù  les  positions  apparentes  des  étoiles  étaient 


T)  Grande  Ourse..  a=  i3’’4t'"54‘i53,  i = -)- 5o”  i'45*,9, 

B Cocher a'=  5.  6.  i ,69,  î'=-t-45.5>.  • >7» 

a5. 
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A=  i33-3o'a3*,i. 

Nniisxvons  d'abord,  au  moyen  des  formules  (A)  du  n*  IIG, 
t = + 3i”  22'  33",  18, 
t'  — ■+-  28 . 4 1 • 5o  ,20, 

D=  + 76.  O.  i4  ,79:  • 

puis,  avec  les  formules  (B), 

q' — — 28“  4°' 53",  44 1 P =■ — 62°  44’  5",  98, 

q — — 3i  .21 .32  ,80,  ■ p'—  ■+-  57.22.43  ,04, 

J (/;  + A')  = + 47  ■ 56. 40  ,61 , A = + 5o . 2 . 3,61. 

^'ous  obtiendrons  donc,  par  les  formules  (C)  du  n°  116, 
qz=z  5o»  55’ 55",  57, 
t = 295 . 2.56  ,70, 

A = 2.44 .57.48  ,5o. 

Si  nous  calculons  les  écpiations  différentielles,  nous  trouvons, 
en  exprimant  toutes  les  crrcuis  en  secondes  d’are, 

rfy  = — 0,0342  rf(A'  — A)  — ■ 0,4892  rf  ( A'  — A ) 

-I- 0,2438  rf  (rf — /), 

rf  J (r'  -H  r)  = — 0,8621  rf(A'  — A)  -(-  0,0244  — A) 

— 0,0188  rf  (r'  — r). 

119.  Mêl/iude  rfr  Doutvri.  — La  méthode  de  détermination  de 
la  latitude  et  de  l'heure  par  ileux  observations  de  hauteur  est  sou- 
vent employée  en  mer.  Mais,  à cause  de  la  longueur  dos  calcnls, 
les  marins  ne  suivent  pas  la  marrhe  directe  que  nous  venons 
d’exposer;  ils  font  usage  d'une  méthode  indirecte  proposée  par 
D uiwcs,  navigateur  hollandais.  Ici  la  latitude  est  toujours  connue 
ap|)roxiinaiivcmeiit  par  les  calculs  ordinaires,  que  permet,  sur  la 
marche  du  vaisseau,  remploi  de  la  boussole  et  du  loch.  Avec  cette 
valeur  approchée,  en  langage  de  marine  po'nt  rslimé,  avec  la  dé- 
clinaison et  l'intervalle  de  tenqis,  et  à l'aide  de  celle  des  deux 
observations  de  hauteur  qui  a été  faite  loin  du  méridien,  il  sera 
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facile  d’obtenir  une  détermination  approchée  de  l'heure  dont  on 
»e  servira  ensuite  pour  trouver  la  latitude  au  moyen  de  l’obser- 
vation de  hauteur  faite  au  voi%inage  du  méridien.  Avec  cette 
nouvelle  valeur  de  la  latitude,  on  recommencera  le  calcul  de  la 
détermination  de  l’heure. 

Supposons  encore  que  la  même  étoile  ait  été  observée  deux 
f.iis,  on  a 

sin  A — sin/i'  = cosf  cosJ[cosr  — cos  (/  -4-  >)] 

= acosf  cosd sin(f  sin  i X; 

d'où 

2 sin  (r  -f-  j X)  = sécf  sécd  (sin  A — sin  A')  coséc  jX, 
ou,  en  prenant  les  logarithmes, 
log  2 sin(t  -f-  J-X) 

= log  séc  y -(-  log  séc  J log  (sin  A — sin  A')  -H  log  coséc  j X. 

.Puisqu’on  connaît  une  valeur  approchée  de  y,  on  tirera  de  cette 
équation  t-h  et  par  suite  /;  avec  la  haiileiir  A'  observée  dans 
le  voisinage  du  méridien,  on  trouve  ensuite  une  valeur  plus  exacte 
de  la  latitude  à l’aide  de  la  formule 

(B)  — ^)  — sin  A'  -i-  cosf  cosd.  ?.sin’Ÿ(r  -r-  X). 

Si  le  résultat  obtenu  diffère  trop  de  la  première  valeur  adoptée 
pour  la  latitude,  on  recommencera,  avec  cette  nouvelle  valeur 
de  <f,  le  calcul  des  formules  (A)  et  (B). 

Douvres  a construit  des  Tables  i|ui  facilitent  le  calcul  et  qu’on 
trouve  dans  l’ouvrage  : Tables  rcquisUe  tu  he  used  ivith  the  nauti- 
cal  ephemeris  for  ftntling  the  latitude  and  longitude  at  sea,  et 
dans  tous  les  ouAagcs  de  navigation.  Ces  Tables  .lonncnt  les  va- 
leurs de  log  coséc  y X pour  l’angle  horaire  exprimé  en  temps  sous 
le  titre  Log  hnlf  elapsed  tinie  (Logarithme  du  dctni-temps  écoulé), 
et  de  log  2 sin  (r -t- ÿX)  sous  le  titre  Log  midillc  0/«e(  Loga- 
rithme du  temps  milieu),  et  enlin  de  log  2 sin’ÿr  sous  le  titre 
Log  rising  r//»ic  (Logarithme  du  temps  .l’origine).  La  grandeur 
logsécysécJ  se  noinm^  Log  ratio,  vl  on  a,  par  l’equalion  (A), 

log  letnpi  milieu  = log  ratio  ■+■  log  (tin A — tiiiA')-t-log  demi  temps  ccoiilé. 
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En  cherchant  ce  logarithme  dans  la  Table  du  temps  milieu, 
on  obtient  immédiatement  la  valeur  de  t.  Puis  un  prend  duAs  les 
Tables  de  temps  d’origine  le  logai  ithme  correspunuant  à l'angle 
horaire  / -I-  X,  on  en  retranche  le  log  ratio,  et  on  ajoute  le  nombre 
résultant  au  sinus  de  la  plus  grande  hauteur.  Ou  obtient  ainsi  le 
cosinus  de  7 — 3,  et  par  suite  la  latitude. 


Exemple.  — Appliquons  la  méthode  de  Douwes  à l’exemple 
du  n“  116. 


Ÿ — 29“  o' 

log  ratio o,u65  12 

log(ainA  — sinA') 1,200490 

logilemi-tenipi  ccoulé. . o,S2l>45 

log  lampt  milieu 1, '92060 

l=— 2*'2l'",  4 


('  = — o^  2"*,  9 


log  temps  d'origine 5,g>i3  4o 

log  ratio 0]0')5  12 

-t-o,ooo  07 

sin  A' .+0,7731*4 

log  cos  ( P — d ) r,  888  58 

? — <f  = 39“  18',  7 
P = 29”  .5',  7 


Remarque  1.  — Si  l'on  veut,  au  lien  des  Tables  de  Douvres,  em- 
ployer les  rurmulcs  ordinaires  de  la  irigonoméirie  sphérique,  on 
calculera  les  formules 


où 


sin(r  -I-  }À) 


cos  J-  (h  -f-  h'  ) sin|(/t  — //') 
cosf  coiS  sin^^X 


cos(y-N)  = -^, 

' sin^=MsinlN,  cos5 cosr  = M cosN. 


Remarque  II.  — Dans  le  cas  où  les  observalions  sont  faites  en 
mer,  les  deux  h.iuteurs  correspondent  à deux  jniints  différenls  de 
la  surface  de  la  Terre,  puisque  le  vaisseau  s’est  déplacé  pendant 
Tinlervalle  des  deux  observalions.  M.iis  comme  un  connaît  la  vi- 
tesse du  vaisseau  à l’aide  du  loch  et  l.i  direction  de  sa  marche  par 
ta  boussole,  il  sera  très-facile  de  réduire  les  deux  hauteurs  à un 
meme  lieu  d'observation. 

Soit  A (yfg.  1 1 ) le  lieu  du  vaisseau  à l’époque  de  la  première 
observation,  B sa  position  à l’époque  deda  seconde.  Menons,  par 
le  centre  de  la  Terre  et  l’astre,  une  droite  qui  coupe  la  surface  de 
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la  Terre  en  S',  et  coniidérons  le  triangle  ABS'  ; BS'  reprcaente  la 
distance  zénithale  mesurée  en  B;  et,  piiis(]ue  BA  est  donné,  il  suf- 
fira de  connaître  l'angle  S'BA  pour  trouver  le  côté  AS',  distance 

Fie.  1 1 . 


S' 


B 


zénitl)ale  de  l'étoile  qu'on  aurait  mesurée  au  point  A.  Par  consé- 
quent, en  observant  la  seconde  hauteur,  celle  qu’il  faut  réduire, 
le  marin  devra  déterminer  aussi  l'azimut  de  l’étoile,  c’est-  à-dire 
l’angle  S'BC;  et  comme  il  connaît  l'angle  CBA  que  fait  avec  le 
méridien  la  direction  de  la  marche  du  vaisseau,  il  aura  par  cela 
même  la  valeur  de  l’angle  S'  BA  qu'il  cherchait.  Soient  a cet  angle 
et  A la  distance  des  deux  lieux  A et  B,  h,  la  hauteur  réduite,  on 
aura  la  relation 

sinA,  = cosA  sinà -i- sin  A cos/i  cosa, 
ou 

sinA,  = sinà  -f-  sin  A cus/<  cos  a — asin’  A sin/r  ; 

et  si  nous  remplaçons  sin  A par  A,  nous  obtenons,  à l'aide  de  la 
formule  (7.0)  du  n°  11, 

/i,  = // -4- A cos  a — iA’tang/r, 

équation  dont  le  dernier  terme  peut  le  plus  souvent  être  négligé. 

120.  Détermination  du  trm/ts,  de  la  latitude  et  de  la  déclinaison 
à l’aide  de  trois  observations  de  hauteur  de  la  même  étoile.  — Avec 
trois  observations  de  hauteur  d'une  même  étoile,  on  a les  trois 
équations 

sin  A =;  siuf  sind cosf  cosd  cosr, 
sin  A'  = sinf  sin  j -t-  cosç  cos^  cos  (r  -|->), 
sinA"=  sinf  sind  -f- cos^  cos3  cos (r -t- VJ, 
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qui  serviront  à déterminer  y,  t et  t.  An  moyen  des  quantités  au*i- 
liaires  ‘ 


•r  z=  COSy  rosj  coit, 
y = cosy  cos  J sin/, 

Z = sin  y sin 

les  formules  précédentes  deviennent 

sin  A = Z + J-, 

sin/i'  = Z -4-  j:cos)i  — jsinl, 

sin  /t"—  Z + jrcosX'  — sini'. 

Os  équations  |>ermettent  de  trouver  x,  y,  z;  et  ces  qii/nlités 
une  fois  connues,  on  obtiendra  <f,  t el  S à l'aide  des  relations 

tanur^-» 

X 

sin  y sin(?  = z, 
cosycos#  = ^'x--i-y'. 

Cette  méthode  paraît,  au  premier  abord,  être  l’une  des  plus 
commodes  et  des  plus  avantageuses;  car,  pour  le  calcul  des 
observations,  elle  n’exige  aucune  donnée  étrangère  {*).  Mais 
elle  n’est  point  pratique,  car  les  erreurs  commises  dans  les  ob- 
servations des  hauteurs  ont  une  très- grande  influence  sur  les 
quantités  inconnues.  Opendant  si  l'on  ne  considère  pas  3 comme 
constant,  c'est-à-dire  si  l'on  observe  à des  hauteurs  égales  trois 
étoiles  différentes  et  de  déclinaisons  connues,  le  problème  devient 
susceptible  d'une  solution  élegante  et  utile. 

121.  Détermination  du  temps,  de  ta  latitude  et  île  la  hauteur 
par  l’observation  de  trois  hauteurs  égales.  Méthode  de  Gauss  (**). 


C)  Puiique  l'un  A ubsoivé  trois  liatiteiirs  d'une  mèiiie  étoile,  à et  À'  nu 
dépendent  pas  de  l'ascension  droite  (n**  1 IG). 

(**)  Voir  MonatUche  Correspondent,  t.  X\  III,  p.  277  et  sui». 
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— Dans  ce  ras,  on  a les  trois  équations 

isin  A = sinf  sin  t + cos  f cos  S cos  t, 
sinA  = sÎDf  sinJ'  4-  cos»  cos  cos  (t  + >), 
sin  A = siny  sin5*-l-  cosy  ^05^''cos  (t  4-  À'), 

avec 

i = («'  - «)_(»'_  a),  À' =(«"-«)  — (a'— a). 

Dans  1rs  deux  premières  équations  remplaçons  d et  ^ par 
+ + et 

et  retranchons  ensuite  la  seconde  équation  de  la  première,  il 
viendra 

f 

3sin<psin  j-(J  — i')cos  J-(iî '4- J'  ) 

- cos^  [cos  J(^  — S']  cos  J (J  4-  5'  ) — sin  J- (J  — sin  [(J  4-  J')  cos/ 

- cosç  [cos  — J')  cos  ï (J  4 d')  4-  sin  J — 5')  sin  j 4-  J )j  cos[/4-i), 

ou 

i O = sin  y sin  J — lî"  ) cos  J ( J 4-  5'  ) 

(a)  1 4-  coif  cos  j (lî  — S')  cos  [ 'lî  4-  sin  jl  sin  (/  4- 1 X) 

( — cos  f sin  1 (J  — d’)  sin  i (J  4-  J')  cos  jX  cos  (/  4-  JX); 

d’où  résulte 

tangy  = — sin  jX  sin  (/  4-  [ X)  col  [ ( J — S'  ) 

4-  cosjXcos(/  4-  }X)  tanj;  ■+■  3'). 

Actuellement  introduisons  les  quantités  auxiliaires  définies  par 
les  équations  suivantes 

[ sin  I X cot  j (i  — 

( A ) cos  5 X tang  [ ( i 4-  lî'  ) = /«'  cos  M', 

f M'4-;-X  = N', 

nous  aurons 

(B)  tangŸ  = 
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Avec  les  notations  analogues 


(C) 


sinil'  cot  |( j — J")  = m'sin M', 
cos|  X'tangi(<î  -t-  J')  = m'cosM', 
M' 4- i >'  = «', 


la  première  et  la  troisième  des  formules  (a)  donneront  de  même 

(D)  tangy  = m'’cos  (t -H  N"). 

De  la  comparaison  des  formules  (B)  et  (D)  on  déduit 

nt'  cos  (r  -4-  N')  = m" cos  (f  4-  K"); 

H étant  un  angle  auxiliaire  dont  la  valeur  peut  être  arbitrairement 
choisie,  nous  écrirons,  selon  le  procédé  habituel  de  Gauss,  l'é- 
quation prérédentc  cumme  il  suit  : 

m'cos[(fH-  H)  4-(N'— H)]  = m"cos[(/-+-H)-4-  (N"  — H)], 

d’où,  en  développant, 

, , m'cos(N' — H) — m"cos(H" — H) 

> m's.n(N'- U)-  m"sin(N'’- H) 

Les  valeurs  de  U qui  donneraient  à cette  expression  la  forme 
la  plus  commode  pour  le  calcul  seraient  o,  N',  M";  mais,  en 
posant 

on  obtiendra  une  formule  très- élégante;  en  effet,  on  a alors 
ung  [t  4-  i(N'  -4-  N»)]  = cot  i(N'  - N"); 

si  l'ou  introduit  dans  cette  équation  l’angle  Ç donné  par  la  relation 


(E) 

on  aura 


UngÇ: 


/;/'  — #»'  I — tangC  , 

^"=tang(45»-i;); 


m'  4-  m"  I 4-  tangC 
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de  telle  sorte  que  la  formule  précédente  deviendra 

(F)  tang[r-h-i{N'  + N'')]=Ung(45»-i:)  coti(N'-N"). 

Les  équations  (A),...,  (F)  renferment  la  solution  du  pro- 
blème. On  cherche  d’abord,  à l’aide  des  équations  (A)  et  (C),  les 
valeurs  de  m',  M',  N'  et  de  /h",  M",  N";  on  trouve  ensuite  t par  les 
équations  (E)  et  (Fl,  et  f par  l’une  des  équations  (B)  ou  (D);  on 
n’a  donc  pas  besoin  de  connaître  la  hauteur  pour  calculer  f et  T; 
mais,  en  substituant  dans  les  équations  primitives  (a)  les  nombres 
ainsi  trouvés,  on  obtient  la  valeur  de  A;  et  si,  d'un  autre  c6lé, 
on  a lu  cetl^anteur  sur  l'instrument  lui>ménie,  la  comparaison 
du  calcul  et  de  l’observation  permettra  de  déterminer  l’erreur  de 
l’instrument. 

Équations  différentielles.  — Étudions  maintenant  les  posi- 
tions relatives  que  les  trois  étoiles  doivent  occuper  dans  le  ciel, 
pour  que  leur  observation  donne  les  résultats  les  plus  exacts. 
Pour  cela,  nous  aurons  encore  recours  aux  équations  différen- 
tielles. Puisque  les  trois  hauteurs  sont  éjjales,  on  peut  supposer 
que  les  valeurs  de  dh  sont  aussi  les  mêmes  dans  les  trois  équa- 
tions différentielles,  car  il  suflit  de  reporter  sur  les  valeurs  du 
temps  les  erreurs  commises  dans  l’observation  des  hauteurs.  Dès 
lors 

t = U -t-  A«  — a, 

et  ainsi  dt  sera  composé  de  deux  erreurs  : 

i“  L’erreur  (Au)  commise  sur  l’état  de  la  pendule,  et  qui  est 
la  même  pour  les  trois  observations,  car  on  considère  la  marche 
de  la  pendule  comme  connue; 

2“  L'erreur  commise  sur  le  temps  de  l’observation,  erreur  qui, 
au  contraire,  pourra  être  différente  pour  chacune  d’elles. 

Les  trois  équations  différentielles  sont  ainsi 

dh  =z  — cos  A dq  — cos*  sinA  du  — cosf  sinA  d (Au), 
dh  = — cosAVf  — cosç  sinA'i/u'  — cos^  sinA'rf(Au), 
dh  = — cosA"rfy  — cosy  siuA'r/tt" — cos^  sin  A'r/ (Au). 
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Retranchons  la  seconde  équation  de  la  première,  nous  obte- 
nons 


o = 2sini  (A  -t- A')  f/iji  — 2 cos  5 ( A-»-  A')  Cosç  d(  A«) 
cosssinA  , cosçsinA'  . , 

1 ,/tt  J L _ Ja 

sin'(A-A')  sinJ(A-A')  ’ 
et  de  même,  en  retninchanL  la  troisième  delà  première, 


o = 2sin  J(A-l-  A")  tl^  — 2 cos  j (A  -h  A")  cos»r/( A«] 
coss  sin  A 


sin|(A  — A"; 


cos?  sin  A"  „ 


enfin,  en  éliminant  successivement  f/(Au)et</?  entre  ces  deux 
équations,  on  a 


cos?  sinA  cos-Jf  A'-hA") 

2sin  j^A  — A')  sin^A  — A") 
cos?  sin  A' cosJ{A"-4- A)  ' 

2siti  J (A'  — A")  sin  J (A — A) 
cos?  sin  A"  cos -j(  A 4- A') 
2sinÿ(A* — A)sinj(A" — A')  ’ 


et 


(/  ( A « ) 


sin  A sin  j{  A'-4- A") 

2 sin  j(A^—  a')  sin  J (A  — A") 
sin  A'siny(  A"-t- A) 
9binÿ(  A'—  A")  sin  K A'—  A) 
sinA"siny(A  + A') 

2sin  i(  A" — A ) sin  J (A"  — A') 


On  voit  ainsi  <|ue  l’on  doit  choisir  les  étoiles  de  telle  sorte  <|iie 
la  différence  des  azimuts  de  deux  (|iieleoni|ui  s d’entre  elles  soit  la 
plus  grande  possible,  car  alor^  les  dénominateurs  des  coefficients 
de  e/ri,  du'  et  du"  atteignent  leur  valeur  maximum.  On  prendra 
donc  des  étoiles  telles,  que  la  différence  de  leurs  azimuts  soit  sen- 
siblement de  120°. 

Rxempi.k.  — Le  D'  Westplial  a observé  au  Caire,  le  5 oc- 
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lobre  1832,  trois  hauteurs  égales  des  étoiles  suivantes  : 


a Petite  Ourse k 8'*  3.8'"  17*,  à l’ouest. 

a Hemile 8 3l.3i  , à l'ouest. 

O Bélier . 8.47. 3o  , à l’est. 

Les  coordonnées  de  ces  étoiles  étaient,  pour  le  jour  indiqué  : 

« S 

a Petite  Ourse. ..  . o'*58‘" i4*.  >o,  -4- 88"3i' 54",  3, 

a Herctile 17.  6.34,26,  -I- i4  36.  2,0, 

a Bélier 1.57.14  , 00,  -1-22.37.22,7. 

Dans  le  cas  actuel, 


o'  — « =:  -4-  3'”  4",  O,  "*  — « = -4-  I g""  1 3‘,  O, 

ou,  en  temps  sidéral, 

«'  — «=-4-  o'’  3""  4‘>5o  tt"  — « = -4- o'‘ ig*"  i6’,  16 

a'  — a = — 7.51. 3g,  84  — a=-4-o.58.5g,go 

À = -(-  7.54.44 <34  X' = — 0.39.43,74 

= -4-ii8“4>'  5",  10  = — g"55'56'’,  10 

On  a en  outre 

;(d-J')  = 36»52'56",i5, 
i(J-t-J')=  51.28. 58,  i5, 

|( i — i“)  =:  32 . 52 . 1 5 , 80 , 

;(5-(-r)  = 55.2g.38,5o.  ■ 

On  en  conclut 

lüg  w'  = o , 1 18  3684  , log  iii"=  0,162  g82g, 

M' = 6Ô'’48' M",g2,  M'= — 5"  16' Sa", 22, 

N'=  120.  8.44  >47'  ^"■=:  — 10.  i4.5o  ,27  , 

;(N'-t-N")=  54» 56' 57",  K), 

i{N'-K")=  65.11.47,37, 

ç = 47'^^- 

/ = — 56.18.28  . og , 
r-4-N'=  63. 5o.  16, 38, 

<-4-N"=^-66.33.i8  ,36, 
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valeurs  qui,  introcliiites  dans  les  formules  (B)  et  (U),  donnent 
pour  <f  la  même  valeur 

^ = 3o"4' î-3",72. 

Avec  la  valeur 

t = — 3'‘45'"  i3*,87, 
on  obtient  pour  le  temps  sidéral 

e = 2 1 '■  1 3"  O*,  23  ; 

or,  le  temps  sidéral  à niidiclait  i2''54“'2*,o4,  on  avait  donc  pour 
valeur  du  temps  moyen  8'*  17“' 36*, 44»  l'etat  de  la  pendule  par 
rapport  au  temps  moyen  ciait 

A « = — I O™  4o’,  56. 

Si  l’on  calcule  aussi  la  hauteur  avec  l’une  des  trois  équations  (a), 
on  trouve 

A = 3o«58'  i4",44. 

A l’aide  des  quantités  auxiliaires  N'  et  N",  on  obtient  les  angles 
horaires  r*  et  t", 

/'  = 62°22'37",ot,  t"  = — 66°  1 4' 24",  19, 
et,  par  suite,  les  trois  azimuts 

A=i8i°35',2,  A'=89°33',2,  A'=  279°5o',4> 

enfin  on  a,  pour  les  équations  différentielles, 

d<f  = — 0,32g  dit  — 5,’]3gdit'  — 6,o68rfu*, 
d (Au)  = — o,OOt8du  -I-  o,468r/ü' — 0,396</h", 

où  df  est  exprimé  en  secondes  d'arc  et  d (Au),  d^,  du'  et  du"  en 
secondes  de  temps. 

122.  Formules  de  CtignoU.  — Cignoli  donne,  dans  sa  Trigo- 
nométrie, une  solution  très-élégante  d’un  problème  (*)  qui,  sans 


( * ) Ce  problème  e«t  le  tiiÎTanl  : ■ Dr^rrmiiirr,  à l'aide  de  trois  lieux  hélio^ 
cenViifuet  d'une  tache  du  Soleil,  position  de  l’Ê^juaieur  solaire  et  la  déclic 
nmhon  delà  tache.  Gauhft  a le  premier  Taii  remarquer  Tanalogie  de  cea  deux 
problème*  { JUonatliche  Corretpondens,  yo\.  \IX,  p.  89  et  sui?.). 
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être  identique  à celui  qui  nous  occupe  maintenant,  a cependant 
avec  lui  de  si  grandes  analogies,  que  les  mêmes  formules  s'ap- 
pliquent immédiatement  au  problème  actuel;  de  plus,  si  l'on 
veut  trouver  non-seulement  le  temps  et  la  latitude,  mais  aussi  la 
hauteur,  les  formules  de  Cagnoli  donneront  lieu  à un  calcul  plus 
simple  que  les  méthodes  exposées  plus  haut. 

Soient  (fig.  12)  S,  S',  S"  les  trois  étoiles  observées  : considé- 


rons le  triangle  formé  par  le  zénith,  le  pôle  et  la  première  étoile, 
et  soit  P l'angle  parallaclique;  les  analogies  de  Néper  don- 
neront 


(A) 


tangi(T-l-/») 


tangi(T  — A) 


ros 

Ut 

-+■ 

fl 

COî» 

— 

p) 

fOS 

a) 

cos 

— 

P) 

sin 

— 

p) 

sin 

ïl' 

■+- 

P) 

sin 

K' 

— 

p) 

sin 

Ut 

P) 

cot(45“ — J 3) 


tang(45“-4- 
ung(45«  — 
rot(45°-t-  î#); 


pour  abréger,  posons 


PS"S'-  PS'S"=  aA, 
PS'S  — PS  S"  = a A', 
PS'S  — PSS'  = aA", 


✓ 
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les  analogies  de  Néper,  appliquées  aux  triangles  PSS',  PS' S" 
el  PS"S,  donneront 


(B) 


I tangA  = 
tangA'  = 
langA"i= 


sinj(r-  3') 

COSy(i"-t-  i ) 

sin^(r—  (î) 

cos 

sin  i {3’  — 3) 
cos;^é'  + 3) 


coti[r  — l), 


col  i i'  , 
col  ^ 1, 


oül  \ et  y ont  la  même  signification  que  précédemment  ; d'un  autre 
côté,  des  relations 


-t-  PSS'  = PS'S  — //', 
/»'-+-  PS'S"=  PS'S'  — 

P -+-  PSS"  = PS"S  —p". 


il  résulte 


(C) 

mais  nous  avons 


donc 


on 


l p —fj  A"—  A , 

' = A + A"—  A', 

( p"=K  + A'  — A"; 


sinr  rosA 

sin  P cos  y 

sin  (r  -f-  il) cos/i  _ 

sin  p'  cos  y ' 

sinr  sin/) 

sin  ( r + X)  sin/i' 


sinr  -t-  sin  (/  -t-  X ) sinf  A'  -i-  A" — A)  -t-  sinf  A + A" — A’) 

sinr  — sin (r -t- 1)  sin(  A'-l- A"— A)  — sin(  A -l-A"— A')  ’ 

et,  par  conséquent, 


lang(f  + ) X)  cot  J X = tung  A'cot  (A  — A'), 
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un,  en  remplaçant  tang  A"  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (B), 


(D) 


tang(f-l-iX)  = 


sin;(j'~  3) 


cot(A  — A'). 


I 

Ainsi,  on  calculera  d'abord  A,  A'  et  A"  au  moyen  des  équa- 
tions (B),  puis  P,  p' , et  f à l’aide  des  équations  (C)  et  (D),  et 
enfin  y et  A au  moyen  des  équations  (A). 

L’emploi  de  ces  formules  présente  un  inconvénient  ; les  diffé- 
rents angles  qu'elles  renferment  n’étant  délerminés  que  par  leurs 
tangentes,  il  reste  une  incertitude  sur  le  choix  du  quadrant  dans 
lequel  il  faut  prendre  chacun  d'eux.  Néanmoins  on  peut  choisir 
arbitrairement  le  quadrant  dans  lequel  se  trouve  l’extréinité  de 
l’un  d'eux,  à la  condition  de  prendre  ensuite  i8o°-)-  r au  lieu 
de  r,  si  l’on  trouve  pour  y et  h des  valeurs  telles,  que  cosy  et  sin  h 
aient  des  signes  contraires.  De  même,  si  les  valeurs  obtenues 
pour  y et  A sont  plus  grandes  que  90°,  on  prendra  pour  ces  angles 
leur  supplément  à 180°,  ou  leur  différence  avec  le  plus  prochain 
multiple  de  180”.  D'ailleurs  la  latitude  est  boréale  ou  australe, 
suivant  que  siny  et  sinA  sont  de  même  signe  ou  de  signe  con- 
traire. 


Exemple.  — Appli(|uons  ces  formules  11  l’exeraide  donne  an 
n°  121.  Nous  avons 


= -h  59“7.o'32",55, 

j (lî" — (î')=-4-  4-  0.40,35, 
J J d" — 5 ) = — 3-2 . Sa . 1 5 ,80, 
= — 36  57.56,i5, 

et  pur  suite 


;-À'  = _ 4«57'58",o5, 

= 18.36.42 ,35, 

3)  =z  -h  55.29.38  ,5o, 
;{J'4-IÎ)  =-t-5i. 28.58,15, 


A = -2“2'i',33,  A'--f-84“49'4",07,  A”=: _ ,9''44',6^52, 

A — A'=-86»5i'  5", 40, 

J 

• r-t-JX  = -(-  3.  2.  4 >47> 

{ = — 56.18.28,08. 

Pour  trouver  y et  A,  on  devrait  employer  les  formules  (A)  de- 


Digitized  by  Google 


402 


ASTRONOMIE  SPHÊRIQDE. 


duilps  du  triangle  formé  par  le  |>ûle,  le  zénilh  et  la  premièi'e 
étoile;  mais  comme,  dans  ce  triangle,  certains  angles  sont  très- 
petits,  il  vaut  mieux  se  servir  du  triangle  qui  correspond  è la 
seconde  étoile,  et  par  conséquent  calculer  les  formules 


tang^'f  ■+■  /i) 


cos ;/) 
cosJ(f'—  p') 
sin  ; (/'—  p'  ) 
siii  //) 


tang(45°-t-  [S'), 
cot(45»-i-;j'). 


Nous  avons  iiiainlenant 


t — t -h  \ — 62"  22'  37", 02, 
//  A -i-  A"  - A'  -T  243 . 24 . 38 , 08. 

et  enfin 

Ÿ=  3o“4’23',73, 

h =z  149.1.45,58, 

ou,  en  prenant  pour  h l’angle  supplémentaire, 

//  = 3o“58'i4",42, 


valeurs  qui  s’accordent  parfaitement  avec  celles  trouvées  dans  le 
numéro  précédent. 


123.  Oémnnstrntinn  analytique  des  formules  de  CagnoH.  — 
D'après  les  formules  fondamentales  de  la  trigonoméiric  sphérique, 
nous  avons  pour  les  trois  éloiles  les  systèmes  d’équations 

I sin/i  = sin  y sini -t- cosy  cosJ  cos/, 

[а)  ■ cos/;  sin/j  =cosifsin/, 

I cos/;  cos/;  = siny  cosS  — cosy  sinô  cos/; 

I sin/;  =sinysin5'  eosy  cosJ’ eos(/ -H  i), 

(б)  ■ cos/;  sin/;' = cosy  sin  (/ -+- À), 

( cos/;  cos/;'  = siny  rosS'  — cosy  sinJ'  cos(/  4-  >.  ); 

I sin/;  = sin»  siniî"  4-  cosy  cosJ"cos(/ -h  i'), 

{;•)  - cosA  sin/;"=:  cosy  sin(/ 4- X'), 

( cos/;  Cüs/;"  --  sin  y coso"  — cosy  sino'cos(/  4-  l' J . 
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Dans  ces  équations  remplaçons  J par  ~[S  -t-  — S } 

et  S'  par  |(^  + S')  — 7(^  — J')i  et  retranchons  l'iine  «le  l'antre 
les  premièrés  é<|uations  «le  chacun  «les  systèmi’s  (fl)  et  (é),  nous 
aurons  [équation  (a)  «lu  n°  121] 

I O = siny  sin  J(^  — S')  cos|(J  -t-  3') 

(a)'  • 4- cosy  cos j(iî  — 3')  cos  4- J')  sin  jA  sin(/ -(-  ] 1) 

( — cosy  sin  I (3  — 3'  ) sin  J (3  4-  3*  ) cos  ] ï cos(r  4-  jÀ)  ; 

«le  même,  nous  «lé«luirons  des  troisièiDes  équations  de  chacun  des 
systèmes  (a)  et  {b) 

cos/i  sin-j(/>  — //)  sin  \{p  p) 

= 4-  sin  y sin  J (3  — 3')  sinj(3  4-  3*) 

4-  coS(f  cos  J (3  — 3')  sin  ] (3  4-  3')  sir.  [-X  sin  (r4-  ] X) 

4-  cosy  sin  j (3  — 3')  cos  j (3  4-  3'J  cos  ÿ X cos(r  -t-  | X)  ; 


mulliplions  l'équalion  (a)  par  cos [(3  4-  3'),  l'équation  (p)  par 
sin[(3  4-  3')  et  retranchons  les  équations  résultantes;  sfny  sera 
éliminé,  et  nous  obtiendrons 


I cos/i  cosi(3  4- 3')  sinj(/>  4-//)  sini(/>  — //) 

(7)  1 ( 

( =cosysin}(3  — 3 ) cosyX  cos(r  4- “)). 

En  retranchant  les  secondes  équations  des  deux  systèmes  (fl  ) 
et  [b),  il  vient 

(3)  cos/i  cos-5(//  4- y«)sinÿ(//  — p)  — cosy  sin  ÿX  cos(<  4-  -jX), 
d'oîi 

tang  i (//  4-  p)  — J-'  cot  ] X =:  lang  A"  ; 

par  la  combinaison  des  équations  correspondantes  des  groupes  (a) 
et  (c),  [b)  et  (c),  on  trouvera  les  formuh's  analogues 


tang](//'4-/^) 
tang]  !/>"4-y'') 


^n  ;(3"—  3) 
COSy(3"  4-  3) 
sin|(3"  — 3') 
cos -1 3 '4-  ê'j 


cot  ]X'=  tangA', 

f 

cotÿ(X.' — X)  = tangA  ; 


3.6. 
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4o4 

«■nfin,  ajoutons  les  secondes  équations  d<-s  systèmes  (o)  et  (i), 
nous  trouvons  la  relation 


( t)  cos//  sinj  {//'  -t-  //)  cos|(//  — /')  — ^os»  cos  J i sin  (r  + J i ); 

et  en  divisant  niemhre  à membre  les  cquations  (5)  et  f t\  nous 
obtenons 


lang(/ 


, _ îi2üfl; 

cos  j ( lî' 


J1 

3) 


col' f 


Ij'  — !>  — i(K—  A'). 


Après  avoir  ainsi  calculé  p et  t pour  la  première  étoile,  nous 
pourrons  trouver  y et  //  au  moyen  des  formules  obtenues  précé- 
demment à l'aide  des  analogies  de  Néper, 


'■"’rîiT  + ^')  = 

t.ing;(ç  — A) 


cosi(r  -t-  //) 
cos  J , r — p) 
sin  J (r  — p) 
sin  4 (r  -f-  p] 


cot  (45"  — 


tang(45"  — 


ïJ). 

;^)- 


IN'.  — Déteriiination  du  temps  et  de  la  latitude  par  l'observation 

DES  AZIMUTS  DES  ÉTOILES. 

121.  — Trouver  te  temps  par  l'observation  d'un  azimut.  — 
Nous  avons  montré  précédemment  comment  on  peut,  avec  la  dé- 
clinaison et  raziniut  d'une  étoile  ainsi  que  la  latitude  du  lieu 
d’observation,  calculer  l'angle  horaire  de  cette  étoile;  on  com- 
prend donc  que  si  la  latitude  du  lieu  d'observation  est  connue,  il 
suffit,  pour  obtenir  l'état  de  la  pendule,  de  noter  l'bcure  (|u'elle 
mangue  au  moment  où  , une  étoile  dont  les  coordonnées  sont 
connues,  atteint  un  azimut  déterminé.  Lorsque  l'observation  est 
laite  dans  le  méridien,  on  n'a  besoin  de  eonnaîtro  ni  la  latitude 
ni  la  déclinaison  de  l'étoile,  et  d'ailleurs,  la  variation  de  l’azimut 
étant  alors  maximum,  les  conditions  d'observation  seront  les 
plus  avantageuses  possibles. 

De  |>lus,  en  difTéreiitiant  l'équation 

cotA  sin/ = - cosy  tang^ -I- siny  cos/. 
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on  oblieni  (n°  36) 

cos/i  </A  = — sin  A sin  h ■+■  cosi  cosfi  dt  ; 
si  l’observation  est  faite  dans  le  méridien 

sin  A = O,  cosy^  = i, 


4o5 


Cette  équation  montre  que  dans  la  détermination  du  Icmps  à 
l’aide  d’observations  faites  dans  le  méridien,  on  doit  choisir  des 
étoiles  qui  soient  proches  du  zénith  au  iiiomenl  de  leur  passage 
au  méridien,  car  alors  f — S = o,  et  une  erreur  commise  sur 
l’azimut  n'a  aurune  influence  sur  la  détermination  du  temps. 

Actuellement  soient  a l’ascension  droite  d’une  pareille  élode  il 
U le  lemps  de  la  pendule  au  moment  de  son  passage  au  méridien  : si 
la  pendule  est  réglée  sur  le  temps  sidéral,  son  état  est  égal  à x — u ; 
si  elle  est,  au  contraire,  réglée  sur  le  temps  moyen,  on  converlit 
eu  temps  moyen  l’ascension  droite  de  l’étoile  donnée  par  les  Cata- 
logues, c’est-à-dire  le  temps  sidéral  de  son  passage  au  méridien, 
et  m étant  le  temps  moyen  ainsi  obtenu,  m — u sera  l’état  de  la 
pendule  par  rap|>ort  au  temps  moyen. 

Pour  des  étoiles  qui  ne  satisfont  pas  à la  condition  précédente, 
l'exaetilude  de  la  détermination  du  lemps  dépend  de  l’exactitude 
de  la  direction  adoptée  pour  le  méridien.  Dans  le  cas  où  l’erreur 
commise  sur  cette  direction  est  très-faible,  il  est  facile  d'en  ob- 
tenir la  valeur  par  l’observation  de  deux  étoiles  passant  au  méri- 
dien, l’une  près  du  zénith,  l’autre  près  de  l’horizon,  et  par  con- 
séquent de  trouver,  pour  l’état  de  la  |>endule,  un  nombre  tpii  en 
soit  complètement  indépendant.  Soit  en  effet  AA  l’azimut  dans 
lequel  l’étoile  a été  observée  et  que  nous  supposons  coïnciJer  à 
très-peu  près  avec  le  méridien  ; soient  © — ot  et  ©' — a'  les  angles 
horaires  des  deux  étoiles  aux  moments  des  observations  : ces  deux 
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angles  horaires  seront  du  nii^nie  ordre  de  grandeur  que  AA  . «?», 
d’après  ce  qui  prérède,  on  pourra  les  représenlcr  par  les  deux 
expressions 

sin(î  - lî)  sin(y  — 3')  , , 

^ û Aj  A A# 

coso  cosJ 

Or 

0 — Il  + àu,  e'=  «'-J-  A«; 


on  a donc  les  deux  équations 


a — U -h  à II 


sin(  f — 3) 
cos  J 


AA, 


. , sin  ( O — S'\ 

a’=  «'+  A« AA, 

cos  3 


qui  pourront  servir  à déterminer  à la  fois  Ah  et  AA.  Si  la  con- 
struction de  l’instrument  permet  d’observer  non-seulement  dans 
razimiit  aA,  mais  aussi  dans  l'azimut  i8o° -I-  AA,  il  convient, 
pour  déterminer  AA  avec  plus  d’exactitude  encore,  de  remplacer 
les  étoiles  précédentes  par  deux  autres  dont  l’une  soit  voisine  de 
l’équateur  et  l’autre  du  pôle.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  eoefficients 
de  AA  ont  des  signes  contraires  dans  les  deux  équations,  et  de 
plus  dans  celle  qui  est  relative  à la  circompolaire , ce  coefficient 
est  très-grand  en  valeur  absolue  (*). 

Exemple.  — A l’Observatoire  de  Bilk , avant  que  la  lunette 
méridienne  fût  exactement  dans  le  méridien,  on  avait  observé  les 
passages  suivants  au  fil  moyen  ; 

* Cocher 5*'6'"2"’,72 , 

P Orion 5.8.  1 2,  j i . 

Les  coordonnées  de  ces  deux  étoiles  étaient 

a = S"  5”  33*,  9.5,  3 = -+- 45”5o',3, 

«'=  5.7.  17,  33,  3'=  — 8.23,  1; 


(*)  Un  tiipposo  ici  que,  par  eonrlruction  mimr,  la  ligne  tie  collimation 
du  l'intlriinient  décrit  un  plan  vertical.  Le  ra>  où  celle  comlitioa  ne  ferait 
pat  remplie  aéra  traite  au  n*>  212  du  aecond  volunio. 
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d’autre  part,  la  lutilude  Je  Rilk  a pour  valeur 
f 5i"  i9.',5. 

Cos  nombres  introduits  dans  les  éijuations  précédentes  donnent 

— 54*,  47  = -i"  — 0, 1 34  33  A A, 

— 55,38  = A«  — 0,871 

on  en  déduit 

A«  = — 54*, 3o,  AA  = + i’,a3. 

125.  Trouver  te  temps  par  l'observation  de  la  disparition  d'une 
étoile  derrière  un  objet  terrestre,  ‘ — Olbersa  proposé,  pour  déter- 
miner le  temps,  une  méthode  simple  ipii  ronsiste  à observer 
l’époque  de  la  disparition  d’une  étoile  derrière  une  mire  verti- 
cale. Cette  mire  doit  être  placée  haut  et  loin,  de  telle  sorte  qu’elle 
puisse  être  aperçue  distinctement  dans  la  lunette  en  même  temps 
que  l'étoile,  et  qu’en  outre  la  disparition  de  l’astre  soit  instanta- 
née. La  Innette  employée  dans  ces  observations  doit  d’ailleurs 
conserver  toujours  la  même  position,  et  n’avoir  qu’un  faible  itms- 
sissement.  Supposons  que  d’autres  méthodes  aient  fait  connaître 
pour  un  jour  quelconque  le  temps  sidéral  de  l’occultation  de  l'é- 
toile par  la  mire,  ce  phénomène  devra  évidemment  arriver  les 
jours  suivants  au  même  temps  sidéral,  tant  que  la  position  de 
l’étoile  sur  la  sphère  céleste  n'aura  pas  changé  : dès  lors  l'obser- 
vation d’une  occultation  faite  un  autre  jour  donnera  immédiate- 
ment l’état  d’une  pendule  réglée  sur  le  temps  sitléral.  Mais  si  l’on 
se  sert  d'une  pendule  réglée  sur  le  temps  moyen,  on  devra  tenir 
compte  de  la  quantité  dont  le  temps  sidéral  avance  sur  le  temps 
moyen,  c’est-.Wire  de  l'accélération  des  fixes,  en  vertu  do  laipielle 
l’époque  de  l’occultation  de  l’étoile  avancera  chaque  jour  de 
3“  55*,  909  de  temps  moyen. 

Lorsque  l’ascension  droite  de  l’étoile  varie  seule,  le  temps  si- 
déral de  son  orcultaliun  varie  de  la  même  quantité,  puisque  la 
position  où  l’étoile  est  observée  correspond  toujours  au  même 
azimut,  et  par  suite  à la  même  hauteur  et  au  même  angle  horaire. 
Lorsque,  au  contraire,  la  déclinaison  varie,  l'angle  horaire  qui 
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correspond  A cet  azimut  détermine  change  chaque  jour,  et  r/A 
et  ihf  étant  tous  deux  nuis,  on  a,  d'après  les  formules  dilTeren- 
liellcs  du  n°  3C, 

ris  = cos/>  (■///,  coiSdt  = — iinprlh, 

OÙ  P est  l*anglc  parallaclique  ; cl*où 


fit 


coso 


Par  conséquent,  si  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  varient 
en  même  temps  des  quantités  A a et  ^S,  le  temps  sidéral  de  la 
disparition  de  l'étoile  derrière  la  mire  se  déduira  du  temps  déjà 
détermine  par  l'addition  de  la  quantité 


cos  J 


ExrMPLF..  — Olbers  avait  trouvé  par  d'autres  observations 
que  , le  6 septembre  1800,  l'étoile  $ Cottronne  disparaissait  a 
I i''23'"  t8‘,3  de  temps  moven,  ou  à 22'’ 26'"  2t  *,  78  de  temj>s 
aiiléral,  derrière  le  mnr  vertical  d’nne  tour  éloignée  dont  l'a/iiniit 
était  G.(°5G'2i",4.  Le  12  septembre,  il  observa  sa  dispainlion  à 
io'’49"‘ 2i*,o;  or,  ce  phénomène  devait  avoir  lieit,  en  temps 
moyen,  à 

1 1''  23"”  18',  3 — 6 ;<  3"*55‘,909, 
ou 

10*' 59™  42’,  9; 


par  rapport  au  temps  moyen,  l'état  de  la  pendule  était  donc 
’ -H  10'"  21  *,9. 


En  otttre,  du  6 septembre  1800  au  6 septembre  t8oi,  on 
avait 

Aa  = -4-  ,0  , ~ — t 3*',  2 ; 


et,  puisque 

/)=37“3i',  J = -t- 26°4i' F 
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nous  trouvons 


cos^ 


àS  = — 


1 1",  35  ; 


4°9 


|j  correction  complèle  est  donc 

4- 53',  35  ou  3‘,5t>. 

I 

Par  conséquent,  le  6 septembre  i8oi,  la  disparition  de  l'étoile 
devait  avoir  lieu  à aa'*  26”'25‘,  34  de  temps  sidéral  { *) . 


126.  Trouver  la  Irilitiitle  par  robservalinn  tirs  azimuts.  — 
Observation  d'une  étoile  eonnue.  — Quand  on  connaît  le  temps, 
il  est  facile  de  trouver  la  latitude  par  l'oltservation,  faite  dans  un 
azimut  déterminé,  d'une  étoile  dont  la  position  est  connue.  On  a, 
en  elTet,  l'équation 


cot  A sinr  = — cosf  tangJ  -t-  sinç  cos/, 
qui  donne,  après  différentiation. 


sin A dt 


: — cot  />  dA  + 


cos J cos  P 
sin  /i 


dt  ■ 


smp 
sin  h 


On  voit  donc  que,  pour  déterminer  le  plus  exartement  possible 
la  latitude  par  l’observatinn  des  azimuts,  on  doit  faire  ces  obser- 
vations dans  le  voisinni’e  du  premier  vertical,  puisqii'alors  sin  A 
est  maximum.  De  plus,  il  convient  aussi  de  choisir  une  étoile  qui 
passe  près  du  zénith  du  lieu  d'observation,  car,  dans  ce  cas, 
les  coelTîcients  de  dAel  dt  sont  très-petits;  en  efl'ct,  en  reinT 
plaçant  cos^  cosp  par  la  valeur 


cos^ cosp  = sin^  cos/i  -f-  cosf  sin/t  cosA,  * 

il  devient  évident  qu'au  zénith  les  erreurs  commises  sur  l'azimut 
elle  temps  n’ont  aucune  influence;  mais,  puisque  sinp  = i,  une 
erreur  commise  sur  Ih  valeur  de  la  déclinaison  adoptée  produira 
alors  sur  la  latitude  une  erreur  d'importance  à peu  prés  e^ale. 


(*  ) Dt  Zacz.  — Monalliehe  CorrespomUntf  vol.  Ut,  p.  ta')  et  suiv. 
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On  observe  tlcux  étoiles  différentes  ou  deux  fois  ta  mdmc  étoile. 
— Quand  on  n’observe  qii'iine  seule  étoile  dans  un  azimut  déter- 
miné, il  faut ronnaître  cot  azimut  lui  même;  niais,  avec  deux  ob- 
servations d’étoiles  dilTérentes,  il  en  est  autrement.  On  a,  en  effet, 
les  deux  équations 

1 cot  A sint  = — C0S9  tango  -1-  sinscost, 

(a)  ' 

( cotA'  sint'  = — cosf  tangj'  -f-  siny  cos/'  ; 

en  multipliant  la  première  par  sin/',  la  seconde  par  sin/,  on  ob- 
tient 


sin/sin/' 


sin  (A'  — A) 
sin  A sin  A' 


= cosç ( langiî'  sin  / — tang^  sin/')  -t-  sin/sin  ( /'  — /), 


COS 

i sin/  = cos/i  sin  A , rosi'  sin/'  = cos/i'  sin  A' , 

on  a 

/ cos/i  cos/i'sin  (A' — A) 

(i) 

1 cosif  (cosiî  siniî'  sin/  — sinô  rosi'  sin/') 

( -t- siny  sin  (/'  — /)  cosiî  cos^'. 

Posons 

(A) 

1 siri(iî' -t- ^)  sin  4(/' — /)  = /wsinM, 
( sin(iî' — ^)cosj(/'  — /)=/;;cosM, 

puis  multiplions  la  première  de  ces  équations  par  cos  J (/'  -4-  /),  la 
seconde  par  sin  }(/'-!-  /),  et  retranchons  ensuite  la  seconde  de  la 
première,  nous  aurons 

m sin[i  (/'  -f-  /)  — M]  = sini'  coaS  sin/  — cosS'  sino  sin/'; 

multipliant  au  contraire  la  première  éiptation  par  cos-j(r' — /),  la 
seconde  par  sini{/'-^  /),  et  relrancliairt  ensuite  lu  première  de 
la  seconde,  on  aura 

m sin  [ ÿ (/'  — /)  — M]  = — sin  S cosâ'  sin  (/'  — /)  ; 


Digitized  by  Coogle 


DËTERHIKATION  DU  TEMPS  ET  DE  LA  LATITUDE.  4'* 
l’équation  (b)  peut  donc  s’écrire 


cos  A cos  A'  sin  (A' — A)=  -f-  w cos^  sin[  f'-l-  r)  — M] 

— m sinf  sin  (/'  — /)  — M ]cot  J. 


Si  maintenant  on  suppose  que  les  deux  étoiles  ont  élé  observées 
dans  le  même  azimut  nu  dans  des  azimuts  qui  différent  de  180°, 

sin  'A'  — A)  = o, 

et  par  suite 


(B) 


sin[  -I-  r)  — M] 

lange  , T Iang^. 

sinl^if'— f)  — M] 


II  n’est  donc  plus  nécessaire  de  connaître  Tazimut  dans  lequel 
l’observation  a été  faite;  mais  les  formules  (A)  et  (B)  permettent 
de  calculer  la  latitude  à l'aide  de  la  déclinaison  de  chaque  étoile 
et  de  l’heure  A laquelle  elles  ont  élé  observées.  Quand  on  a ob- 
servé deux  fois  la  même  étoile,  on  obtient  des  formules  l>eau- 
coiip  plus  simples  encore;  dans  ce  ras  en  effet  on  a,  d’après  la 
seconde  des  formules  (A),  M = f)o“,  et  il  vient 


(C) 


tangî  = 


cos|(/'-t- 

COS  t(/'  — 


Équation)!  différenticlUs.  — Dans  le  ras  général  où  l’on  a ob- 
servé deux  étoiles  dans  des  azimuts  differents,  les  équations  dif- 
férentielles sont 

cos/i  (/A  = sin/>  <1^  H-  cosiî  cos/j  Ut  — sin  A sin  A Uq, 
cosA'rf  A'=  sin//^/J' coiS' coip' ilt' — sinA'sinA'tf^; 

d’où,  en  multipliant  la  première  é([uatihn  par  cosA',  la  seconde 
par  cos  A,  et  retranchant,  on  obtient  l'équation  suivante,  où  ligure 
la  différence  des  azimuts, 

co^ArosA'r/(A' — A) 

= — cos  A'  cosiî  coip  Ut  -I-  cos  A cosi'  cosp'  Ut' 

— (sin  A'  cos  A sin  A'  — sin  A cos  A'  sin  A)  Uq 
-t-  cos  A sin  p' US'  — rosA'sin;^  rfd. 
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Supposons  A' = i8o'’‘+--'A;  remplaçons  en  outre 
cos  £ coip  et  coiS'  cuip'  par  les  valeurs 
cos<7  cos  P = sin^  cos  A + cosf  sin  A cosA  , 
cosi'  cmp'=  sinç  cos/i'  — cosv  sin/i'cosA, 
dt  et  dt'  par  • 

dt  = + //  ( A « ) , tW  = du'  + d ^\u)\ 

due\.  du'  étant  les  erreurs  romuiiscs  sur  l’observation  des  temps 
des  passages,  d[\u)  l’erreur  dont  est  afîecté  l’étal  de  la  pendule, 
nous  iransfurinerons  cette  écpiation  connue  il  suit  : 


sin  A</«  — cos  If  cos  Ar/(A«) 


cos A cos  A' 


sin  A A'  ) 
cosf  cos  A 


— [rf(  A'  — A)  — sinç  rf(«'  — u)] 

( sin  A eosA'  du  -(-  sin  A'  cosA  du' j 


sin  (A  4-  A') 
sin/<cosA'  sin// cosA 

sin  (A  4- A')  ^ sin  (A  4- A'J  ^ 


Nous  voyons  donc  qu'il  y a tout  avantage  à o(>server  les  étoiles 
dans  le  premier  vertical.  Dans  ce  cas,  le  coefficient  de  est  maxi- 
mum, et  les  coefficients  de  du,  du'  et  rf(Au)  sont  nuis;  de  sorte 
que  la  différence  des  erreurs  des  temps  observés,  les  erreurs  de 
déclinaison  et  la  différence  de  A'  — A avec  i8o“,  influeront  seules 
sur  le  résultat.  Dans  le  ras  où  l'on  a observé  la  même  étoile  dans  le 
premier  vertical  à l'est  et  à l'ouest,  on  a 


A = A'  et  sin/)'=  — sin/>. 


d’où 


f/f  = |cotA[f/(A'  — A)  — sin<pr/(u'  — «)]  -+- 


et,  puisque  (n°  5's) 


il  vient 


. , sini?  cos  s 

sinA  = -: — « sin«=r Tl 

sinif  cos  s 


= i cotA  [rf  ( A'  — A)  — siny  rf(u'  — “)]-+-  dS. 
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Cette  équation  montre  qu’il  est  prérérable  d’observer  des  étoiles 
zénithales,  car  alors  cot/i  est  très-petit,  et  les  erreurs  de  A' — A 
et  de  «'  — « n’ont  sur  le  résultat  qu'une  très-faible  influence; 
d'ailleurs,  puisque  la  déclinaison  d'une  étoile  traversant  le  mé- 
ridien au  zénith  est  égale  à f , le  coefücient  de  dS  est  alors  égal  à 
l’unité;  l’erreur  de  la  déclinaison  subsiste  donc  tout  entière  dans 
le  résultat.  Par  suite,  si  l'on  ne  cherche  que  la  différence  des  la- 
titudes de  deux  lieux  assez  rapprochés  pour  que  la  meme  étoile 
satisfa.sse  dans  les  deux  lieux  aux  conditions  précédentes,  on  ob- 
tiendra, avec  cette  méthode,  une  valeur  de  la  différence  de  lati- 
tude entièrement  débarrassée  de  l’erreur  de  déclinaison  {*). 

Exemple.  — L’étoile  ^ Dragon  passe  très-près  du  zénith  de 
Berlin.  On  l'a  observée  à l’Observatoire  avec  un  instrument  de 
passage  établi  dans  le  premier  vertical.  L’intervalle  des  temps  du 
passage  au  fil  moyen,  à l’est  et  à l’ouest,  a été  trouvé  égal  à 


d’où 


34'"  43*.  5, 


~{t'  — / ) = 4"  20'  26",  z5  , 


de  plus 


S = 52°  25' 26",  77  ; 


puisque  l'observation  a ’ été  faite  dans  le  premier  vertical , 
f*  -t-  r = O,  et  la  formule  (C)  donne,  pour  le  calcul  de  la  latitude, 
l’équation 


tangf 


tang  j 

cos  j (f'  — /) 


(•*)• 


d'où  l’on  déduit 


y = 52° 3o'  i3",o4  ; 


(*)  On  suppose  ici  que  Pinsirument  des  passages  est  »oiri»umment  bien 
établi  pour  que  la  ligne  de  collimation  décrive  un  plan  vertical.  Dans  le 
cas  où  il  n'en  serait  pas  ainsi,  roir  le  26  du  second  volume. 

(*  *)  Cette  formule,  qui  convient  h des  observations  faites  dans  In  premier 
vertical,  peut  s'obtenir  directement  par  la  considération  du  triangle  rectangle 
formé  par  le  pdic,  lo  zénith  et  Pétoile, 
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enfin,  la  formule  dirrérentielle  est 

rfy  = -t- 0,023 10  [(7  (A'  — A ) — o,7934rf(«' — «)]  -t-o,99925rf#. 

127.  Trouver  le  temps  par  l’observation  de  deux  étoiles  dans  le 
même  vertical.  — Quand  on  connaît  la  latitude  du  lieu  d’obser- 
vation, on  peut  trouver  le  temps  au  moyen  des  observations  de 
deux  étoiles  faites  dans  le  même  vertical. 

En  effet,  l’équation 


(A) 

sin[i(r'-t-r)- 

-0- 

OÙ 

/ = U -1-  An 

— a , /'  = u'  -t-  Au 

et 

m sinM  = 

sin  {S'  -t-  J)  sin  j(/'  — 

0, 

m cosM  =; 

sin  (o'  — i)  cos  J-(l'  — 

permet  de  trouver  t'  + t,  et  par  suite  t'  et  t,  puisque  l’on  con- 
naît l’intervalle  t'  — t des  deux  observations  exprimé  en  temps 
sidéral . 

L’équation  différentielle  trouvée  au  n°  124  montre  que,  pour 
déterminer  le  temps  au  moyen  d’observations  azimutales,  il  con- 
vient de  faire  les  observations  au  voisinage  du  méridien,  car 
alors  le  coefficient  de  rfy  est  minimum,  tandis  que  celui  de  rf/est, 
au  contraire,  maximum. 

Cés  observations  permciicnt  aussi  de  déterminer  l’azimut  lui- 
méine  ; on  a,  en  effet, 

ens^  sin  t . 

tang  K—  . , ^ T 1 

— cosy  sind -t- siny  coso  cosr 

et  en  éliminant  tangJ  entre  celte  équation  et  la  suivante 


il  vient 
sin  y tang  A == 


sin[i(/' t)  — M] 


sintsinfi(f'.-f- r)  — M] 

— sin[  j(/'  ) — M ] -t-  eos/  sin[  i(t'  -t-  /)  — M]  ’ 
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enfin,  en  remplaçant  •;(/'  — /)  — M par  ~^t)  — M — t , on 
obtient  facilement 


(B) 


tang  A 


iang[  ;(/'  + /)  — M) 
sin  f 


La  formule  (A)  peut  encore  servir  à trouver  le  temps  sidé- 
ral oit  les  deux  étoiles  sont  à lu  fuis  dans  le  même  vertical.  En 
effet , supposons  que  les  époques  des  'deux  observations  soient 
les  memes,  c'est-à-dire  u =.  dès  lors 

t'  — r = a.  — a' , 


et  cOiTime  avec  la  formule  (.\)  on  peut  calculer  t'  et  t,  on  aura 
le  temps  sidéral  cherché  par  l’une  des  deux  relations 

/ = e — a,  r'=  e — a'. 


Exemple.  — Au  commencement  de  1849  les  positions  des 
étoiles  Véga  et  Altaïr  étaient 

Vega....  a = i8'‘3r"4;‘, 75,  J = -h  38" 38' Sa', 2, 
Altuir...  a' ig.43  . a3 , 43>  i' = ■+■  828.30, 5. 

On  U donc 

— i*'i  laisses  = — i7»53'55",2; 

en  prenant  pour  f ( latitude  de  Berlin)  la  valeur  52"3o'i6",  on 
obtient 

M = 1 92"  55' 53",  o, 
i(r'-r)  - M = i58.  7.  9,4, 


d'où  l'on  déduit 

i{r'-p  _ M = + 142» 35'  38",6, 
•i(<'  + 0 = — a4-’B.28,4, 
= — i'‘37'"53‘,9, 

et  par  suite 

I— — i’*2‘“6*,i,  i'=  — 2'"  i3"'4i*,7. 
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A la  latiluilc  de  i6",  les  deux  étoiles  se  trouvent  donc  dans 

le  même  vertical  an  temps  sidéral  i 

0 = |r>-7.y'»42‘. 

Ainsi  en  notant  l’instant  on  deux  étoiles  quelconques  sont  dans  nn 
même  cercle  vcilical  (il  snflit  pour  cela  d’observer  leur  disparition 
derrière' un  fd  à plondi),^et,  d'antre  part,  en  calculant  ce  même 
instant  an  moyen  des  forninles  précédentes  et  des  valeurs  connues 
des  coordonnées  des  étoiles  et  de  la  latitude,  on  peut  obtenirj  au 
moins  approximativement,  l'état  de  la  pendule.  Il  sera  coni/nude 
de  prendre,  |M)ur  l’une  des  étoiles,  la  Polaire,  dont  le  mouvement 
lent  rend  l’observation  plus  facile.  ' 

licmnr^ue.  — ConMiltcr,  sur  ta  driei  minatiori  des  laiitudrs,  1rs  Mémoires 
dr  M,  Y vos  A'iLLASérAé:  Sur  tu  ilrtei  minatinn  drt  topgiludft,  lalituâri  et  ati- 
mutj  terrtstrrSf  insrroA  dans  1rs  Aimules  de  t'Obicivatoiee  impdriut,  t.  VIII 
el  I\. 

V.  — Déter.siixatiu.\  ne  la  uifférexce  des  longitudes  gèogiUpiiiques 

DE  DEUX  LIEUX. 

128-  Détrrminatinn  de  ta  différence  des  longitudes  de  deux 
lieux  par  l'observation  de  phénomènes  vus  simultanément  de  cha- 
cun d'eux.  — Si,  au  meme  instant  physique,  nn  connaît  les 
heures  de  deux  lieux  différents  de  la  surface  de  la  terre,  on  sait 
quel  est  au  même  instant,  pour  chacun  de  ces  lieux,  l'angle  horaire 
de  l’équinoxe  du  printemps.  I.a  differente  de  ces  deux  angles 
horaires,  c'est-à-dire  la  difiérence  dius  temps  observes  au  même 
instant  en  ces  deux  lieux,  mesure  l’arc  d’équateur  compris  entre 
chacun  d’eux,  ou  la  différence  de  leurs  longitudes  géographiques. 

Comme  le  mouvement  diunrc  de  la  sphère  céleste  est  dirigé  de 
l'est  à l’ouest,  un  lien  quelconque  est  nécessairement  situé  à i 
l’ouest  de  tout  autre  lieu,  dont  l'heure  est  au  même  instant  su- 
périeure à la  sienne;  il  est  à l’est  dans  le  cas  contraire.  En 
Astiononiie,  on  prend  ordinairement  comme  premier  méridien, 
c'e,st-à-dire  comme  méridien  à partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes, le  méridien  d'un  observatoire  important,  celui  de  Paris 
ou  de  Greenwich,  par  exemple;  en  Géographie,  au  contraire,  les 
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longihiiles  se  coinpiuiont  aiilriTuis  n p.irlir  du  méridien  de  l'ile  de 
Fer  dont  la  longitude  est  de  2u"o'  ou  i**2o'“  à roiiesl  de  Paris, 

Emploi  tics  phénomcncs  astronomiques.  — Pour  obtenir  en 
deux  lieux  dirféM'ents  l'indication  d'un  inc'inc  instant  plivsi(|ue, 
tantôt  on  se  sert  de  signaux  artiliciels,  inniôt  on  observe  un  pliéno- 
mène  astronoinitpie  aj>paraissant  au  luêine  instant  en  tous  les  lieux 
de  la  Terre.  Parmi  ces  pliénomènes  nous  plaçons  en  preniièie 
ligne  les  éclipses  de  Lune.  Une  édipse  de  Lune  étant  produite 
par  l’entrée  de  la  Lune  dans  le  cône  d'ombre  de  la  Terre  et  le 
temps  (|u'emploie  la  lumière  à parcourir  le  rayon  de  la  Terre  étant 
tout  à lait  insensible,  le  couunenreinent  et  la  Hn  d'un  pareil  pbe- 
noniène,  tout  aussi  bien  tpie  l'entrée  et  la  sortie  d'une  tacbe  dé- 
terminée de  la  Lune,  seront  vus,  au  même  instant  pbysitjue,  de 
tous  les  points  de  la  Terre.  Il  en  est  absolument  de  même  pour  les 
éclijisi's  dts  satellites  de  Jupiter. 

Ces  pliénomènes  seraient  d'un  usage  très-commode  pour  déter- 
miner les  différences  de  longitude,  ipii  seraient  égales  aux  diffé- 
rences mêmes  des  temps  observés  en  divers  lieux  de  la  Terre,  si 
leurs  observations  |Miuvaient  se  faire  avec  une  très-grande  exac- 
titude. Slais  sur  la  surface  de  la  Lune  l'ombre  de  la  Terre  est 
toujours  mal  définie,  et  les  erreurs  d'observation  peuvent  atteindre 
une  minute,  et  même  davantage. 

De  même  l'immersion  oit  l’eiiiersion  des  satellites  de  Jupiter  n'est 
jamais  instantanée;  l'observation  île  ces  pliénomènes  n'est  donc  ja- 
mais d'une  précision  pai faite:  c'est  poiiripioi  ils  ne  servent  actuel- 
lement presque  plus  à la  solution  du  problème  qui  nous  occupe. 

Si  l'on  voulait  employer  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  il 
serait  absolument  nécessaire  qu'en  cbaeiin  des  deux  lieux  les  ob- 
servateurs fussent  munis  de  lunettes  de  meme  puissance  et  qu'ils 
observassent  un  nombre  égal  et  très-grand  d'immersions  et  d'émer- 
sions; ils  devraient  d'ailleurs  se  borner  au  |ircmier  satellite,  dont 
le  mouvement  autour  de  Jupiter  est  très-rapide,  et  prendre,  pour 
diffeieiiee  des  longitudes,  la  moyenne  arithmétique  des  différences 
ainsi  obtenues;  mais,  malgré  toutes  ces  précautions,  il  n'y  aurait 
pas  lien  d'espérer  olitenir  ainsi  une  très-grande  exactitude. 

Benzeiiberg  a projiosé  de  faire  servir,  à la  détermination  des 
I.  27 
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longilmles,  l'observalion  de  l.i  disparition  des  étoiles  filantes.  Ces 
jiliénomènes  peuvent,  en  el'fet,  éire  observés  très-exacleiiienl ; 
niais  ils  ont  eel  ineoiivéïiieiil,  tpi 'on  ne  sait  jamais  à l’avanee  à 
cpiel  instant  et  à rpiel  endroit  du  ciel  une  étoile  filante  apparaît. 
Eùl-on  même,  en  deux  lieux  difféients,  (d)Servé  nn  grand  nombre 
d’étoiles  filantes,  cpielqiies-nnes  seulement  d'entre  elles  seront 
identiques  dans  les  deux  lieux;  en  outre  pour  s’assurer  île  leur 
identité,  il  faut  déjà  eonnaître  approximativement  la  différence 
de  longitude  des  deux  lieux. 

Emploi  tic.i  signnnx  inlificirls.  ■ — La  méthode  des  signaux 
artificiels,  comme  l’explosion  instantanée  d’nn  las  de  pondre, 
permet  d’obtenir  la  différence  de  longitude  avec  une  grande  pré- 
cision. Bien  que  celle  inelliode  ne  soit  directement  ajiplicablc  que 
pour  des  lieux  dont  la  distance  ne  dépasse  |ias  dix  milles,  il  est 
neanmoins  possible,  par  la  eonibinaison  d’un  grand  nombre  de  si- 
gnaux, de  déterminer  de  celte  manii're  la  différence  de  longitude 
de  lieux  irès-éloignés.  .Soient,  en  effet,  A et  B les  deux  stations 
dont  on  vent  déterminer  la  différence  l de  longitude,  et  soient 
A|,  A,,A„.  . . nn  certain  nombre  de  stations  intermédiaires  dont 
les  différencr'S  inconnues  de  longitude  sont  Z,,/,,/,,...,  Z,  désignant 
la  différence  des  lo.igitudes  de  A,  et  A,  Z,  celle  de  A,  et  A,,  et 
ainsi  de  suite. 

Supposons  qu’aux  stations  A,,  A, , A,,.. . on  ait  donné  <les  signaux 
aux  époques  Z,,/,,/,,.  . . (temps  de  ces  lieux);  à la  première  sta- 
tion A on  ne  voit  le  signal  donné  en  A,  qu’au  tcm|isz, — Z,  = 0; 
à la  station  A,  on  l’aperçoit  an  lem|is  Z,  -|-  Z,  = 0,  ; de  même 
robscrvatcur  jilacé  en  A,  voit  le  signal  donné  en  A,  au  temps 
Z, — Zj=  0,,  et  celui  qui  est  placé  en  A,  voit  le  même  signal  au 
temps  z,-t-  Z,=  0 Or,  si  la  dernière  station  auxiliaire  est  de- 

signée par  A„_,,  la  somme 

Z|  -I-  Z, -I- . . . -t-  Z„ 

représente  la  différence  cherchée  Z des  longitudes  des  deux  sta- 
tions extrêmes,  on  a donc 

Z=(0,  — 0)-l-(0j  — 0i)-4-  (01  — 0, 

OU 

/ = 0,-1  — (0,-,—  0.-,)  — . (0,—  0,)  — 0. 
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Ainsi  tonte  Héterniinalion  altsoUie  du  temps  faite  dans  les  sta- 
tions intermédiaires  où  les  signaux  ont  été  oltservés  est  inutile;  il 
suffit  de  eonnailre  la  marche  de  chaque  pendule.  Aux  deux  stations 
extrêmes  seules,  dont  on  veut  déterminer  la  différence  de  longi- 
tude, une  détermination  très-exacte  du  teni[)s  est  indispensable. 

Au  lieu  de  se  servir  comme  signal  de  l’explosion  de  la  poudre, 
il  est  plus  commode  d’emplover  V héliolrnpe,  instrument  inventé 
par  Gauss,  qui  permet  de  réfléchir  les  rayons  sidaires,  dans  une 
direction  cpielconque,  à de  grandes  distances.  L’héliotrope  étant 
dirigé  vers  l’autre  station,  on  obtient  un  signal  instantané  en  dé- 
couvrant l’appareil. 


Dôterminution  des  Inngitndes  par  ht  méthode  chronométrique. 
— La  dilfércnce  des  longitudes  de  deux  lieux  peut  aussi  cire 
obtenue  en  transportant  d’un  lieu  dans  l’autre  un  bon  chrono- 
mètre, et  en  déterminant  pour  chaque  station  l'état  et  la  marche 
du  chronomètre.  Kn  effet,  soit  An  l’état  du  chronomètre  ù la  pre- 
mière station,  et sa  marche  diurne,  l’état  du  chronomètre 
dt 


après  a jours  sera  Ah 


a Supposons,  par  exemple,  qu’à 


une  époque  u'  séparée  par  a jours  de  l’époque  de  la  première 
observation.  Ah'  soit  l’état  du  chronomètre  déterminé  à la  se- 
conde station,  et  désignons  par  l la  longitude  orientale  de  ce  lieu, 
nous  aurons 

, , f/  A H , 

f£  — / -f-  A tt  "4”  f!  — T““  — fl  A //  ÿ 


d’où 

<•/  A H 

l z=  à U -h  a — Au. 

dt 


On  a supposé  ici  que,  dans  l’intervalle  des  deux  observations, 
le  chronomètre  avait  toujours  conservé  la  même  marche;  mais,  en 
réalité,  ce  cas  sc  présente  très-rarement,  ou  plutôt  il  n’en  est 
jamais  ainsi;  il  faut  donc,  pour  que  cette  méthode  donne  des  ré- 
sultats exacts,  ne  pas  se  contenter  d’un  seul  chronomètre,  mais 
en  transporter  un  nombre  aussi  grand  que  possible  et  prendre  la 
moyenne  des  différents  résultats  obtenus  à l’aide  de  chacun  d’eux. 

27. 
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Celte  mi'lliodc  a servi  à détcmiincr  la  diffêri  nce  de  Inngilndo.de 
differenis  obsvrvatüiros,  par  exciiijile,  ceux  de  Crecnwii  h et  de 
Püuikowa  (*).  . 

C’est  aussi  la  uiélliode  employée  en  mer  : on  se  sert  d’un  rliro- 
nomèlre  iloiil  IVlat  et  la  marche  ont  été  déleriiiinés  avant  le  dé- 
part par  rapport  au  temps  d'un  port  (luelcoïKjue,  le  temps  en 
mer  étant  donne  par  la  hauteur  du  Soleil. 

129.  Délcrni  ilia  lion  île  la  differenre  des  longitudes  par  te  télé- 
graphe clcrniijiia.  — La  méthode  la  plus  commode  de  détermi- 
nation des  longitudes  repose  sur  l’emploi  du  télégraphe  éle<  tri(|uc. 
Les  pendtdes  des  deux  stations  peuvent  être  comparées  an  moyen 
de  signaux  télégraphitpies;  l’observation  de  ces  signaux  se  faisant 
de  lu  même  manière  <|uc  les  précédents,  il  n’y  aurait  rien  à ajouter 
à ce  que  nous  avons  dit.  Mais  la  méthode  peut  être  envisagée  à 
un  autic  point  de  vue  et,  à cet  égard,  nécessite  d’assez  longs  dé- 
veln|)jK'mcnts.  La  dilférence  des  longitudes  des  deux  stations  est 
évidemment  le  temps  nécessaire  .à  une  étoile  pour  passer  du  mé- 
ridien d’une  de  ces  stations  au  méridien  de  l'autre  L'em|)loi  du 
ihionographe  permet  d’en  effectuer  la  mos.irc  avec  une  très- 
grande  exactitude. 

Description  du  rhmnographe.  — Le  chronographe  consiste 
essentiellement  en  nn  cylindre,  sur  lequel  est  enroulée  une  feuille 
de  papier,  et  (pi'on  mouvement  d'horlogerie  fait  tourner  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  son  axe.  Un  stvUl  se  meut  lente- 
ment dans  une  diicclion  perpendiculaire  à celle  du  mouvement 
du  papier,  de  manière  à occuper  sur  celui-ci  une  position  diffé- 
rente à ehacpie  révolution  dn  cylindre.  Si  les  mouvements  du 
cvlindre  et  du  stylet  sont  uniformes,  celui-ci  décrit  une  hélice 
qui  se  Iransforinc  en  un  système  de  ligues  |)arallèles  sur  la  feuille 


(*)  l'oir  pour  plat  de  Jêtails  : 

chronomètriffue  exécutée  par  ordre  de  Sa  Majesté  VKm- 
prrrur  Sicolas  i*' , pour  la  drtrrnutiation  de  la  lonpitudr  fcost  aphttjue  relative 
de  rOhservatoirr  centt al  de  ( .Saint-PéliTfb'nirjf,  ■8  il): 

Expédition  rxrruird  under  prqfessor  yftrj  tu  di  ternitne  the  longitude  of  Va- 
lentia  '^Appendtx  ia  the  Grcenwich’s  observations  of  ). 
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<le  pnpier  diToiiIre.  Le  slylrt  est  en  outre  relié  à un  élcclro- 
aiinanl,  de  telle  sorte  ipic  si,  h un  instant  donné,  le  eoiirant  est 
interrompu,  rarmatnre  de  l'aimant,  ramenée  en  arrière  par  un 
ressort,  soulève  le  stylet  ipii  cesse  de  loucher  le  papier  cl  y laisse 
'un  espace  blanc.  Supposons  «lès  lors  «pie  le  «■ourant  excitateur 
de  l’étcctro-aimant  traverse  une  pendule,  et  «pie,  par  un  mé- 
canisme ipielrumpic,  il  soit  interrompu  à rhaipie  «)S«-illalion  du 
balancier,  clia«pie  sec«inile  delà  pendule  sera  r«'prés«‘ntée  sur  la 
feuille  «le  papi«’r;  iuia"in«ins  «l’ailleurs  «juc  la  «Inii'C  «l'une  révo- 
lution du  cyllmlie  s«iit  «le  i minute,  on  tiamvcra  sur  la  feuille  de 
papier  une  série  «le  lignes  «huit  chacune  sera  «livisee  eu  (io  parties, 
et  telh'S,  «pic  1rs  signes  correspondant  aux  mêmes  secondes  dans 
les  «liffércntes  minutes  forment  r«mime  une  suite  «le  lignes  paral- 
lèli'S  entre  elles  « I perpendiculaires  à celles  «pie  tra«-e  le  stylet.  Le 
circuit  étant  «r.ilioni  ouvert,  fermons-le,  lors  «l’une  minute  déter- 
minée, avant  le  battement  de  la  seconde  o : le  premier  signe  de 
seconde  inaripié  sur  le  jiapier  corresp«)iulra  il  celle  si'Comle  de  la 
pendule,  et  il  sera  très-fai  ile  de  savoir  quelle  «’St  la  seconde  de 
la  pemliile  «jiii  corri'Spond  à un  signe  qiieleompie. 

Siipjiosons  «pie  le  courant  traverse  en  outre  une  c/ç/'('),  et 
qu’il  un  instant  qiieh  onque  on  donne  un  sign.il  au  moyen  «le  cette 
clef;  il  en  résultera  sur  la  feuille  de  papier  un  trait  blanc,  «pii  se 
distinguera,  par  sa  position  et  sa  longueur,  «les  si,, nés  de  seconde; 
et  en  mesurant  la  «lislance  qui  le  sépare  «lu  signe  «le  seconde  le 
plus  voisin,  «in  aura  avec  une  grande  exactitude  le  temps  de  la 
pen«lule  «pii  ctirresptmd  à l’envoi  du  signal. 

Emploi  lia  chrnnngrnphc.  — Mt'-lhodc  des  signan  t d’étoiles.  — 
A l’une  «les  stations,  A par  exemple,  se  trouvent  la  pendule  et  le 
chronngraphe,  « t à chaque  station  au  voisinage  «l’un  instrument 
des  passages,  et  ii  portée  de  l’observateur,  est  «lisp(>s«'e  une  clef. 
Un  courant  l'ieclriipie  traverse  cet  cnseinhle.  En  chacune  des 
deux  stations  A et  B,  les  observateurs  dunnent  un  signal,  au 


(*)  Colle  etef  o«t  i»n  appareil  anatn;»iio  an  iranîpnlaleiir  du  Irlôgraphe 
«le  Moïse;  mais  rite  c.t  construite  «te  manière  h interruiopre  le  couroni 
quami  on  appuie  sur  ta  touche. 
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moyen  <le  la  clef,  .m  inomenl  même  ofi  une  étoile  (lélerminée 
passe  clerrière  cliaeun  des  fils  de  l'instrument,  signal  cpie  le  cou- 
rant inscrit  sur  le  clironographe.  La  diffcrcnre  di-s  temps  d’ob- 
servation mesurée  sur  le  papier  et  corrigée  de  la  marclie  de  la 
pendule  pendant  l’intervalle  des  deux  observations,  ainsi  que  de 
la  quantité  dont  chaque  instrument  s’écarte  du  méridien,  est  la 
diflércnce  des  longitudes  îles  deux  stations. 

Mais  un  courant  élcclriipie  qui  traverse  un  circuit  de  grande 
longueur  est  souvent  de  faible  intensité,  surtout  si  la  ligne  n’est 
pas  en  parfait  étal;  dans  ce  cas  on  ne  fera  pas  agir  directement, 
sur  réleriro-aimant  du  cIironogra|die,  le  courant  principal  qui 
passe  par  les  clefs  des  deux  observateurs,  mais  on  lui  fera  seu- 
lement traverser  un  relais  qui  ouvrira  et  fermera  le  courant  d’une 
pile  locale  destinée  à agir  sur  cet  éleclro-aimant. 

Souvent,  à cause  de  la  conlusion  qui  peut  exister  entre  les 
signes  de  seconde  et  les  signaux  des  observateurs,  on  préfère 
cnqdoyer  deux  stylets.  L’un  des  stylets,  mû  par  le  courant  d’une 
pile  locale,  inscrit  d’une  façon  continue  l'Iieure  de  la  pendule; 
l’autre,  ipii  se  meut  parallèlement  au  premier,  iniliqiie  sur  le 
clironograpbe  les  signaux  de  chaque  observateur.  Il  faut  encore 
que  la  dilference  des  longitudes  des  deux  stations  soit  supérieure 
au  temps  que  met  une  étoile  à traverser  le  réticule  de  chacun  des 
instruments;  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  employer  trois 
stylets  et  deux  fils  télégraphiques. 

En  raison  de  la  durée  necessaire  à la  transmission  du  signal 
de  A en  B,  ilurée  dont  nous  parlerons  |dus  tard,  la  différence 
des  longitudes  obtenue  ainsi  est  erronée.  Pour  reméditr  à cet 
inconvénient,  on  établit  un  chronographe  et  une  pendule  à cha- 
cune des  deux  stations,  surtout  si  elles  sont  un  peu  éloignées.  Les 
secondes  de  la  pendule,  tout  aussi  bien  que  les  signaux  des  deux 
observateurs,  sont  alors  inscrits  sur  chacun  des  chronographes, 
et  la  moyenne  des  différences  de  longitude  obtenues  aitx  deux 
stations  est  débarrassée  de  cette  erreur. 

Une  étoile  quelcompie  donne  ainsi  une  détermination  de  lon- 
gitude déjà  plus  approchée  que  celle  que  donnerait  une  autre 
méthode  qitellc  qu’elle  soit;  et  comme  on  ]uiit  observer  autant 
d’étoiles  qu’on  le  désire,  la  précision  de  la  méthode  n’a  d’autres 
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limites  que  celles  qu’impose  rexactiliule  avec  laquelle  ont  été  tlé-  > 
terminées  les  erreurs  instrumentales.  En  outre,  si  aux  Jeux  sta- 
tions on  a observé  les  mêmes  étoiles,  le  résultat  obtenu  sera 
éviJeniment  indépendant  des  erreurs  qui  peuvent  e.xister  sur  les 
positions  de  ces  étoiles;  il  reste  neanmoins  soumis  à certaines  er- 
reurs dont  nous  allons  parler. 

Temps  tic  !ti  Irnnsmissiim.  — Tbéoriquement  les  différences  des 
longitudes  données  par  les  chronograplics  des  deux  stations  de- 
vraient être  rigoureusement  égales,  mais  ce  fait  ne  se  présente 
jamais.  En  effet,  le  courant  ne  se  i>ropagc  pas  instantanément,  et 
par  suite,  dans  le  ras  au  moins  où  les  deux  stations  sont  fort 
éloignées,  il  s’écoulera  un  temps  petit,  mais  mesurable,  entre  le 
moment  où  un  signal  parti  d'un  lieu  A situé  à l’est,  parvient  au 
lieu  B situe  à l’ouest.  1. 'instant  d’arrivée  du  signal  enregistré  en  B 
correspondra  donc  à l’instant  où  l’étoile  était  au  méridien  d’un 
certain  lieu  situé  à l’ouest  de  A.  La  différence  de  longitude  enre- 
gistrée en  B sera  donc  trop  pe  tite  de  tout  le  temps  nécessaire  à la 
transmission  du  courant  du  point  A au  point  B.  Un  signal  parti 
de  A mettra  le  même  temps  pour  arriver  en  B,  et  l'instant  où  il 
sera  enregistré  en  A corres|iondia  au'  temps  où  l’étoile  était  au 
mérielieu  d'un  certain  lieu  situé  .à  l’ouest  de  B;  la  différence  de 
longitude  enregi-trée  en  A seia  donc  trop  grande  de  tout  le  temps 
nécessaire  à la  transmission  du  courant.  La  moyenne  des  diffé- 
rences données  au.x  deux  stations  par  les  appareils  enregistreurs 
est  debarrassée  de  cette  erreur.  Au  contraire,  la  demi-différence 
de  ces  nombres  (on  retranche  le  résultat  enregistré  eu  B de  celui  ' 
obtenu  en  A)  est  égale  au  temps  de  transmission  lui-méme.  Dans 
la  détermination  de  la  différence  des  longitudes  de  Seaton  (Was- 
hington) et  Raleigh  (Caroline  du  Nord)  faite  en  i853,  le  docteur 
Could  a trouvé  que  le  retar.d  causé  par  la  transmission  du  cou- 
rant dans  un  circuit  d’environ  4'33  kilomètres  était  de  o',o3. 

Temps  tV armature.  — Entre  le  moment  où  un  signal  donné, 
soit  par  la  pendide,  soit  par  l’obserTuteur,  parvient  à l'électro- 
aimaiit  et  relui  où  le  stylet  du  chronographe  presse  sur  le  papier, 
il  s’écoule  un  petit  intervalle  de  tcmjrs,  dit  temps  iTarmature. 
Nous  n’en  avons  pas  tenu  compte  dans  ce  qui  précède,  supposant 
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qiiü  ce  temps  était  le  même  pour  les  ileiix  observations  de  la 
même  l’Ioile,  hypothèse  fort  proliahle,  si  les  sijtnaiix  de  la  pen- 
dule n’ont  pas  changé,  et  si  ceux  des  deux  observateurs  sont 
donnés  de  la  niéiiie  manière. 

f.ijiintinn  personnelle.  — Outre  les  erreurs  que  peut  jirodiiirjt 
dans  lu  différence  des  longiluiles  l'inexacte  détermination  îles  ér- 
reurs  instrumentales,  la  rapidité  relative  avec  laqitelle  les  obser- 
vateurs perçoivent  une  impression  donnée,  ou  leur  éijualion  per- 
sonnelle, intervient  encore  dans  le  résidtat.  D’ailleurs,  cette  erreur 
ti’est  pas  particulière  à la  mi  tlinde  actuelle,  mais  se  présente  dans 
toutes  les  autres.  Dans  la  méthode  chronoj'raphique,  l’erreur  dé- 
pend du  temps  qui  s’écoule  entre  le  tnotiient  où  une  impression 
vient  frapper  la  rétine  de  rohservalciir  et  celui  où  il  en  a con- 
science, et  par  suite  prisse  la  clef.  Si  cet  intervalle  est  le  même 
pour  les  deux  observateurs,  l.i  différence  de  longitude  n’en  sera 
pas  modifiée;  mais  s’il  dinere  de  l’un  à l'autre,  c’est-à-dire  s’il 
existe  entre  ces  deux  ohservateurs'une  différence  d’équation  ]ter- 
sonnelle,  la  différence  de  lonyitude  di  terminée  par  cette  méthode 
est  en  erreur  de  toute  la  gratidcur  de  cette  quantité.  Cependant 
l’erreur  qui  provient  do  celte  source  sera  complètement  éliminée 
(en  admeltant  que  l'éipiation  personnelle  soit  invariable),  si  les 
observateurs  fout  une  stTonde  fois  la  même  détermination  après 
avoir  réciproquement  changé  de  station.  Les  deux  déterminations 
de  longiluiie  diffèrent  du  double  de  l'équation  personnelle,  et  leur 
moyenne  en  est  indépendante. 

Les  deux  observateurs  peuvent  encore  déterminer  d’une  autre 
manière  la  valeur  de  leur  équation  personnelle.  Kn  un  même  lieu 
ils  observent  tous  deux  avec  un  même  instrument  dont  le  réli- 
cide  est  muni  de  plusieurs  fils.  L'un  d’eux  observe  d’abord  à un 
nombre  déliTiiiiné  de  fils,  et  l’autre  avec  les  fils  qui  restent  ; on 
réduit  ensuite  au  fil  moyen  de  rinslriiment  chacun  des  temps  ob- 
servés (t.  II,  n”  20);  les  résultats  trouvés  par  les  deux  observateurs 
avec  différentes' étoiles  présentent  entre  eux  une  dilference  con- 
stante préciséme  nt  égale  à leur  équation  personnedle;  ]iuis  on  re- 
commencera ces  opérations,  le  premier  opérateur  se  servant  des 
derniers  fils  et  le  second  des  premiers.  Les  temps  observés  réduits 
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Mil  fil  moyen  présenteront  une  différence  presipie  égale  à la  pre- 
mière, mais  en  sens  opposé.  La  nioveiine  de  tontes  ees  dilférepccs 
donne  une  valeur  de  réijnation  personnelle  coinpiélement  indé- 
pendante des  erreurs  dont  peuvent  être  entaeliées  les  valeurs 
employées  pour  les  ilislanres  de  fils  dans  la  reiloetion  an  fil 
moyen  (*).  Il  faut  ajouter  à la  différeneede  longitnile  oliservée  la 
valeur  de  l’équation  ]:ersonnclle  ainsi  déterminée.  Par  exemple, 
l’observatenr  placé  à l’est  ohserve  t-il  nn  phénomène  plus  tard 
que  celui  placé  à l’onest,  de  la  quantité  n\  l’éqnalion  personnelle 
est  alors  K — O = -+-  o ; la  difTérence  de  longitnile  sera  dans  ce 
cas  trop  petite,  et  il  faudra  lui  ajouter  la  quantité  o. 

Sernml  pmcêtU.  — Quand  les  ilenx  stations  sont  très-éloignées, 
les  déperditions  par  les  supports  et  par  l’air  peuvent  produire 
dans  le  conrant  des  interruptions  fréquentes,  et  nn  graml  nombre 
d’observations  peuvent  être  perdties;  de  pins  on  ne  dispose  sou- 
* vent  d’nn  fil  télégraphique  (|ue  jiendant  très-pen  de  temps  de 
chaipie  soirée.  On  emploie  alors  nn  procédé  diflérent  de  celui  que 
nous  avons  indiqué,  il  est  fondé  sur  notre  première  définition  de 
la  différence  des  longitudes  de  deux  lieux.  En  chaque  station  on 
détermine  l'heure  de  la  jiendiile  locale  par  des  observations  astro- 
nomitpies,  et,  à nn  moment  donné,  on  fait,  an  nioven  du  chro- 
nographe,  une  comparaison  électriipie  des  deux  pendules.  Dans 
chacune  des  deux  stations  le  conrant  d’nne  pile  locale  traverse  à la 
fois  une  jiemlnle  et  nn  chronographe,  et  on  ne  f.iit  rommnniqncr 
le  conrant  jirincipal  avec  les  deux  conranls  locanti  que  pendant 
un  temps  très-court,  an  commencement  et  à la  fin,  par  exemple, 
d’nne  série  d’observations;  et,  par  suite,  il  res  deux  époques  seules, 
les  secondes  des  deux  pendules  seront  enregistrées  sur  le  clirono- 
gra])he  de  chaipic  station.  A chaenne  de  ces  stations,  après  avoir 


(*)  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit:  te»  tient  observateurs,  placés 
•oil  sur  Tiri  même  roériJien,  soit  en  deux  lieut  xoisins  dont  les  méridiens  sont 
distant»  d'une  quantité  connue  et  ilelerinioé«  diu’Cternent  en  mètre»,  obscr« 
vent  ch.tcnn  avic  »on  in»irnment  les  même»  étoile»  a la  même  pendulct 
la  diiTTeiice  de»  resiitials  obtenus  donne  In  Viilonr  de  l'iquation  person* 
nelitf  \^Annalet  de  i'Ohservütoûe  impérial^  l.  \lll,  p.  3^3). 
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ouvert  le  circuit  pendant  quel<|iies  instants,  on  le  fermera  au 
comniencenient  d'une  minule  de  façon  ù connaître  les  temps  de 
cliatiue  pendule  <|ui  correspondent  aux  signes  de  seconde  mun|ucs 
sur  les  clironograplies  : cliaeune  îles  secondes,  ainsi  nolee,  don- 
nera une  comparaison  des  deux  pendules,  et  il  faudra  prendre  la 
moyenne  de  toutes  ces  comparaisons.  Quant  aux  différences  entre 
les  étals  relatifs  des  deux  pendules  obtenus  aux  deux  stations, 
elles  donnent  le  doidile  du  temps  nécessaire  an  courant  pour 
passer  d’une  station  à l'autre,  et  on  peut  de  la  sorte  déterminer 
cet  intervalle  avec  une  grande  exactitude.  Dans  la  pruli(|ue  un 
pilit  nombre  de  comparaisons  suffiront,  car  l’exaclilude  d'une 
comparaison  (|uelconi|uc  est  ordinairement  éi|uivalenle  à celle 
avec  I.uiuelle  on  connaît  l’état  de  la  pendule.  Ainsi  on  n’anra  cer- 
tainement besoin  de  faire  passer  res  signaux  de  pendule  que  pen- 
dant quelques  minutes,  et  la  partie  essenlitllement  letegrapbique 
de  l’opération  sera  limitée  à ce  petit  intervalle  de  temps  an  eom- 
mcncement  et  J la  fin  de  la  série  d’observations.  Après  avoir  fait  • 
les  comparaisons  de  pendules,  on  intercalera,  à cbaqiie  observa- 
toire, la  clef  dans  le  courant  local,  et,  au  moyen  d'observations 
astronomiques  qu’il  enregistrera  sur  son  clironograpbe,  cbaque 
observateur  deleriniiiera  l’état  de  sa  pendule  par  rapport  nu 
temps  sidéral.  Ce^s  corrections,  appliipiécs  avec  un  signe  conve- 
nable aux  résultats  des  comparaisons  des  deux  pendules,  per- 
mettront de  trouver  la  différence  des  longitudes.  La  valeur  ainsi 
obtenue  sera  nécessairement  soumise  aux  erreurs  dont  nous 
avons  parlé  idus  liant,  cl  devra  en  être  corrigée;  mais  en  obser- 
vant les  mêmes  étoiles  aux  deux  stations,  les  différences  de  lon- 
gitude obtenues  seront  indépendantes  des  erreurs  qui  peuvent 
affecter  leurs  ascensions  droites. 

La  comparaison  de  ces  deux  procédés  donne  lieu  à quelques 
remarques.  Le  premier  donne  la  marelic  de  la  pendule  d’une 
façon  continue,  cl  par  suite  il  ne  faut  interpoler  celle  marche 
que  pour  un  intervalle  de  temps  égal  à la  différence  de  longitude 
des  deux  lieux,  intervalle  qui  sera  généralement  beaucoup 
moindre  que  la  iliiréc  d’une  série  d’obsi  rvations.  Dans  le  der- 
nier, au  contraire,  l’état  de  la  pendule  n’étant  donné  qu’au  com- 
mencement et  à la  fin  de  la  série,  il  faut,  pendant  tout  cet  inter- 
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Talle,  supposer  à l.i  imrelu*  de  la  pendule  une  variation  uniforme; 
à cet  egard,  ce  procédé  est  donc  inférieur  au  preniier. 

Enemple.  — I.e  2C)  juin  i8(îi,  on  a fait  une  ilétermination  de 
longitude  entre  l’Observatoire  d’Ann- Arlmr,  dans  l'I^lat  du  Michi- 
gan, et  relui  de  Clinton,  dans  l’Èlat  de  IVew-Yui  'a,  et  cent  vingt-six 
comparaisons  inscrites  sur  les  deux  chronogri plies  ont  donné  : 

Temps  Temps 

de  la  pendule  de  ta  pendule 
de  (liinton.  d'Ann-.Arbor. 

A Ann-Arlior. . . . i3'*5t)'".V,o  = H)’'58"’tx)%  5G, 

A Clinton t3.5<).3,o=  ty.58.2t)  ,4o; 

la  pendule  de  Clinton  était  réglée  sur  le  temps  moyen,  et  sa  ré- 
duction au  temps  sidéral  de  Clinton  était,  pour  l'épotpie  don- 
née, -H  G*‘ 33’"  4G’,o^,  tandis  <pie  la  correction  de  la  peudide  tie 
Clinton,  par  rapport  an  temps  sidéral,  était  -f-  i"’t’,87.  En  se 
reportant  au  cluonograplie  d'Ann-Atbor,  on  voit  t|ue 

Temps  sidéral  Temps  siJérsl 

de  (dililon.  «l'AntioArbor.  f 

ao'’32'"4<)'.o'j  - H)'' 5()"' 3i*,43  i 

de  même  le  rlironograplie  de  Clinton  donne 

Temps  sidéral  Temps  sidérol 

de  Cliiilun.  d'Anii-.Athor. 

20'' 32'”  49'»  07  = ly*"  59'”3 1*,  2ÿ . 

La  différence  <le  longitude  est  donc,  d’après  les  lectures  faites 
à Ann-Arbor,  33‘"i'ÿ*,G4,  et  ù Clinton,  37’"i'j‘,8u  ou,  en 
moyenne,  33'"  17*,  72. 

Dans  ce  cas,  l’éipiation  personnelle  était  P — B = -t-  o’.o.'j,  et 
comme  P était  l’observateur  placé. a l’est,  la  diflérence  de  longi- 
tude corrigée  était 

33'"  17-,  76  (•), 

(*)  Le  D'  Pclers  obserrait  à (Jliiiton,  et  i'Autuur  do  col  ouvrage  ^ Ann<> 

Arbor. 
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Rnnartjuf.  — La  rmUhodf^  rhionnçrnplii()iio  a clp  siirloul  cmplnyét!  on 
Amoriqno  par  lo  17.  S- l-ionj/ Sarory;  son  principo  a élô  îniïiqnô  par  C.  Wal- 
kor  ot  \V.  Hotid,  mai»  lo  promior  inslrumi-nt  qui  ail  pu  rofllomout  aoivir  à 
IVnrogi^lronii-iil  ohsorvaliuiii  cal  dû  a MitelicI  <ie  (iiuciiinali.  CcUû  lué- 
iho  Ica  Ole  euauiiu  doTcIuppce et  pcrfcclionmuî  par  le  Oi"  Guuld. 

Conauller  sur  ce  fciijct  ; 

Rr/>ort  of  the  snp‘'nnt'‘nttant  of  the  V.  S.  Const  Surcry,  for  l8*»l>  et  1817  ; 

FOltaTOti  et  Pl.rr.r.s,  biffricnert/r  tono,mJr  ^nlrr  Itrrtin  ri  Alloua; 

l’i.AaTARUtR  et  HiaaCll,  Différence  de  longitude  entre  Génère  et  Neuf- 
chalet; 

lliu  il.as  et  AclvEa*,  Différence  de  longitude  entre  Leipzig  et  Altona. 

REaiAnijuF..  — Dans  le  graml  travail  entrepris  tlcpiiis  l’an- 
née 1854  par  l'Observatoire  impérial  de  Paris  |iour  la  révision 
de  la  nieriiliennc  de  Fiance,  la  niétliode  lélegrapliic|iie  a subi 
de  nombreux  perfi  ctionnements  En  i836,  dans  la  détermina- 
tion de  la  longitude  de  lîoiirges,  on  avait  eu  recours  à l'enregis- 
trement eliimiipie  des  observations;  plus  lard,  en  iSlii,  dans  la 
dclerinination  de  la  longitude  du  Havre  on  supprima  l'en- 
registreinenl,  qui  exige  un  transport  et  un  maniement  d'appareils 
étrangers  aux  observations  aslronomiipies  pures,  pour  recourir 
à la  com|)araison  l•lecl^iqne  directe  des  pendules  des  deux  stations. 
Enfin,  en  181I2,  dans  la  détermination  des  longitudes  du  Havre 
et  de  nunkcrqne,  on  supprima  même  cette  comparaison,  et  l'on 
réduisit  le  procédé  à une  extrême  simplicité  : les  deux  observa- 
teurs observent  en  réalité  à la  même  pendule. 

A eliaeune  des  deux  stations  ou  fait  battre  par  la  même  pendule 
sidérale  deux  relais  très-sensibles,  et  on  observe  sur  le  battement 
de  ces  rel.iis  comme  sur  le  ballemeni  d'une  pendule.  Les  relais 
fournissent  aux  deux  stations  resliiiie  delà  fraction  de  seconde; 
resleii  compter  les  battements  et  à les  raltaelierà  une  origine  com- 
mune. Cbaque  observateur  est  muni  d'une  pendule  servant  de 
cowpirtir,  dont  il  met  et  entretient  les  battements  d’accord  avec 
ceux  de  son  relais.  En  outre,  au  commencement  de  cbaque  série 
d’observations,  l’un  des  observateurs  envoie  à l’autre  un  signal 


(■)  Détermination  d-  la  longitude  de  Honrges  en  |856,  de  celte  du  Havre 
en  18G1  {Aimâtes  de  t’Ohserfaloiref  I.  V'IU,  p.  i el  itiiv.). 
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clerlriqiie  au  niomenl  où  son  cotuplciir  rt  son  rcl.iis  baltcnt  une 
secomle  rnmle ; l’autre  oliservaleiir  nioit  ce  sijtnal  sensililciuent 
en  coïncidence  avec  une  seconde  de  son  %lais  et  de  son  coinp- 
tenr.  Chacun  d’eux  marque  la  seconde  ronde  donnée  on  reçue,  et 
la  dill'érenre  donne  l’avance  de  l’im  des  cadrans  sur  l'autre,  de 
telle  sorte  (|u’en  ajoutant  ou  relrancliant  celte  différence  aux  pas- 
sades observes  d’un  côté,  on  obtienne  le  inêiiie  rcsullat  tpie  si 
l’on  avait  eu  sous  les  yeux  le  cadran  de  la  pendule  employée  dans 
raulre  station. 

En  faisant  battre  deux  relais  A une  grande  distance  l’un  de 
l’aulre  et  par  l’intermédiaire  d’un  long  circuit,  il  doit  se  mani- 
fester quebpie  différence  lîans  les  temps  indiipiés  aux  deux  extré- 
mités de  la  ligne.  On  réliminera  en  faisant  battre  alternativement 
la  seconde  par  les  deux  stations.  D’ailleurs,  ptir  des  expériences 
directes,  M.  I.e  Verrier  s’est  assÿ-é  qu’un  circuit  d'une  longueur 
de  Soo  kilomètres  n’apport.iil  qu’un  retard  de  o*,o3.  L’erreur 
provenant  de  ce  retard  pourra  donc  être  négligée  toutes  les  fois 
que  les  deux  stations  seront  peu  éloignées. 

II  y a d'allhurs  deux  moyens  de  diriger  les  observations  : 

I”  On  peut  observer  les  mêmes  étoiles  aux  deux  stations,  et  dès 
lors  la  différence  de  leurs  ascensions  droites,  cori âgée  île  la  marche 
de  la  pendule,  supposée  uniforme  pendant  l’intervalle  des  deux 
observations  de  la  même  étoile,  sera  indépendante  des  positions 
adoptées  pour  ces  étoiles; 

7°  Il  est  possible  d'éliminer  complclcment  l’erreur  provenant 
de  la  marche  de  la  jiendule:  pour  cela,  on  dresse  à l'avance  une 
liste  d'etoiles,  dites  étoiles  de  longitude,  qu’on  observe  un  grand 
nombre  de  fois  dans  une  des  stations,  et  dont  les  positions  peu- 
vent être  par  suite  considérée;^ romnic  connues  avec  exartilude. 
Chacun  des  observateurs  observu  alors  des  étoiles  quelconques 
prises  dans  cette  liste,  en  ayant  soin  toutefois  de  diriger  chaque 
série  d’observations  de  maniéré  que  l’époque  moyenne  des  pas- 
sagi'S  observés  dans  les  deux  stations  corn  spomle  sensiblement  au 
même  instant  physicpie;  il  suffit  pour  cela  qu’à  la  station  la  [ilus 
oricnt.de  chaque  série,  commence  .à  une  époque  qui  soit  en  re- 
tard, sur  celle  où  commence  la  même  série  à l'autre  station,  d’un 
intervalle  de  temps  égal  à la  difleience  de  longitude  des  deux 
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stAtions,  tliffcrence  que  l’on  connaît  toujours  d’un  fa^on  appro- 
chée ( *). 

130.  Tivtcnninntion'tles itiffi'renccs dr  Inngitude  par  les  éclipses; 
méthode  nnricnne,  — On  iteut  encore,  pour  déleriuiner  la  diffé- 
rence en  longitudes  des  deux  lieux,  se  servir  de  l’observation  de 
certains  phénomènes  célestes  ([iii,  n’ayant  pas  lieu  siuiull.inéinent 
pour  tous  les  points  de  la  Terre,  peuvent  sans  erreur  sensible  être 
ramenés  .’i  un  seul  et  même  instant.  Si  les  observations  sur  les- 
quelles cette  méthode  repose  peuvent  être  faites  avec  une  grande 
exactitude,  elle  offrira  des  avantages  réels,  car  les  phénomènes 
observés  étant  visibles  à la  fois  d’une  grande  partie  de  la  Terre 
pourront  servir  à déterminer  les  différences  de  longitude  de  deux 
lieux  très  éloignés.  Ces  phénomènes  sont  les  occultations  des  corps 
célestes  les  uns  par  les  autres;  ainsi,  les  occultations  des  étoiles  et 
dos  planètes  par  la  Lune,  les  écli|>ses  de  Soleil  et  les  passages  de 
Mercure  et  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil.  Tous  ceïastres,  sauf 
les  étoiles  lixes,  ayant  une  parallaxe  (celle  de  la  Lune  atteint  même 
une  valeur  considérable),  on  les  voit  au  même  instant,  de  différents 
points  de  la  surface  de  la  Terre*,  en  des  jioints  différents  du  ciel; 
les  occidtations  des  astres  ou  les  contacts  de  leurs  bords  ne  seront 
donc  pas  aperçus  au  même  instant  en  des  lieux  différents.  Aussi 
faudra  t-il  applitpier  .à  chaque  observation  une  correction  due  à la 
parallaxe,  jtuur  avoir  l’instant  où  l’occultation  aurait  eu  lieu  si 
r.istre  n’avait  pas  ru  de  p.^rallaxc  sensible,  ou  plutôt  si  le  phéno- 
mène avait  été  observé  du  centre  de  la  Terre. 

On  calcule  d’abord  les  j)arallaxes  en  longitude  et  en  latitude,  et 
les  diamètres  apparents  des  deux  astres  pour  l’époque  de  l’entrée 
et  de  la  sortie  (ou  la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison, si  l’on  préfère  employer. c#système  de  coordonnées).  Le 
triangle  formé  par  le  pôle  de  l’écliptique  et  les  centres  des  deux 
astres,  dans  lequclles  trois  côtés  sont  connus  (savoir  : les  complé- 


(*)  (]onsul(er  Annales  dt  l'Ohsrrvntoire  impérial VIII: 

Détermination  de  la  longitude  du  Havre  en  i8()3)  par  M.  Le  Verrier  (p.  6o 

et  Blliv.); 

Déieimination  de  la  longitude  de  Dunkertjue  en  |862|  par  M.  Yron  Villar' 
ceau  (p.  309  el  8uiv.). 
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ments  des  Inlitudcs  apparcnles  des  deux  astres,  cl  la  somme  ou  la 
difréience  <lc  leurs  demi-diainèlres),  permet  alors  de  trouver 
l’anyle  au  pôle,  c’est-à-dire  la  différence  des  longitudes  apparentes 
des  deux  astres  pour  l’époque  de  l’observation;  en  la  corrigeant 
de  la  parallaxe  en  longitude,  on  a pour  la  même  épixpie  la  dif- 
férence de  longitude  des  deux  astria.  vus  du  rentre  de  la  Terre. 
Connaissant  la  valeur  de  cet  angle  et  la  vitesse  relative  des  deux 
astres,  on  obtient  l’épotpie  de  la  conjonction  vraie,  c’est-à-dire 
l’époque  pour  Icquellc  les  deux  astres,  vus  du  centre  de  la  Terre, 
auraient  la  même  longitude,  époque  exprimée  en  temps  du  lieu  de 
l’observation.  Si,  en  un  aiilre  lieu,  on  a observé  une  occultation 
des  deux  astres  nu  un  contact  de  leurs  bords,  on  a de  la  même 
manière  l’époque  de  la  conjonction  vraie  exprimée  en  temps  de 
ce  lieu.  La  différence  de  ces  deux  epo(]ucsest  la  différence  des 
longitudes  géographiques  des  deux  lieux. 

S’il  était  possible  d’observer  avec  une  exactitude  parfaite  aux 
deux  lieux  les  époques  du  contact,  on  aurait  de  cette  manière  une 
détermination  très-exacte  delà  longitude,  à la  condition  encore 
que  les  données  emplox'écs  iionr  la  réduction  au  ccntie  de  la  Terre 
fussent  exactes  elles-mêmes.  Mais  ces  quantités  comportent  tou- 
jours de  petites  erreurs,  il  faudra  donc  déterminer  leur  influence 
sur  le  résultat  et  chercher  à éliminer  ces  erreurs  par  une  com- 
binaison convenable  des  observations. 

Telle  est  la  méthode  la  plus  ancienne,  eclle  dont  on  s’est  servi 
d’abord  pour  déduire  des  observations  d’éclipses  la  différence  des 
longitudes  de  deux  lieux.  On  emploie  à présent  une  méthode  un 
peu  différente.  Au  lieu  de  prendre  pour  point  de  dé])art  l’équa- 
tion tpii  exprime  les  conditions  du  contact  des  bords  des  deux 
astres,  et  qui  ne  contient  que  les  coordonnées  géocentriqiies,  on 
développe  une  autre  équation  dont  rinronnue  est  l’époque  de  la 
conjonction,  ou,  puisqu’on  n’a  nul  besoin  de  la  connaître,  dont 
l’inconnue  est  la  différence  de  longitude  elle-même. 

131.  MiUhorle  fie  Besset;  exempte  du  calcul  d’une  éclipse  de 
Soleil.  — Les  bords  de  deux  astres  paraissent  en  contact  quand 
l’reil  se  trouve  sur  l’une  ou  l’autre  des  deux  surfaces  envelbppes 
de  leurs  plans  tangents  communs.  Puisque  les  corps  célestes  peu- 
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vent  être  considcTés  coiiiiiic-  splict  iqiies  (à  l’cxccplion  de  Jiipilcr  et 
de  Saturne),  les  surfaces  enveloppes  sont  tunjonrs  relies  de  deux 
cônes  droits,  dont  l’nn  a son  soininet  place  entre  les  centres  tles 
deux  astres,  et  l'antre  en  dehors  et  an  delà  do  pins  petit  ; le  con-  v 
tact  sera  extérieur  011  intérieur,  solvant  rjne  l’œil  se  trouvera  sur 
le  ])reiuier  011  le  second  de  ees  deux  cônes.  Dans  le  premier  ras, 
le  plan  tanf^ent  coinimin,  passant  [lar  l'œil  de  l’observateur,  laisse 
les  deux  astres  de  rlnnine  côté  du  (dan;  dans  le  second,  il  les 
laisse  do  meme  côté. 

Iir/unlion  /onrlnmcntnle  i!e  in  théorie  tles  éclipses.  — L’équa- 
tion d'un  cône  droit  rajiporté  à un  système  d'axes  rectangidaires 
dont  rmi  coïncide  avec  l’axe  du  cône  est 

a;’ -t-y>  = {c  — ï)»  tang’/. 

dans  laquelle  on  représente  par 

c la  dislnnee  dn  sommet  <lu  cône  au  plan  des  xy, 
f l’angle  que  fait  l’axe  du  cône  avec  la  génératrice.  ' . . 

Nous  chercherons  d’abord  l’équation  du  cône  qui  enveloppe  les 
deux  astres,  en  le  rapportant  à un  système  d’axes  dotil  rnn  soit 
la  ligne  qui  joint  leurs  centres.  En  remplaçant  ensuite  dans  cette 
étpiation  les  coordonnées  vari.drles  x,  y,  z par  les  coordonnées 
d'un  lien  de  la  Terre  rapporté  à res  mêmes  axes,  nous  (drtiemlrons 
l'équation  foud.imentale  de  la  théorie  des  éclipses.  Dans  re  but, 
il  faut  d'abord  déterminer  la  position  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  deux  astres. 

Soient  : 

n et  ri  l’ascension  droite  et  Ta  déclinaison  du  point  où  la  ligne 
des  rentres,  prolongée  du  côté  de  l’astre^  le  plus  éloigné,  ren- 
contie  la  sphère  eeleste, 

a,  5 et  A les  coordonnées  géoeentriipies  et  la  distance  au  centre 
de  la  Terre  de  l’astre  le  plus  rapproché, 

a',  lî'  et  a'  les  coordonnées  geocentritiues  et  la  distance  de  l’astre 
le  plus  éloigné, 

G la  distance  des  centres  des  deux  astres. 
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on  a les  équations 

Gcosrf  cosn  = i'cosJ'  cosa' — A cos^  cosa, 

G co%d  sinrt  = i'  cosJ'  sina' — A cosi  sina, 

G sin rf  = A' sin — AsiniJ, 
ou 

G coud  cos  (a  — «')  = A'  cos  J’ — Acos^  cos{  a — o'), 
Gcos</^in(a — «')=  — Acos^sin(a — a'), 

* G sin</=  A'sinJ' — Asind. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  équatorial  de  la  Terre,  et  désignons 

parir  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  de  l’astre  le  plus  voisin, 

et  par  r'  la  parallaxe  horizontale  éc|uutoriale  moyenne  de  l'astre 

le  plus  éloigné  (qu’on  supposera  cire  le  Soleil);  si,  comme 

dans  les  Tables  astronomiques,  A et  A'  sont  rapportés  au  demi- 

grand  axe  de  l’orbite  terrestre,  nous  devrons,  dans  les  formules 

...  , , ■ 1 
precedentes,  remplacer  A par  — - et  A par  — j de  sorte 

qu'elles  deviendront 
G sin  TT  coud  cos  [a  — o'  ) ;=  A' 

Gsinir  cos<f  sin  (d  — *')  = 


sinw 


— COiS'  — cos^  cos  (a  — et'), 
rr 

— cos^  sin (a  — «') , 


„ . ■ . . sinr  . „ . , 

G sinw  sina  = A — - sino  — sind. 


On  déduit  aussi  des  équations  qui  précèdent 

Gsinir  cosrf=  a'  cosi'  cosfa  — a')  — cos# cos(n  — o), 
sinn 


et  il  en  résulte 

tang  (a  — a')  = — 

. I - 

on  trouverait  de  même 

tang(rf  — #')  — 


sin  *'  cos# 


A' sin  JT  cos#' 


sin  (a  — a 


sintr'  cos# 


A'  sinir  cos#‘ 


7 cos  (a  — a') 


Sin  TT 
A'sinir 


sin(#  — #') 


sin  TT 
. A'  sin  R 


cos{#  — #') 


28 
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Pour  les  éclipses  de  Soleil,  ^ est  une  petite  quantité;  on 
obtient  donc,  d’après  la  formule(i2)  du  n°  11, 


sinre'  cosj 

(a  — a ) , 


(A) 


A StOTT  cosd 


^ « = «'• 
l A'siutt  ' • 


et  en  posant 
on  aurait  aussi 

(B) 


GsioT 

"Z" 


S-^-  TT 


sin  TT 


A siu;r 


Imaginons  un  système  d’axes  rectangulaires  dont  l'origine  soit 
au  centre  de  U Terre,  l'axe  des  x étant  dirigé  vers  le  pôle  Nord  de 
réqiialeur,  les  axes  des  z et  des  x étant  dans  ce  plan,  et  passant 
le  premier  par  le  point  dont  l'ascension  droite  est  n,  le  second 
par  le  point  d’ascension  droite  qo”-!-  n;  par  rapport  à ces  axes, 
les  coorilonnées  de  l'astre  le  plus  voisin  seront 


ï,  = A cos5  cos(a  — fl),  _j',=  AsinJ,  .r,=  A cosi  sin(a  — fl); 

si  l’on  fait  maintenant  tourner  les  axes  des  j et  des  z dans  le  plan 
des/i  d'un  angle  — il  (*),  de  sorte  que  le  nouvel  axe  des  z soit 
dirigé  vers  le  point  dont  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  sont  a 
et  d,  les  coordonnées  de  l’astre  le  plus  proche  rapportées  à ce 
nouveau  système  d'axes  auront  pour  expressions 

sin  ô sinrf  -l-  cosJ  ensd  cos(a  — fl) 
sinn  ’ 

sin  à cosrf  — coso  sinr/  cns(a  — n) 

^ sinjr  ’ 

cos5  sin  (a  — n) 

X "XZ  r—  — ^ 

Sin?: 


(•  ) L'ongle  à tloU  Ôlr«’  pris  nêfîalif,  car  le  itiouvomenl  de  la  parlic  positive 
de  Taxe  des  s te  fait  vers  U partie  positive  de  Taxe  dcs^'. 
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OU  encore 


(C) 


cos  (J  — rf)  cos*  j(a  — fi\  — cos(^  4-  fi)  sin’i'a  — n) 
sinTT 


r = 


sin(iî  — d)  cos*  J (* 


cosi  sin(a  — n) 
sioTT 


n]  4-  sin(ô  4-  d\  sin*  J(ot  — a) 
biais 


L’axe  des  z est  mainlenant  parallèle  h la  ligne  qui  joint  les  centres 
des  deux  astres;  transportons  les  axes  parallèlenicnt  à eux- 
mcnies,  de  manière  à faire  coïncider  ces  deux  lignes,  xetjr  re- 
présenteront par  rapport  è res  nouveaux  axes  les  coordonnées 
du  centre  de  la  Terre  prises  en  signe  contraire. 

D'autre  part,  rapportées  à un  système  d'axes  parallèles  à ces 
derniers  et  passant  par  le  centre  de  la  Terre,  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  de  lu  Terre  défini  par  la  latitude  géocen- 
triqiie  ÿ',  le  temps  sidéral  0 et  la  distance  au  centre  p ont  pour 
expressions 

(i;  =:  ^[sinrfsiny'4-  cosd  cosy'  cos(0  — o)] , 

»!  = p[eosrfsin  ç' — sin  rf  cosy'cos(0  — a)], 

'(  Ç = pcosy'  sin(0  — a). 


Par  rapport  au  troisième  système  d'axes  les  coordonnées  de  ce 
même  lieu  sont  | — x,  » — j et  Ç;  la  condition  à luijueÜc  ces 
coordonnées  doivent  satisfaire  pour  que  ce  lieu  soit  situé  sur  la 
surface  du  cône  circonscrit  aux  deux  astres  est  ilonnée  par  l’équation 

(x  — Ç)*-f-  (y  — n)’=  (c  — Ç)*  tang’/, 

où  il  faudra  exprimer  c et  / en  fonction  des  grandeurs  qui  se 
rajiportcnt  au  rentre  de  la  Terre. 

On  trouve  l'angle  /au  moyen  de  l'équation 


sin/= 


r'±  /• 
~G~’ 


où  r et  r'  sont  les  demi-diamètres  des  deux  astres,  et  où  l’on  prend 
le  signe  -l-,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  — , pour  les  contacts  intérieurs. 

28. 
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PuisqiiF  G est  exprimé  en  parties  du  rayon  équatorial  de  la  Terre, 
ret  r'  doivent  être  rapportés  à la  même  unité.  Désignons  par  K 
le  demi-diamètre  de  la  Lune  exprimé  en  parties  du  rayon  équa- 
torial de  la  Terre,  et  par  H le  demi-diamètre  apparent  du  Soleil 
pour  une  distance  égale  au  demi-grand  axe  de  l’orbite  terrestre, 
et  remarquons  que 

, sinH 

r'=- J, 

Sin  n 


nous  aurons 


siny=: 


G sinrr' 


(sinH  ± K.  sinir'). 


ou 

(E) 


sin/=  — - (sinH  : 


: K sinît')  ; 


mais  un  a d’après  Encke 

log  sin*'  = 5,  6186145, 

de  plus,  d'après  les  Tables  de  la  Lune  de  Burkhardt,  K.  = o, 
et,  d’après  Bessel,  H = i5'59",788;  on  a donc 

log  (sinH  -I-  K sin*')  ±=  3, 668804 1 , pour  les  contacts  extérieurs, 
log  (sinH  — K sin*')  = 3,6666903,  pour  les  contacts  intérieurs. 


Il  nous  reste  encore  à exprimer  la  qiiaotitité  c,  ou  la  distance 
du  sommet  du  cône  au  plan  des  .rjr.  On  a,  comme  on  le  voit  ai- 
sément. 


(F) 


en  prenant 

le  signe  -I-,  pour  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  —,  pour  les  contacts  intérieurs. 


Désignons  maintenant  par 

/ la  grandeur  e tang/,  c’est-à-dire  le  rayon  de  la  trace  du 
cône  sur  le  plan  des 

\ la  grandeur  tang/,  c’est-à-dire  la  tangente  de  l’angle  au 
sommet  du  cône. 
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nous  aurons  pour  équation  fondamentale  des  éclipses,  la  relation 

qui  exprime  que  le  point  de  la  surface  de  la  Terre  déterminé  par 
y,  0 et  P se  trouve  sur  la  surface  du  cône  enveloppant  les  deux 
astres. 

Puisque  la  quantité  l est  essentiellement  positive,  il  faudra 
prendre  il  négatif,  si  l'équation  (F)  donne  pour  r une  valeur 
négative. 

A l'aide  des  Tables  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  chercliera  d'après 
les  formules  (C)  et  (D),  les  quantités  qui  servent  au  calcul  de  x, 

X et  Z,  n et  Ç;  toutefois,  puisque  ces  Tables  sont  toujours  iiffec- 
tées  de  petites  erreurs,  les  valeurs  calculées  pour  -r,x,  etc.,  dif- 
féreront un  peu  des  valeurs  véritables.  Si  donc  ôx,  ^x  l'I  sont 
les  corrections  qu’il  faut  apporter  aux  valeurs  calculées  de  x,  j et  / 
pour  avoir  les  valeurs  véritables,  l’équation  précédente  deviendra 
évidemment  (*) 

(x  -4-  ôx  — ôj'—  e)’=  (/  -f-  ô/  — iÇ)’. 

Calcul  de  la  longitude.  — Actuellement,  supposons  que  les 
valeurs  a,  5,  ir,  a'.  S' , it'  tirées  des  Tables  ou  des  Éphémérides 
astronomiques  se  rapportent  au  temps  T du  premier  méridien 
adopté;  soit,  en  temps  de  ce  premier  méridien,  T -4- T' l’heure 
qui  correspond  à l’observation  d’une  phase  de  l’éclipse,  soient 
aussi  X,  et  y,,  -r'  et  r'  les  valeurs  de  x et  et  d^eurs  dérivées 
au  temps  T ; nous  aurons 

x = x,+  x'T',  y=y,+  y'V. 

De  même  les  grandeurs  S,  >)  et  !;  seraient  données  par  la  somme 
de  deux  termes  analogues.  Mais  puisque  ces  grandeurs  varient 
touj'ours  très-lentement  et  que,  dans  la  pratique,  on  connaît  déjà  « 
une  valeur  approchée  de  la  différence  de  longitude,  et  par  suite 
du  temps  du  premier  méridien  correspondant  au  temps  de  l’ob- 


( * ) On  ■ négligé  ici  le«  erreurs  de  a,del  i,  car  on  ne  |ji  ul  pas  les  dcier- 
mincr  par  les  obserTations  des  éclipses. 
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servation  ; on  peut  considérer  ces  grandeurs  comme  étant  connues 
pour  celte  époque.  L'équation  précédente  devient  donc 


(x.-  5 -t-  x'T'-t-  4x)>-(- (;»■.-  , Aj  y = (/-h  i/  — K)’j 


si  X et  J' variaient  proportionnellement  au  temps,  x'et/'  seraient 
des  constantes,  et  il  suriirait  de  les  calculer  une  fois  pour  les  con- 
naître à un  instant  quelconque.  En  réalité,  ceci  n’ajias  lieu;  mais, 
comme  les  variations  de  x'  et  _j'^sont  toujours  très-petites  par 
rapport  atix  variations  de  x et  de/,  on  peut  résoudre  l'é(|ualion 
précédente  par  approximations  successives,  et  arriver  ainsi  rapi- 
dement au  résultat. 

Posons 

x'i  — /'/'=:  ÛX, 

/'/■ -t- xV=  A/; 
et 


(t>) 


i 

( 


m sinM  = x„—  n sinN  = x', 
III  cos  M = /o — >i , n cos  N = / ', 


/-XÇ  = L; 


l’équation  précédente  pourra  s’écrire 


( L-(-  A/)*=[mcos(M  — N)-t-«(T'-(-')]’-4-[m sin(M  — N)  — 

et  en  négligeant  les  carrés  de  i'  et  de  A/,  on  a pour  trouver  T'-t-  i, 
l'équation  du  second  degré 


( T ' -t- 2 ^ ( T' -h  I ) cos  ( M - N ) 

sin»(M  — N)  m’  cos’(M  — W) 
n'  /»' 

III  L 

-(-  2 — i'siri(M  — N) -H  2 — A/. 
n ' ' h’ 


Résolvons  celte  équation  par  rapport  à T'  -H  i,  en  remarquant 
que 


, _ Ax 

t X Ax  = i/x  -4-  F > 

' 2yx 
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et  en  posant 

(H)  Lsin^|/ = TO  sin(M  — N), 

nous  aurons 


T'=  — ^ cos  (M  — N)  q:  - — i ZÇ  i'  tang>|/  qr  ^ scciji , 

/ 

ou,  en  exceptant  le  cas  où  ij»  serait  très-petit,  ' 


' m sinfTj<±(M  — N)]  ^1 

T'= —i^i  tang^ ,=p  — sec 

n siii\|(  ° ' H 


Pour  l’entrée,  ou  en  d’autres  termes  pour  le  commencement  de 
l’éclipse  ou  d’une  phase  qiiclcon(|ue,  T'  aura  une  valeur  positive 
plus  petite,  ou  une  valeur  négative  plus  grande  qii’à  l’époque  de  la 
sortie  ou  de  la  fin  ; par  conséquent  si  l’on  prend  toujours  l’angle  i/ 
dans  le  premier  ou  le  quatrième  quadrant,  il  faudra  choisir  le 
signe  supérieur  pour  l’entrée,  et  le  signe  inférieur  pour  la  sortie, 
comme  on  le  voit  aisément  à l’aide  de  la  première  forme  de  l’é- 
quïtion  en  T';  si  l’on  prend,  au  contraire,  l’angle -ji  dans  le  pre- 
mier ou  le  quatrième  quadrant  pour  l’entrée,  et  dans  le  second 
ou  le  troisième  pour  la  sortie,  on  aura  dans  les  deux  cas 


m sin(M  — N 
n siniji 


i — i'  tang\|<  — 


n 


séc^|(, 


ou 

. ni  , LcosJi  . àl  . , 

(J)  T = cos(M — N)  — — —i  — j'tangili scc^i. 

' n n " * /I 


Dans  le  cas  d’une  éclipse  annulaire  et  pour  le  contact  intérieur, 
la  sortie  a lieu  avant  l’entrée;  il  faut  donc,  à l’inverse  de  ce  qu’on 
a fait  tout  à l’heure,  prendre,  pour  l’entrée,  ^j(  dans  le  second  ou 
le  troisième  quadrant,  et,  pour  la  sortie,  le  prendre  dans  le  pre- 
mier ou  le  quatrième. 

Quant  à l'équation  (J)  on  la  résout  par  approximations  suc- 
cessives. Dans  ce  but  on  calcule  les  valeurs  de  x,  y,  z,  a,  d,  g,  l 
et  il  à l’aide  des  formules  (A),  (B),  (C),  (E),  (F)  pour  plusieurs 
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heures  successives,  de  sorte  que,  à l’aide  des  formules  d’interpo- 
lation, on  puisse  trouver  pour  chaque  instant  les  valeurs  de 
x„  y-,  et  de  leurs  dérivées  ; on  adopte  ensuite  une  valeur  de  T, 
aussi  exacte  que  le  permet  la  connaissance  approchée  de  la  diffé-  . 
rence  de  longitude,  on  interpole  pour  cette  époque  les  gran- 
deurs x'  et  et  on  trouve  à l’aide  des  formules  (D),  (G), 

(H)  et  (J)  une  valeur  plus  approchée  de  T'.  Avec  la  valeur  T-+-T' 
on  recommence,  s’il  est  nécessaire,  le  calcul  précédent. 

Représentons  par  T la  valeur  adoptée  dans  la  dernière  a{>- 
proximation,  et  par  T'  la  correction  trouvée,  en  sorte  que 

T-t-T'=r—  w, 

• 

où  / est  le  temps  donné  par  l’observation,  u la  différence,  prise 
positivement  à l’est,  de.,  longitudes  du  lieu  d’observation  et  du 
premier  méridien,  c’est-à-dire  du  méridien  dont  le  temps  a servi 
de  base  au  calcul  des  grandeurs  x,yr,  etc.,  nous  avons 

(U  = / — T + — cosfM  — N)  -+-  — cosJi 

n n 

A/ 

-I-  / -t-  i'  tang>|t  H séciji, 

ou  d’après  la  formule  (H) 


^ sin(M — N- 
K,  T-t . , 

n Sln^)l 


- 

— ^ -t-/'-i-i'tang\|i  -t- — sécJi. 

n 


Les  valeurs  de  x'  ci  y ont  été  trouvées  en  prenant  l'heure  de 
temps  moyen  comme  unité  de  temps.  La  formule  précédente  sup- 
pose donc  U rapporté  à cette  même  unité.  Or  t,  temps  d’observa- 
tion, sera  donné  en  secondes,  et  pourra  n’étre  pas  un  temps 
moyen;  pour  ]ilus  de  simplicité,  nous  supposerons  que  T est 
donné  en  secondes  du  même  temps  que  f,  dès  lors  si  nous  vou- 
lons obtenir  la  différence  des  longitudes  en  secondes  du  temps 
d’observation,  il  faudra  multiplier  tout  le  second  membre,,  ex- 
cepté t — T,  par  le  nombre  s de  secondes  de  temps  moyen 
contenues  dans  une  heure  de  cette  espèce  de  temps,  de  telle 
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sorte  que  la  formule  précédente  deviendra 

^ m sin  (M  — N -+-  iji  ) 
n sin^jl 

àl 

H-  («  i's  tang'l)  -t-  .t  — séc\j>. 

L’équation  (K)  ne  donne  pas  la  différence  des  longitudes  du 
lieu  de  l'observation  et  du  premier  méridien,  mais  plutôt  une 
relation  entre  cette  différence  et  les  erreurs  des  éléments  du  calcul 
de  réduction.  Mais  si  en  d’autres  lieux  on  a observé  la  mèmè 
éclipse,  on  a pour  chacun  d’eux  autant  d'équations  an-slogues 
qu’on  a observé  de  phases  de  l’éclipse.  Par  la  combinaison  de 
toutes  les  équations,  on  élimine  ensuite,  comme  on  le  montrera 
plus  tard,  les  erreurs  provenant  d’un  ou  plusieurs  éléments  du 
calcul,  et  de  cette  manière  on  rend  le  résultat  aussi  indépendant 
que  ])ossible  des  erreurs  des  Tables. 

Il  faut  encore  développer  les  quantités  i et  i"  déterminées  par 
les  équations 

, x'i— 

jr'i  + x'i'=  iy, 
ou 

ni  — sinTf  A.C  -t-  cosN  A>, 
ni'=  sinNA^  — cosN  Ax. 

Les  quantités  x et  jr  dépendent  de  a — a,  S — et  tt.  Consi- 
dérons-les  comme  inexactes,  nous  aurons 

• • 

Ax  = A A(a  — rt)  -t-  B A(d  — ) -t-  C Att, 

Ajr  = A'A(a  — «)  + B'A(^  — ‘f)  + C'Att, 

où  A,  B,  C sont  les  dérivées  de  x par  rapport  à « — a,  3 — d 
et  JT,  et  A',  B',  C'  les  dérivées  de  jr,  par  rapport  aux  memes  gran- 
deurs. Mais  puisque  A(a  — a),  A(3  — d)  et  Ait  sont  toujours  de 
petites  quantités,  on  peut,  dans  l’expression  des  dérivées,  négliger 
les  termes  où  sin  (a  — a)  et  sin(<î — d)  entrent  comme  facteurs, 
et  y remplacer  cos  (a  — a)  et  cos(iî  — d)  par  l’unité. 
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On  obtient  ainsi 


A — 


cos«î  , . rosd 

COS  (a  — fl  ) = y 

siriTT  siiur 


_ sin(î  . , 

B = : — sin  ( * — «)  = O, 

sinn  ' 


C=- 

A'=- 


cosJsin(*  — n)  rosir  x 

sin’ir  taoyi 

casS  sin  r/  sin  ( a — a) 


B'=  + — _ I 

* siair  siiiTT 

tangir 

comme  / et  t',  et,  par  suite,  A(a  — a),  AJJ  — ri)  et  Air  sont 
toujours  exprimées  en  parties  «lu  rayon,  il  faudra,  pour  avoir 
en  secondes  les  erreurs  di's  rléinents,  diviser  les  dérivées  par 
•iob  265.  Posons 

- = /, 

206  265 . a sin  n ’ 

nous  aurons 


« = + /i  sinN  cos^  A (a  — a)  -t-  A eosN  A(iî  — d) 

— A cosir  Alt  (xsinN -t-/ cosN), 

i'i=  — AcosNcos5A(a  — aJ  + AsinNA('î — d)  , , 
+ A cosir  Air(x  cosN — j-sinN), 

ou,  en  multipliant  la  première  équation  par  cosiji,  la  seconde  par 
siui{>,  et  ajoutant, 

(if  H- tangtji)  £2^ 

= sin(N  — \I«)cos^  A (a  — a]  -(-  cos(N  — iji)  A (J  — d) 

— cosir[xsin(N  — 'J/)  +^cos(N  — ili)]Air,  . , 
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il  en  résulte 


m sin(  M — N A) 

: / T -1“  A ; 

n sintjt 

sin(N  — I)  , , . cos(N  — \|<) 

-4-  h ^ coso  A (a  — n)  + // ^(3—d) 

cos-J' 

-206265  . 


COS'J' 


sinrA/ — Acosirl  - 


cosiji 

X sin  (N  — -Ji)  -H  J-  ros  (N  — 4i)  ' 


COS-Jl 


Ait. 


Enfin,  en  posant 


(L) 


ft  = -1-  sinN  cos^  A(a  — a)  -4-cosN  A(J  — <■/), 
ï = — cosN  ros5  A(a  — .7)  + sinN  A(J  — d), 
a = 206  2.65  sin  TT  àl , 

il  : - COSîT  Air  , 

X sin(N  — iJ/)  — '!') 


E = 


COSlj< 


on  obtient  en  definitive 

^ “ = 


N-f-iî-) 


(M) 


_ m sin  ( M 

X -ï-  ^ s 1 — 

n SI111J1 

■ hfi  -4-  h-j  tangiji  4-/15  sécij/  — //EQ. 


Ch.-ique  observation  d'une  phase  d’une  éclipse  donnera  une 
équation  analogue;  et  puisque  chacune  d'elles  contient  cinq  incon- 
nues, il  suffira  de  cinq  de  ces  équations  pouren  trouver  les  valeurs. 
Dans  la  pratique,  on  ne  pourra  pas  déterminer  0 et  û,  à moins 
que  les  observations  n'aient  été  faites  en  des  lieux  Irès-éloignés 
les  uns  des  autres.  Au  contraire,  le  calcul  des  coefficients  mon- 
trera toujours  l’influence  que  peuvent  avoir  sur  le  résultat  les 
erreurs  dont  sont  entachés  / et  ir.  Il  sera  également  toujours  pos- 
sible de  débarrasser  la  différence  de  longitude  des  erreurs  de  fx  et  v, 
mais  on  ne  pourra  déterminer  la  dernière  de  cesquantilésqiiesi  l'on 
connaît  les  différences  en  longitude  du  lieu  et  du  premier  méri- 
dien. Si  fx  et  y sont  connues,  les  erreurs  des  aseensions  droites  et 
des  déclinaisons  données  par  les  Tables  s'obtiendront  au  moyen 
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cos^  A (a  — a)  = (i  sinN  — v cosN, 
i(S  — rf)  = cosN  + ï sinN. 


Tableau  des  formules.  — Les  Tormules  qui  servent  à la  déter- 
mination des  longitudes  par  l'observation  d’une  éclipse  de  Soleil 
sont  réunies  dans  le  Tableau  suivant  : 


sinir'  cos  J 


A'  sinïT  cos  5' 


J (a  — a'), 


(■) 


i sin  Tl 


8='  — 


sinTT 
A'  sinTT ’ 


où  a,  ^ et  ir  sont  l’ascension  droite,  la  déclinaison  et  la  parallaxe 
horizontale  équatoriale  de  la  Lune;  a',  A'  et  tt'  l’ascension 
droite,  la  déclinaison,  la  distance  et  la  parallaxe  horizontale 
équatoriale  moyenne  du  Soleil  ; 

cosiîsin(a  — a) 
sinTT  ’ 

sin  (J  — djeos’^  (a  — «)  •+  sin(J  -f-  rf)  sin’ÿ(«  — a) 
sinTT  ’ 

cos(d  — </)cos^|(jt  — fl)  — cos(j-K/)sin4(g  — aj 

sinTT  ’ 

sin/ = — T (sinH±  K.  sioTr' ), 

gS  >’ 

log(sinH-f-KsinTr') 
iog(sinH  — KsioTr') 

(4) 


= 3, 6688041  pour  les  contacts  extérieurs, 
= 0,6666903  Pour  les  contacts  intérieurs; 

-4-  K. 

C=Z±  ~r—  , 

sin  J 
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en  prenant 

le  signe  ponr  les  contacts  extérieurs, 
le  signe  — , ponr  les  contacls  intérieurs; 

(5)  tang/=X,  l = c\, 

où  X a toujours  le  même  signe  que  c ; 

IÇ  =pcos^'  sin(e  — «), 

>1  = p[cos>y  sin^'  — sinr/cosf'  cos(©  — /i)], 

Ç = p[$in<^sinf'  -t-  cost/cosf'  cos(e  — «)], 

où  et  P sont  la  latitude  géocenirique  du  lieu  et  sa  distance  au 
centre  de  la  Terre,  © le  temps  sidéral  observe  de  l’entrée  ou  de 
la  sortie. 

Si  de  plus  on  a,  pour  le  temps  T,  les  valeurs  * 

ilx 

x = .r.,  _=x, 

, 

on  calculera 

|msinM  = .r, — Ç,  /isinN^V  ('), 

(7)  < mcosM  = j,  — /i,  ncosN=y, 

( /-iî  = L; 

(8)  Lsini|-  = /nsin(M  — N), 

en  prenant  >)i,  dans  le  premier  ou  le  quatrième  quadrant  pour 
l'entrée,  dans  le  second  ou  le  troisième  pour  la  sortie;  et 
m sin(M  — N -t-  \J/) 
sin\|i 


' (9) 


m fLcos4» 

= — I — cosfM  — N) 

n ' n 


(*  ) Lei  Ttlfluri  Ua  N et  delo^n  étant  presque  constantes,  il  conviendra, 
si  Ton  a un  grand  nombre  d'obsenrations  à réduire,  de  les  ea leu  1er  d’abord 
pour  un  certain  nombre  d'heures  entières.  On  en  déduira  ensuite  par  une 
simple  interpolation  lot  raleura  correspondantes  à un  temps  donné  quel* 
conque. 
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On  aura  finalement,  pour  déterminer  u,  l'équation 

(lo)  w = r — T — T' -f- /i/i -4- Av  tang^, 

où 

^ ?.o6  ?.t)5 . /»  sin  rc  ’ 

(t  = -t-  sinN  cosd  A(a  — n)  -f-  cosN  A (J  — fi), 

V = — cosN  coso  A (a  — ")'-4-  sinN  A — d) , 

et  par  suite 

cos^A(a  — rt)  = ftsinN  — vcosN,  , 

A (5  — d)  = (i  cosN  -I-  V sin  N. 

Exemplr.  — L’observation  de  l'i  rlipse  totale  de  Soleil  du  ’j  juillet 
1S42,  faite  à Vienne  et  à Poulkowa,  a donné  les  résultats  suivants  : 


VlEXM. 

Coninrl  intèrif^iir  à Tentreo. . . 
Contact  ioleriour  il  la  sortie.. 

h m fl 

18. 4»). 75,0 

16. 5l .23,0 

Temps  moy«n  de  Vienne. 
Temps  moyen  de  Vienne. 

POI.'LKOWA. 

Contact  rtlcpienr  tt  IVnlroe.. 
Contact  extérieur  à la  sortie.. 

iQ.  7.  3,5 

21 . 13.53,0 

Temps  moyende  Poulkowa. 
Temps  moyen  de  Poulkowa. 

Dansie  Jahrhiicli  de  Berlin,  on  trouve  les  positions  suivantes  de 
la  Lune  et  du  Soleil  : 

log  A' 

0,007  votil 
o,oo72o5G 
0,007 
0,0073056 
0,007305c 
0,0073036 

Si  nous  calculons  d’abord  les  quantités  n,  d el  g au  moyen  des 


T.m. 

de  • f «r 

B«rtio.  a J « rf  ?r 


h 

17 

0 f 

io5.  8 

0 

-4-33. 

33 

. 

lu. 

35 

lof» 

5o 

38', 

49 

-t-33 

i>  f fl 

33.35,56 

.59.55,00 

18 

io5-47 

53,31 

33. 

i5 

0 

^4. 

f (»6 

.53 

'»! 

37 

33 

33.  7.93 

.59.56,37 

»9 

iiiG.aC 

34. >i 

3 J. 

7 

50 

4^ 

106 

55 

56, 

3.4 

33 

33.5i,:t6 

69.57, 65 

30 

107.  5 

33  ,3i 

a3. 

0 

10 

7' 

luG 

58 

30 

‘'9 

37 

3c.3,'i,75 

5y. 58,91 

31 

107.45 

33  . 

53 

3i 

107 

0 

53 

9't 

32 

3i.  ib.OIJ 

60.  0,1  J 

33 

108.33 

50,35 

33. 

44 

4^ 

i3 

107 

3 

78 

72 

3j.  1,40 

Gu.  1,35 
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formules  (i),  nous  trouvons 

h û à ^°eg  . 

O I 0 * O I 0 _ 

i8  ioG.53.ai ,.'53  -*-22.33.  2,0} 

iQ  106. 55. 5o, 33  22.324^,47 

ao  106  58  19, to  22  3a.  *0,87 

21  107.  o.47)S3  22. 3a. i5, 25  I199S9819 

Nous  obtenons  ensuite,  au  moyen  des  formules  ( ?.),  (3),  (4) 
et  (5), 


h 

X 

y 

loe» 

n 

— i,5G32I|4 

\ -*-0,824 

1,75351(9 

■ 8 

— 1 ,oo()  1 1.54 

yV>', 

i,7'84S31 

«9 

-o.iJSgS,',! 

-t-o,58j  7i,ri7 

1,7  "183923 

20 

-+-0,ir>8  25l4 

-eo,.'|rii  a^Si 

i,7-58arM4 

21 

-*-o,6fi5  3;85 

-*-o,3Î9  3985 

1,-580909 

22 

-t-i,2ja  4ooy 

-t-o,ai7  iCu3 

Çft 
rN 
00 
l-N 
• •0 

1 

lop  X 

b 

Contaci  eiién«ur. 

CoQlact  iotérieur. 

CooUcl  «itêricur. 

CwQiAct  Inrérleur 

17 

1 0,530  23i  4 

0,010  0548 

3/  6i  0222 

3,6Go  5o84" 

18 

0,530  2001 

0,010  oH’^o 

3,062  0223* 

3,60o  5u85n 

lî) 

o,53û  14^ 

0,010  1409 

3,G'i2  G2i5 

3,Gt>o  50870 

20 

0,530  o655 

0,010  2198 

3,6'ij  6226 

3 ,G(îo  5o88n 

21 

0,535  9G22 

0,010  3227 

3 ,C(>2  6227 

3 ,660  *0890 

22 

0,535  8345 

0,010 /|i99 

3,6626229 

3,G6o  5091/1 

Maintenant,  pour  Vienne,  le  temps  observe  du  contact  inté- 
rieur à l’entrée  était 

i8'’4<)'”25’,o, 

ou  en  temps  sidérai 

0 ==  1 h S?.”  29’,  8 = 28"7'  27",  O ; 

de  plus 

9 = 48-12'  35", 5, 


et,  par  suite,  la  latitude  géocentrique 

9'  = 48-i'8",9, 

et 


= '.999 '952. 
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Prenons  maintenant  T = i8'‘ 3o™,  nous  obtenons,  pour  celte 
époque, 

— o,7?.'j53o,  V,  = -I- 0,643413, 
et,  d'après  les  formules  (6), 

— 0,654897,  r,  =r  4- 0,635482,  logç  = 1 ,606857  ; 
de  plus,  par  les  formules  du  n°  15, 

a:'= -f- 0,557  l85,  = — o,f2ii4o, 

et,  d’après  les  formules  (7),  (8)  et  (9), 

M = 276“  i3' 54*,  log«i  = 2 ,863  708, 

N =tr  102.  i5.58,  log/i I ,756o3o, 
logL=2, 077778, 
y = 39"57' 10",  T'=  — 6“*4o*>85. 

Puisque,  dans  ee  cas,  il  n'est  pas  nécessaire  de  recommencer  le 
calcul,  on  obtient,  d’après  la  formule  (10), 

M = 4-  o''  12'"  44*1  t5  -I-  • ,7553.  fi  -+- 1 ,4;o3 

. De  l’observation  du  contact  intérieur  à la  sortie,  on  déduit  éga- 
lement, en  conservant  la  meme  valeur  pour  T, 

ç = — 0,653763,  11  = -i-  0,633  338,  logç ^ 1 ,612367, 

M = 277“46'4o"i  logm=:  2,8718741  logL=  2, 078638, 

4.  = i5o»54'5i''.5, 

T'=-8“54‘,74, 

et  ainsi 

w = -t- O*"  i2'"27*,26  4-  1,7553. fl — 0,9764.». 

Si  l’on  adopte  pour  Pouikowa  la  valeur  , 

T=59»46'.8%6 

d’où 

1,'=  59»  36' 16",  8,  logp  = 1,99891 72, 
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on  df-duit  des  observations  faites  en  ce  lien 

w'  = I*' 8'" -I-  I ,-55g.p  -t-  o,,'ïo64. v, 
u'—  1.8. 7.9.  ,67  -t-  1 ,7541  .f*  — o,3o34 -V. 


On  a,  par  suite, 

w'  — w =:  -t-  55"* 47’, 4"*  — ° 

w' — w = -t-  55 . 55  ,4 1 -+-  o,(>73o.ï, 

d’où 

m'  — « = -i-  55*”  5o’  ,07 


et 

— 7".94- 


Pour  déterminer  aussi  l'erreur  p,  nous  regarderons  comme 
connue  la  différence  de  longitude  entre  l’une  des  stations  et 
Berlin.  Or  la  différence  des  longitudes  de  Vienne  et  de  Berlin  est 

+ o'*  I I 5G’ , 4«  ; 

nous  déduirons  donc  de  la  première  équation  relative  à u 


ft  = - 2o",55. 


En  outre,  puisque  nous  avons 


coiS  A(a  — fl)  = (X  sinN  — v cosiN, 
— f/j  =;  fx cosN  + ï sin  N, 


nous  trouvons 


t 


cosS  A(a  - fl)  = - il", 78,  i(d  — rf)  = - 3", 38. 

132.  Détermination  des  longitudes  au  moyen  des  occultations 
d'étoiles  par  la  Lune.  — Dans  ce  cas,  les  formules  sont  beaucoup 
plus  simples.  En  effet,  comme  alors  tc'=  o,  il  vient 

o = a',  d=:S'. 

Nous  n'avons*  donc  pas  besoin  de  calculer  les  formules  (i),  et  les 
coordonnées  du  lieu  d'observation  sont  indépendantes  du  lieu  de 
I.  29 
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la  Lune,  car  nous  avons  simplement 

Ç = 15  cosç'  sin{0  — a'), 
n ■=■  (5[sinŸ'cosJ'  — cos^'  sin^*  cos{0  — a')]. 

La  troisième  coordonnée  Ç n’est  pas  employée  , puisque,  dans' 
le  cas  actuel,  /=  o,  et  par  suite  ^ = o ; nous  avons  donc  un  cy- 
lindre enveloppant  au  lieu  d’un  cône.  Le  rayon  / du  cercle,  suivant 
lequel  le  plan  des  xjr  rencontre  ce  cylindre,  est  é^’al  au  demi- 
diamètre  K de  la  Lune.  Il  ne  sera  donc  pas  non  plus  nécessaire 
de  calculer  la  coordonnée  z,  mais  seulement  x et  y que  donne- 
ront les  relations  simples 

cosô  sin(a  — a') 
sinr 

sinJ  cos^'  — cos'î  sinJ'  cos/ a — a') 

sinjT  ' 


L’cqnation  fondamentale  des  éclipses  se  transforme  en  la  sut 
vante 

(K  aK)’—  (x  -t-  Ax  — (_y  -f-  A.v  — »)’, 

que  nous  résoudrons  de  la  même  manière  que  précédemment. 
Prenons  encore  t — w =T  -i-  T',  et  désignons  par  x,  et  j,,  x'  et  y' 
les  valeurs  de  .r,y  et  de  leurs  dérivées  correspondantes  ait  temps  T, 
nous  calculerons  les  quantités  auxiliaires 

t 

m sin M = X.  — B,  « sin N = .e' , 
w(cosM=_)'o  — n,  ficasN  — jr', 

Ksinijf  =;  m sin  (M  — N), 


et  nous  trouverons,  pour  déterminer  u,  la  formule 


tt  = t - 


m sin(M  — N -t-  xji)  , 

■ — : — ; [-hti-h  ht  tang-i/ 


dans  laquelle  h,  p et  » ont  la  même  signification  que  précédem- 
ment. 
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Exemple.  — L’immersion  et  l'émersion  d’Alilebaran,  observées 
à Bilk,  le  2f)  novembre  ont  donné  les  résultats  suivants  : 

Immersion.  ..  8’’ iS"  1 2',  i , lemps  moyen  de  Bilk, 

Émersion.  ...  q.  18.  ii)  ,8,  temps  moyen  de  Bilk. 

L'immersion  de  la  même  étoile,  observée  à Hambourg,  a 
donné 

8''33“’47‘,2,  temps  moyen  de  Hambourg. 

D'après  le  yautical  Almaniu , la  posilion  do  l’étoile  était  ce 
jour-là 

a'=  4''  ' '*>‘i2.4  = H-  62"49'  3", 6, 

5'  = -f-  1 5 . ! 5.32  ,2. 

De  plus,  on  a pour  Bilk 

y'  = St"  1'  10", O,  logo  = i ,999  1201, 
et  pour  Hambourg 

ÿ'  = 53‘’22'4", 2,  logf  = 1 ,9990624. 

Enfin  le  Nantirai  Almnnnc  donne  (tenijis  moyen  de  Greenwioli) 
les  positions  suivantes  de  la  Lune  : , 


h 

« 

h m • 

0 

7T 

! H 

(>o.5o,8 

7 

4-  2,15 

-+-i5./|7.j4,G  I 

S 

j 4-  8.35,69 

15.5^.48,8 

()0.5i  ,8 

y 

i II.  U,5i 

iG.  a.  6,5 

r»o.5a,9 

Nous  trouvons  donc,  pour  ces  trois  époques. 


Il  ^ 

7 —I, -140980 

8 — n,634aiS 

9 — 0,0^7  3C^ 


-+-o,(îoC75a 
-+-o,Go6  6G4 


J 

-t-o.âaj  5;7 
-t-o,G46  3i8 
-t-o, 764974 


A2 

-t-o,  1x87^1 
-*-o,  I isnso 


Nous  avons. maintenant,  pour  Timmersion  à Bilk, 

e = o'’ 49'"  29’,  93,  0 — a'  = — 5o‘'26'34",6; 

29. 


Digitized  by  Google 


45a 
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i= — 0,484015,  71  = -t- o,643ai6; 


actuclleiiient,  prenons  pour  T la 
pour  relie  époque , 

■r, — Ç = — OjîSl  346, 
jr'—  H-  o,Go8-8y, 

il  'où 

M = + alÈG"  1 2'  I o" , 
N = -h  78.55.50  , 
'^  = — 6.43. 1 1 , 


râleur  T = 7'‘5o“’,  nous  aurons, 

y,' — 71  = — 0,01668a  , 
y'=.  -I-  0,1 18713, 

log/«  = I ,4oi  226, 

log«  = 1,791  19.4, 

T'=-f  2™ O’, 85. 


Nous  déiluisons  donc  de  l'immei'sion  observée  ü liilk  l'équa- 
tion suivante  entre  les  erreurs  p,  v et  la  différence  u de  longitude 
entre  Bilk  et  Greenwich  : 


w = -)-  27"'  12’, 1)5  -4-  1 ,5p45.p  U,  1879. v; 
de  meme  l'émersion  observée  k Bilk  donnera 

w = + 27'"27>,  10  4- 1 ,5937 . P -t-  o,5336.v, 
et  l'immersion  observée  it  Hambourg 

u'=  -f  4o"'3*,7G-(-  1 ,5945. P — o,  i3(>2.v; 
nous  aurons  donc  les  deux  équations 

u'  — cü  = -t-  la^So’jHi  + 0,0617 .V, 
u' — M = -I-  12 . 36  ,66  — o,66i)8.v, 

d'oii  l'on  tire 

«' — w = -H- ta™ 49* 780  et  V =: — 19", 61. 

133.  Prédiction  d'une  éclipse.  — Les  équations  générales  rela- 
tives aux  éclipses  et  aux  occultations  données  dans  les  n'''  131 
et  132  servent  aussi  à calculer  le  temps  de  leur  arrivée  en  un 
lieu  donné  de  la  surface  de  la  Terre.  Si  nous  prenons  pour  T un 


Digillzed  by  Google 


PRÉDICTION  d’une  ÉCLIPSE. 


453 

certain  temps  du  premier  méridien  voisin  du  milieu  de  l'éclipse, 
et  si  nous  formons  pour  ce  temps  les  qmintitcs  et 

l'équation  fondamentale  des  éclipses  est  • 

(x,  + x'V- E)*  -4-  (r.  -4-r'T'  - »)’=:  L>  (•), 

où  Ç et  » sont  les  coordonnées  du  lieu  de  la  Terre  au  temps 
T + T'  de  la  phase  cherchée  de  l'éclipse.  Par  conséquent,  si  nous 
désignons  par  0,  le  temps  sidéral  correspondant  au  temjis  T, 
0,  + U,  sera  le  temps  sidéral  du  lieu  de  longitude  u,  pour  lequel 
nous  calculons  l’éclipse,  si  Ç,  et  r„  son!  les  valeurs  de  ? et  ij  au 
...  . — fl) 

temps  0,  -4-  et  si  1 expression  — ^ — - se  rapporte  au  temps  T, 
nous  avons 


Ç = E,  4-  P coSÿ'cos(0o  -4-  w,  — a) 

n = 1),  -4-  P cos<p'  sin  (0,  -4-  Uj  — <i  ) 
Posons  maintenant 


(■/  f 0 — <7  ) 
dt 


r, 


r sinr/. 
dt 


m sinM=::  .r,  — Ç„ 
m cosM  — "i» , 

. „ , , , . die  — a] 

n sinN  =;  X — p cosij<  cos(0„  + w,  — a)  — -, 

lu  / • ■ , 1 — ")  • J 

n cosN  -X-  — P cosy  sin(0,  -f-  w,  — a) — - sina, 

sin-}  — sin(M  — N), 


où  L,  désigne  la  valeur  de  L qui  correspond  au  temps  T ; nous 
trouverons 

T'=  — — cosfM  — N)rp  — cosJ,  = /— T- u,; 
n n 


on  devra  prendre  l’angle  dans  le  premier  ou  le  quatrième  qua- 
drant, et  employer  le  signe  supérieur  pour  le  commencement  de 


(*  ) Pour  une  occulution,  on  a L=  K = o,aja5. 
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Piclipse,  le  signe  inferieur  pour  la  lin;  en  d’autres  termes,  si  l’on 
pose  ■ . ' ' 

cos(M  — N)  — — cosi  = r, 

« n 

tn  La 

cosfM  — N)  -t-  — cosil  = T , 

H n 

l’e'poqiie  du  commencement  de  l’éclipse  exprimée  en  temps  moyen 
du  lieu  est 

t z:z  T -t-  Wp  -f-  T 

et  celle  de  la  (in 

/'  = T-+-«, -I-t'. 

Une  première  approximation  donnera  les  époques  des  conlaetsè 
quelques  minutes  près,  et  cela  suffit  parfaitement  aitx  besoins  des 
observations.  Cependant  si  l’on  désire  une  valeur  beaucoup  plus 
approchée,  on  recommenrera  le  calcul  en  se  servant  de  T + t et 
de  T -t-  t'  au  lieu  de  T. 

Il  est  encore  nécessaire  de  connaître  les  points  du  bord  du 
Soleil  (ou  de  la  Lune,  dans  le  cas  de  l’oi'cultation)  où  se  font  les 
contacts.  Si  dans  les  expressions 

.r,  — Ç H- x'T',  J".— a -L.) 'T', 


nous  remplaçons  T'  par  la  valeur 

— — cos(M  — - N ) — cos^jl , 

nous  trouvons 


X — E =<-: — T (/«  sin  M cosN  cosNsin  J/  — m cosM  sinN  cos  N sinij» 
sini}i  ' 

qp/n  sinMcosNsinNcüSij/rbmcosMsinNsinNcosrj»), 


bien 


= q-L,  sin(N:prl-), 

et  de  même 

.r  — a = qp  L,  cos{  N q= 
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On  aura  donc,  pour  l’entrée, 

X — Ç = — Lasin  (N  — ij<)  = L,  sin(N  -I-  180"—  ij/), 
^ — L,  cos  (N  — !<)  = La  cos(  N 4-  I So"  — >ji) , 

et,  pour  la  sortie, 

X — Ç = La  sin  (]N -I- il) , 

X — n=:  LaCos(N  -I-  i|-). 


Nous  avons  vu,  au  n"  131,  que  5 — x et  a — j sont  les  coor- 
donnéesd’iinlicude  laTerresituésur  la  surface  du  cône  enveloppe, 
par  rapport  à un  système  d’axes  dans  lequel  l’axe  des  zest  la  ligne 
qui  joint  les  centres  des  deux  astres,  et  l’axe  des  x est  parallèle  à l’é- 
quateur ; .r  — ï et_y  — >1  sont  donc  les  coordonnées  d’un  point  situé 
dans  la  direction  de  la  ligne  qui  joint  le  lieu  de  la  Terre  au  point 
de  contact  des  deux  astres,  et  dont  la  distance  au  sommet  du 
cône  est  égale  à la  distance  qui  sépare  ce  dernier  point  et  le  lieu 

de  la  Terre.  ^ ^ et  ^ ^ sont  ainsi  le  sinus  et  Ib  cosinus  de 

l'angle  que  l’axe  des  4'  ou  le  cercle  de  déclinaison  passant  par  le 
point  Zj*)  fait  avec  la  ligne  menée  ilu  point  Z au  point  ^le  con- 
tact. Mais  puisque  ce  point  Z est  toujours  voisin  du  centre  du  Su- 

leil,  nous  pouvons,  sans  erreur  appréciable,  supposer  que  - . — 

L, 


sont  le  sinus  et  le  cosinus  de  l’angle  que  le  cercle  de 


déclinaison  passant  par  le  centre  du  Soleil  fait  avec  la  ligne  menée 
du  centre  du  Soleil  au  point  de  contact.  Dans  une  phase  quel- 
conque, cet  angle  est  donc  donné  par  les  expressions 


!'  Q ^ N — i|i  -I-  180°,  pour  le  commencement, 
Q'=:N-l-i|;,  pour  la  fin. 

Pour  une  éclipse  annulâire  de  Soleil  il  faudra  prendre  à l’entrée 
N 4-  i{i  pour  l’angle  de  position  correspondant  à un  contact  inté- 
rieur, et  N — i}<  4-  180”  à la  sortie. 


(*)  Le  point  Z e»l  le  point  d'inter»ection  do  Taxe  de»  ou  de  la  ligne 
joignant  les  centres  des  deux  astres  avec  la  sphère  céleste. 
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Tableau  tics  formules  employées  dans  le  calcul  d'une  éclipse. 
— Ainsi,  les  formules  qui  servent  au  calcul  d’une  éclipse  sont  les 
suivantes.  Pour  un  temps  voisin  du  milieu  de  l’éclipse  (le  mieux 
sera  dp  prendre  une  heure  ronde),  temps  du  méridien  auquel 
conviennent  les  Tables  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  calculera  les 
formules  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (5)  du  n°  131,  ainsi  que  les  va- 
leurs des  dérivées  y et  r';  on  calculera  ensuite  les  formules  ana- 
lojjues  aux  formuleÿ  (6)  : 

;,  = P cosif'  sin(0,  -1-  w,  — a), 

r„  = P [cosr/  sin®'  — sinr/ cosç'  cos(0„  -H  w,  — a)J, 

P [sinrf siny'  -l-  cos</ cosy'  cos(e,  -+-  w,  — a) J, 


où  ©0  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  moyeu  T,  et 
U,  la  longitude  du  lieu  comptée  positivement  à l'est  du  premier 
, méridien  ; et  si  l’on  pose 


m sin  M = j:,  — Ç, , 
m cos  M = y,  — n» , 

//  sin  N =:  x'  — pcoso'  cos(0„  w,  — a 


rf(  © — a ) 


dt 


d (@- 


n cosN  — P cosy'  sin(©,  -t-  m, — a) 
L#  — ffl  î 


situ/. 


et  ^|/  étant  compris  entre  — 90°  et  -t-  90“, 


sln^|l 


A “ ^ sin(M  — N), 
1^0 


T — — — cosi M — N)  — cosi}!, 
n n 


— cos(  M — — coS'i, 

n n 


le  temps  moven  du  lieu  correspondant  au  commencement  et  à 
la  fin  de  l’éclipse  sera  donné  par  les  valeurs 


r = T -t-  w,  -I-  T,  pour  le  coinmeneeiucnt, 
f'  = T -I-  U,  -f-  y , pour  la  fin. 


by  Googlt 


PRÉDICTION  d’une  Éclipse.  4^7 

Les  expressions  (A)  donnent  les  points  du  bord  du  Soleil  où  se 
font  les  contacts. 

Tableau  des  formules  employées  dans  te  calcul  d'une  occulta- 
tion. — Dans  le  calcul  d’une  occultation  les  formules  sont  beau- 
coup plus  simples.  Pour  le  temps  T du  premier  méridien,  temps 
voisin  du  milieu  de  l’occullalion,  un  calculera 


cos3  sin(a  — a'  ) 

— ■ ■ - . — - 1 

sin  K 

sin^  cosiî'  — cosiî  sinô'  cosf  at  — *') 
sin  TT 

ainsi  que  les  dérivées  .r'  et  y'  ; on  calculera  ensuite  les  quantités 

= P cos/  sin(0,  -t-  w,  — a'), 

71,  = P [sin  y'  cosiî'  — cos^'  sin5'  cos(6o  6>,  — 


où  0,  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  T ; et  si  l’on 
pose 

m sinM  = x, — ç,, 

;hcosM=:J',  — 

do 

/J  sin  N ==  — P cos^i'  cos  (0«  + u,  — ' * 

do  . 

a cosN  =y'  — P cos^'  sin(0,  -t-  w,  — a')  — sinJ', 


t/O 

'dt 


loR  ^ = 1 ,4'9'6  (*). 


sin  aj>=  — sin(M  — N)  (où  l’on  a — ()o'’<^ij(  <(go”), 

K. 

= 7,43537, 

T = — — cos(M  — W)  — — cüS']/,  t'= cos(M  — N)  -h  — cosii, 

n ’n  n ‘n 


(*)  En  eflel,  dans  les  dérivées  precedentes  on  a pris  l'heure  pour  unité  de 
d0 

temps,  est  donc  la  variation  de  l'angle  horaire  en  une  heure  moyenne; 
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le  temps  moyen  du  lieu,  correspondant  à l'émersion  ou  à l'immer- 
sion, sera  donné  par  les  expressions 

f T -i-  -f  T,  pour  l’immersion, 

— T + w,  t',  pour  l'émersion. 

L'angle  de  position  est  dans  ce  cas  l'angle  que  le  cercle  de  décli- 
naison passant  par  le  centre  de  la  Lune  fait  avec  la  droite  allant 
de  ce  point  au  point  de  contact;  cette  droite  est  donc  dirigée  ici 
du  centre  de  l’astre  le  plus  rapproché  vers  le  plus  éloigné;  il  faut 
dans  les  expressions  (A)  changer  ij/  en  i}i  — i8o",  et  l’on  a 

Q = N — i{( , pour  l’immersion , 

Q'  = N iJ/  — i8o" , pour  l’émersion. 

Evkhfi.e.  — Calculer  le  temps  du  commencement  et  de  la  fin 
de  l’éclipse  de  Soleil  du  ^ juillet  1842  pour  Pouikowa.  Prenons 
T = 19'',  temps  moyen  de  Berlin  ; d’après  le  n"  131 

T,=  — 0.44893,  y',  = -f- 0 ,58280,  / = o,536i4> 

x' = -f- o ,557 18,  y~  — o,i2i33,  logX  = 3,66262, 
fl  = io6"55',8,  -I- 22"32',8. 

De  plus,  nous  obtenons 

e.  — a**  S""  8’ , ^ 

et,  puiscpie  la  différence  w,  de  longitude  entre  Pouikowa  et  Berlin 
est  égale  à -f-  i''7"‘43’,  il  vient 

e,  -t-  U,  — fl  = 3oo”46',9, 

et,  par  suite, 

Ç,  = — 0,43361,  logÇ,  — 1 ,75470, 

»,  = -f- 0 , 69560 , logL,=  1 ,72716. 


or  cet  intervalle  de  icmpi. contient  3fiog,86  kccondes  sidérales: en  naultipliant 
ce  nombre  par  i5,  ei  en  le  divisant  par  2o6aG5  afin  d'eiprimer  les  dérivée! 
en  partie!  du  rayon,  on  a bien 

. / fl 


PB6DICTI0!i|  ii'uke  éclipse. 
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En  outre 


— P cos^'  cos(0,  -l-  U,  — a)  ~ — - — ! = + 0,067(12  (*) , 

I ■ , — ")  ■.  r-,r 

— P cos^  sin (0,  + w,  — a] smd=:  — 0,04352; 


on  en  conclut 


j'  — '—=  + 0,48956,  y —~=  — 0,07781  ; 


il  en  rcsulle 


d'où 


M = i87°44'>  ■ ) log ni  = I ,05628, 

= 99’  * >9>  logn  = 1 ,69522, 
i]/  = 1 2"  19',  o; 

T = — 1 ,057  = — i'‘3"',4, 

■7'  = H-  I ,046  =7+1.2  ,8. 

Le  commencement  et  la  lin  de  l'éclipse  ont  donc  lieu  aux  épo- 
ques marquées  par 

r = i9'>4"',3,  /' = 21'' lo^iS. 


C*)  On  d en  eiïei  en  icmpt 


de 

dt 

ou  en  arc 

de 

~dtl 

d'atlleiira 

dit 

{ 

dl 

d"où 

d(0  — a) 

dl 

— -h  3609*, 86, 

= -t-57i47',9ui 
= + '-'iS'jjS, 


et  le  logarithme  de  ce  nombre  osprimé  en  parties  du  rayon  en  ifVyyO. 
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La  differenre  entre  ces  époques  et  celles  qui  ont  clé  donnée» 
par  l’observation  n'cal  que  de  S".  En  reromnieneanl  le  calcul 
avec  T = 18''  et  T — ou  aurait  des  valeurs  déjà  très-appro- 
chées des  époques  inconnues  du  cnninienceinent  et  de  la  fin  de 
l'cclipse. 

Les  valeurs  des  angles  de  position  des  points  de  contact  pour  le 
coninienceiucnt  cl  la  fin  de  l’éclipse  sont 

267"  et  lit”. 

Jlnnarfar.  — Sur  lecolcul  des  éclipses,  consulter: 

Dt.ssEL.  — Vehvr  dir  ftprrchnunf^ der  Litnf^e  aus  Sternbedeciungen  ( diOouo- 
miiehe  yitchrichlfrif  151  cl  152). 

BRssrt.  — Àstronomischr  Unteriuchun^en  (vol.  Il,  p.  93  et  suiv.}. 

Hasse.v.  — Astronomiiche  yacht ichten,  ii°*  3311  à 312. 

13i.  Méthode  des  distances  lunaires.  — On  peut  encore  trou- 
ver les  longitudes  par  l’observation  de  la  distance  de  la  Lune  à 
une  étoile  ou  au  Soleil.  Celte  méthode  a l'avantage  de  pouvoir  être 
employée  à un  moment  quelconque,  pourvu  que  la  Lune  soit  au- 
dessus  de  l’horizon  ; aussi  est-ce  la  méthode  dont  les  marins  se 
servent  habituellement. 

Dans  ce  but,  les  Éphémérides  contiennent  les  distances  de  la 
Lune  au  Soleil,  aux  planètes  et  aux  étoiles  les  plus  brillantes,  telles 
qu’elles  seraient  vues  du  centre  de  la  Terre,  et  calculées  de  trois  en 
troisheures  d’un  premier  méridien  déterminé.  Si  maintenant,  en  un 
lieu  quelconque,  on  mesure,  à une  époque  déterminée,  la  distance 
de  la  Lune  à l’un  de  ces  astres,  et  qu’on  la  corrige  de  la  réfraction 
et  de  la  parallaxe,  on  trouvera  la  distance  vraie  que  l’on  aurait  ob- 
tenue an  même  instant  en  se  plaçant  au  centre  de  la  Terre.  On 
cherche  alors  dans  les  Éphémérides  le  temps  du  premier  méri- 
dien correspondant  5 cette  distance;  la  différence  entre  ce  temps 
et  l’époque  où  a été  faite  l’observation,  et  qui  est  exprimée  en 
temps  du  lieu,  donne  la  longitude  du  lieu  d’observation.  Mais 
cette  méthode  suppose  que  les  Tables  sont  exactes,  de  sorte 
que  leurs  erreurs  ne  sont  point  éliminées  du  résultat;  elle  ne 
présente  donc  pas  une  précision  comparable  à celle  que  donnent 
les  observations  correspondantes  faites  pendant  les  éclipses.  De 
plus,  nous  devons  remarquer  que  le  moment  du  contact  de  deux 
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astres  peut  être  observé  beaucoup  plus  exactement  qu’une  dis- 
tance des  memes  astres. 

Pour  calculer  la  réfraction  et  la  parallaxe  des  deux  astres,  il 
faut  connaître  leurs  hauteurs.  En  mer,  on  observera  donc  ces 
hauteurs  un  peu  avant  et  un  peu  après  l’observation  de  la  dis- 
tance lunaire;  les  variations  de  ces  hauteurs  dans  ce  pelit  inter- 
valle de  temps  pouvant  être  considérées  comme  proportionnelles 
au  temps,  une  simple  proportion  permettra  de  trouver  les  hau- 
teurs apparentes  des  astres  au  moment  de  l’observation  de  la  dis- 
tance lunaire.  On  trouve  ensuite  les  hauteurs  vraies  des.ceutres 
des  astres  en  corrigeant  les  hauteurs  observées  de  la  réfraction, 
de  la  parallaxe  et  du  demi-diamètre  des  deux  astres. 

Au  lieu  d’observer  ces  hauteurs,  il  est  préférable  de  déterminer 
par  le  calcul  les  hauteurs  vraies  et  apparentes  des  deux  astres.  A 
cet  effet,  on  suppose  connue  approximativement  la  différence  de 
longitude  du  lieu  d’observation  et  du  premier  méridien,  et  on 
cherche  ensuite  dans  les  Kphémérides  la  position  de  la  Lune  et 
celle  de  l’astre  pour  le  temps  approché  du  premier  méridien  qui 
correspond  au  temps  de  l’observation.  Puis,  à l’aide  des  formules 
du  n"  35,  on  calcule  les  hauteurs  vraies  des  deux  astres  et  aussi, 
approximativement  du  moins,  leurs  azimuts,  si  l’on  veut  tenir 
compte  de  l’aplatissement  de  la  Terre.  Les  formules  du  n°  G7  per- 
mettent alors  de  calcider  la  parallaxe  de  hauteur  p'.  Pour  la  Lune 
nous  emploierons  la  formule 

. psinosinfi — (o  — «'IcosAl 
tango'  = — f — — — -- — , 

I — psin/icos[z — [f  — y)  cos  A J 

déduite  de  celle  que  nous  avons  donnée,  en  remarquant  c]ue 

, cos(?  — (p') cos  5’ (A'  -)-  A)  sin (y  — ip') 

cos  7 cos  J (À'  — A)  sin  7 

est  presque  égal  è l'unité. 

Enfin  on  cherche,  en  tenant  compte  des  indications  des  instru- 
ments météorologiques,  la  valeur  de  la  réfraction  correspondante 
i ces  hauteurs  affectées  de  la  parallaxe,  et  toutes  ces  corrections 
faites,  on  obtient  les  hauteurs  apparentes  des  deux  astres.  Mais 
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puisque,  dans  le  calcul  de  la  rcfraciion,  on  doit  déjà  employer 
les  hauteurs  apparentes,  c’est-à-dire  les  hauteurs  affectées  de  la 
parallaxe  et  de  la  réfraction,  il  sera  nécessaire  de  recommencer 
le  calcul. 


Corrections  Hues  à la  parallaxe  et  a la  réfraction.  — On  n’ob- 
serve jamais  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  mais  seule- 
ment la  distance  de  leurs  bords.  Il  faut.donc  augmenter  ou  dimi- 
nuer la  distance  observée  de  la  somme  des  demi-diamètres  appa- 
rents des  deux  astres,  suivant  qu’on  a observé  les  bords  les  plus 
voisins  (intérieurs)  ou  les  bords  les  plus  éloignés  (extérieurs).  On 
fera  donc  snbir  au  demi-diamètre  donné  par  les  Tables  deux  cor- 
rections relatives,  l’une  à la  parallaxe,  l’autre  à lu  réfraction. 

Si  r est  le  demi-diamètre  horizontal  de  la  Lune,  ce  demi-dia- 
mètre, affecté  de  la  parallaxe,  a pour  valeur 

r'  = r (1  + P sin/i  I, 


oit  />  est  la  parallaxe  horizontale  exprimée  en  parties  du  rayon. 

I.a  réfraction  «liminue  le  diamètre  vertical  d’un  astre,  mais  n’en 
change  pas  le  diamètre  horizontal  ; le  demi-diamètre  mené  dans  la 
direction  de  la  distance  mesurée  est  donc  le  rayon  vecteur  d’une 
ellipse  dont  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre  horizontal  de  l’astre, 
et  dont  le  petit  axe  est  égal  à son  diamètre  vertical.  Il  est  facile 
de  calculer  ( nous  donnerons  ces  formules  dans  le  second  volume) 
la  diminution  qu’éprouve  le  denii-diamctre  vertical  ; on  peut  en- 
core en  prendre  la  valeur  dans  des  Tables  spéciales  dont  l’argu- 
ment est  la  hauteur  de  l’astre,  et  qui  sont  données  dans  tous  les 
ouvrages  de  navigation.  Dès  lors  soit  rr  l'angle  que  le  cercle  ver- 
tical pas.sant  par  le  centre  de  la  Lune  fait  avec  la  direction  de  la 
distance  mesurée,  h'  la  hauteur  du  second  astre  et  d la  distance: 
on  a,  dans  le  triangle  formé  par  les  deux  astres  et  le  zénith, 

sin  (A'  — A)  cos/<’  sin//' — cosAsin/i 

sin7r= ; , coSTt  = , , 

sin  A sin  A cos  /< 


d’où 

I3n„î  I _ cosÿ(A  -)-  /<  -4-  //)  sinj  (A  -i-  A — W) 
” sin|( A — A -t-  /(') COS; (a  — h — A'; 
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D'.iilleurs,  si  a représente  le  demi- axe  horizonl.-il  de  l'eilipse  et  h 
son  demi- axe  vertical,  on  a 

_ h 

~~  ' h- 

Vcos’tt  h sin’t: 

«’ 

Distance  vraie  des  centres  des  deux  astres.  — Après  avoir  ainsi 
déduit  de  la  distance  observée  la  distance  apparente  des  centres 
des  deux  astres,  il  est  facile  d’obtenir,  en  combinant  les  hauteurs 
apparentes  et  vraies  des  deux  astres,  la  distance  vraie  de  leiire 
centres,  telle  qu’elle  aurait  été  observée  du  centre  de  la  Terre. 
Dési{>nons  en  effet  par  H',  /i'  et  A'  les  hauteurs  et  la  distance  ap- 
parentes des  deux  astres,  par  F.  la  différence  de  leurs  azimuts; 
nous  aurons,  dans  le  triangle  formé  par  le  zimitli  et  les  lieux  appa- 
rents des  deux  astres, 

cos  A'  = sin  H’  sin/;'  ■+■  cos  H'  cos/i'  cos  Fi, 

= cos(  H'  — A'  ) — 2 cos  FI'cosA'  sin’  j E. 

Désignons  de  plus  par  H , A et  A les  hauteurs  et  la  distance 
vraies  des  deux  astres,  nous  avons  de  même 


cosA  — sinH  sinA  -f-  cosH  co’sA  cosE,  ' 

= cos(U  — A)  — 2 cosH  cosA  sin’-J-E; 

en  éliminatit  sin’-j-E  entre  les  deux  équations,  on  en  déduit 

. cosH  cosA  -,  . , 

la)  COSA  = coslH  — A) -I-  - -7  [cos A — cos(  U'— A )1. 

' ' cosH  cosA 


Actuellement  posons 


(A) 

(B) 


cos  H ensA  i 


— r I ’■ 


cosH'  cosA'  C 
H — A = rf,  H'— A'=f/', 


(*)  Dans  la  plup.srl  des  cas  C sera  plus  (;rand  que  l’unité;  il  ne  sera 
moindre  que  l’unité,  que  si  la  hauteur  de  la  Lune  est  très-grande  et  celle 
du  second  astre  très-petite.  ' 

I 
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d et  </'  étant  toujours  pris  positifs;  nous  pourrons  alors  poser 
aussi 

(C)  cosrf'— C cosï/",  cosA'=  C cosA", 

car  dans  le  ctis  où  C est  moindre  que  l’unité,  cosrf'  et  cos  A'  sont 
eux-mêmes  petits:  avec  ces  notations  l'équation  [a)  deviendra 

COSA  — COSA"=  CüSf/  — cosc/", 


ou,  en  introduisant  les  sinus  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-dif- 
férence des  arcs,  et  remplaçant  les  sinus  des  petits  arcs  A — A" 
et  d — d"  par  les  arcs  eux-mêmes. 


d>'\  . 

' sin  ; (A  + a")’ 


A — {d  - 

enfin  prenons  sin-£(A'-i-  A")  au  lieu  de  sin-j^(A  A"),  et  posons 

(D) 


^ sin  J (A'-i-  A")  ’ 


l’équation  (n)  se  trouve  en  définitive  remplacée  |>ar  la  relation 
(E)  A = A"-(-x, 

qui,  dans  la  plupart  des  cas,  est  suffisamment  approchée.  Mais 
si  A diffère  notamment  de  A',  il  faudra  recommencer  le  dernier 
calcul  et  chercher,  avec  la  valeur  que  nous  venons  d’obtenir 
pour  A,  une  nouvelle  valeur  de  x au  moyen  de  la  formule 


•=(rf- 


sin  d") 

^sin;(A-t- A") 


(*). 


Nous  avons  supposé  ici  que  l'angle  Ea  la  meme  valeur  pour  le 
centre  de  la  Terre  et  pour  un  point  de  sa  surface.  Or,  nous  avons 
montré  dans  le  n°  67  que  la  parallaxe  change  aussi  l’azimut  de  la 
Lune.  A et  H étant  l’azimut  et  la  hanteur  vrais,  pour  avoir  l’azi- 
mut vu  d’un  point  de  la  surface  nous  ajouterons  A l’azimut  géo- 


(*)  BREMiCKcn.  Ueher  die  Réduction  der  Honddisianten  (jéslronomische 
Nachrichten,  n®  716)- 
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A A = P 


cos  il 


sin(()i  — ÿ'). 


Dans  la  roniuile  qui  ilnnno  cosA,  on  aurait  donc  dû  en)|doyer 
cos(E — AA),  et  non  pas  cosE  = cos(A — o) ; la  variation  qui 
en  résulté  pour  A est 


. cosH  cos/i  sinf  A — ri)  , 

f/A  = — fl  A , 

sin  A 


n sin  w cos/i  sin  A sin  (A  — n)  . , 

,/A  — , sin  Ÿ — 6,  , 

sinA  ^ ' 


correction  qu’il  faut  aji>iiter  à la  valeur  trouvée  précédemment 
pour  A. 


Exehpi.e.  — Le  t.  juin  i83i,  à 23*' 8" 45’  de  temps  vrai,  on  a 
trouvé  pour  distance  des  bords  li-s  plus  voisins  <lii  Soleil  et  de 
la  Lune  A'=  96'’47'io",  en  un  lieu  dont  la  latitude  boréale  était 
iq°3i'et  la  longitude  comptée  à l'est  «le  Greenwich  était  cstiimV 
égalé  à 8'‘5o”’.  La  hauteur  du  baromètre  était  29,6  pouces  an- 
glais, le  thermomètre  du  haromèire  marquait  88"  F.  et  le  thermo- 
mètre extérieur  90"  F. 

D’après  le  Xautical  Ahtmnnc,  les  lieux  du  Stdeil  et  de  la  Lune 
étaient  les  suivants  : 


Temps  moyen 


(le 

Greenwich. 

Asc.  dr.  î . 

Déclinaison  C . 

Pii  rallaxe. 

b 

336.  6.24iO 

0 t n 

— io.5o.58,o 

56.44 1*’ 

t3 

336.38.  .4,7 

— 10.41.48,4 

56.45,9 

ï4 

337.  9.45,7 

— 10.32.35,0 

56.47,9 

|5 

337.41 -a",» 

— 10. a3. 17,9 

56.49  !) 

Asc.  dr.  0 ■ 

Doclinaison  0 . 

l'A 

70.  5.a3,at 

-1-22.11.48,9 

i3 

70.  7.56,9 

-1-22.12.  8,4 

M 

70.10.30,5 

-(-22.12.27,9 

i5 

70.13.  4it 

H- 22.12.47,3 

3o 
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Le  temps  de  l'observation  correspondait  à i4’'i8"'45*  temps 
moyen  de  Greenwich,  et  |H)ur  ce  temps  on  a 

Asc.  droite  . >*). Aâc.  droite  G • • = 70. 1 1 . ih 

Déclinaison  i(  . . — 10.39. 4*, 3 Déclinaison  o * . =-*-22.13.33,9 

Parallair  J . . . . = 56.48,5  Parnllaïc  O . . . = 8, .5 

et  p.ir  suite  aux  angles  horaires 

«o'>a'53",8  ~ i2"48'45",o, 

correspondent  les  hauteurs  et  les  azimuts  vrais  de  la  Lune  et  du 
Soleil 

H=  5’4i'58",4,  A = 4-7<>'‘43',6, 

/t  = 77  43.56,7,  a = — 75.  4,4. 

La  paralla.xe  de  la  Lune  calculée  avec  la  formule 

,ang,/=  P^P/^sinfa-fy-  y'^cosA] 

I — osin/2cos[i — {y — y')  cos  A] 

est  /2'=  56' 35",  4 ; la  hauteur  apparente  H'  de  la  Lune  est  donc 
4‘’45’^3",  O.  Reste  à trouver  la  réfraction;  on  se  sert  d'abord  • 
de  H'  (lour  en  obtenir  itnc  valeur  approchée,  ou  recommence  en- 
suite ce  calcul  avec  la  hauteur  corrigée  et  en  tenant  compte  des 
indications  des  instruments  nfétéorolagi(|ues.  On  obtient  ainsi 
R =f)'3",  2,  la  hauteur  apparente  affectée  de  la  refraction  est  donc 

B'=  4“54'26",2; 

pour  le  Soleil,  on  trouve  de  même 

/.'=77»44'6',5. 

En  multipliant  la  parallaxe  horizontale  par  0,2725,  on  a le  demi- 
diamètre  horizontal  de  la  Lune 

r=l5'28",8, 

et  avec  cette  valeur  on  trouve  pour  demi-diamètre  apparent 
affecté  de  la  parallaxe 

r'=  i5'  3o",  I . 
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Le  (lenii-diaini'Cre  vertical  est  diminué  de  3.6",  o par  la  réfrac- 
tion, et  piiiscpie  rt  = > ravcni  de  la  Lune  ilans  In  direction 

de  la  distance  mesurée  est 

r'=  i.')'4",6, 

le  demi-diamétre  du  Soleil  était  du  reste  i5'47  >'^i  donc  la  dis- 
tance apparente  des  centres  de  la  Lune  et  du  Soleil  était  égale  à 

A'=ç,7‘>i8'i",6.  0 

De  plus  les  formules  (A),  (B)  et  (C)  donnent 
logC  — 0,000  463, 

il—’]-?.” 

rf  =72.49.40, 
f/"=  73.  .50.48, 

A"=  97.17.33, 

et  enfin  un  double  calcul,  fait  à l'aide  des  formules  (D)  et  (E), 
donne  pour  distance  vraie  des  rentres  du  Soleil  et  de  la  Lune 

A = 96“3o'39". 

Maintenant,  d’après  le  Nnutical  Almanac,  les  distances  vraies 
des  rentres  des  deux  astres  sont 


Temps  vrai 
de  Greenwich. 


i3 

■4 


97"  43'  o",4, 
97.13.4,  5, 

96.43.6,  5, 

96.13.6,  2; 


ainsi  la  distance  96"3o'39"  correspond  au  temps  vrai  de  Green- 
wich i4*‘ 24"’^^‘>2,  et  puisque  le  temps  vrai  de  l'observation  était 
3.3'’ 8'" 45', O,  la  longitude  du  lieu  a pour  valeur 

^ 8*' 43"’ 49*, 8,  à l’est  de  Greenwich. 

La  valeur  de  la  différence  de  longitude  ainsi  trouvée  est  si  voi- 
sine de  la  valeur  adoptée  d'abord,  que  le  calcul  des  positions  du 

3o. 
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Soleil  fl  de  la  Lune  l'ait  pour  le  temps  vrai  de  Greenwich  trouvé 
en  dernier  lieu  ne  peut  amener  qu’un  écart  excessivement  faible. 
Si  la  différence  entre  la  valeur  trouvée  et  la  valeur  admise  était 
plus  considérable,  il  serait  nécessaire  de  recommencer  le  calcul 
avec  les  lieux  du  Soleil  et  de  la  Lune  obtenus  par  interpolation 
poiy  i4''2.Î'"55‘,  temps  vrai  de  Greenwich.  ^ 

Bcssel  a donné  au  n“  220  des  Astronomische  Naritriclilvn  (*  ' 
une  metbude  qui  permet  d’obtenir  une  plus  grande  approxi- 
mation dans  la  détermination  de  la  différence  des  longitudes 
à l'aide  des  distances  lunaires.  Mais,  en  mer,  on  se  sert  toujours 
de  la  méthode- précédente  ou,  tout  au  moins,  d'une  niéyiode 
complètement  analogue;  d’autre  part  sur  terre,  on  a pour  la  dé- 
termination des  longitudes  des  procèdes  qui  comportent  une  exac- 
titude beaucoup  |)lus  grande;  aussi  est-il  inutile  d’exposer  ici  la 
méthode  suivie  par  Bessel. 

133.  Méthode  tirs  fulminations  lunaires. — L’observation  des 
eidniiiiations  de  la  Lune  en  des  lieux  différents  fournit  un.  excel- 
lent moyen  de  déteiminalion  des  longitudes.  A cause  de  la  rapi- 
dité du  mouvement  de  la  Lune,  le  temps  sidéral  de  sa  culmination 
est,  en  effet,  bien  différent  pour  chaque  lieu  de  la  Terre.  Par 
cxinséqiicnt,  si  l’on  connaît  son  mouvement  en  ascension  droite, 
on  |)eut  de  1a  différence  des  temps  sidéraux  de  culmination  en 
différents  lieux  déduire  la  différence  des  longitudes  de  ces  lieux. 
D’ailleurs  les  observations  étant  toujours  faites  dans  le  méridien, 
la  parallaxe  et  la  réfraction  n’ont  pas  d’influence  sur  la  longitude 
obtenue;  c’est  là  le  grand  avantage  de  cette  méthode.  En  outre, 
pour  rendre  encore  les  résultats  indépendants  des  erreurs  instru- 
mentales, on  n'observe  pas  réellement  le  temps  sidéral  de  la  cul- 
mination de  la  Lune,  mais  bien  les  différences  des  temps  sidéraux 
de  culmination  de  la  Lune  et  d!un  certain  nombre  d’étoiles  voi- 
sines de  son  |)arallèle,  dites  étoiles  de  ta  Lune,  dont  les  positions 
sont  données  dans  les  ÉpliémériJes  astronomiques  avec  une  très- 
grande  exactitude,  et  sont  publiées  à l’avance  pour  permettre  aux 


( LVxemple  précédent  est  tiré  de  ce  Meoioirc. 
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«lifferenis  observateurs  d'observer  les  mêmes  étoiles  dans  les  «lif- 
ferenls  lieux.  Cette  méthode  a été  proposée  an  siècle  dernier  par 
Pi^ott  ; mais  elle  ne  fut  applitjnee  que  beanconp  plus  tard,  lorsque, 
par  les  progrès  accomplis  dans  les  méthodes  d’observation,  les 
résultats  ainsi  obtenus  eurent  pu  aci|uérir  l'exactitude  nécessaire. 
Soit  a l'ascensi^  droite  de  la  Lune  au  temps  T d’un  certain 

premier  méridien,  - , st’’ derivees;  et  supposons  ipi  en 

un  lieu  dont  la  longitude  à l’est  du  premier* méridien  est  u,  on  ait 
obs«-rve  la  culmination  de  la  Lune  au  temps  du.  lieu  T-f-  r w, 
correspondant  au  temps  T-ht  du  premier  méridien;  pour  cette 
époque  l’ascension  droite  de  la  Lune  a pour  valeur 


a -4-  / 


c/a 

lit 


Imaginons  qu'en  un  autre  lieu  de  longitude  u'  on  ait  observé 
la  culmination  de  la  Lune  au  temps  de  ce  lieu  T -+-  w'  cor- 
respondant au  temps  T-f-  /'  du  premier  méridien;  pour  cette 
époque  l asccnsion  droite  de  la  Lune  a pour  valeur 


a -4-  ^ -é  W' 

lit 


iPx 

eU^ 


c/>a 

c/r* 


Les  observations  étant  faites  toutes  deux  dans  le  méridien,  les 
temps  sidéraux  des  observations  sont  égaux  aux  ascensions 
ilroites  vraies  de  1a  Lune.  Dés  lors,  si  nous  posons 

T -f-  f -t-  w zzz  es,  T -t-  t'  -i-  w’  h’, 

et  si  nous  admettons  que,  dans  les  Tables  où  nous  prenons  a et 
ses  dérivées,  les  valeurs  de  l’ascension  droite  de  la  Lune  soient 
toutes  trop  petites  de  la  quantité  Ax,  nous  aurons  les  équations 


fiat. 

c/'x 

, c/>x 

H =:  a 4-  -h  / 

<lt 

-H  \ f 

7r- 

4-.  . 

• » 

, , ti  7. 

>/’  X 

. , il' a 

e = a H-  4- 

-f-  4 /' 

i 

+ .1  

4-  . . 

iit‘ 

• lit' 

* 
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H'—  H = (/'- 


»/ot  , ' , /y'ï 


cl  puisque  nous  uvoiis  aussi 

{/>)  'ü' — w (H'—  0 — (/'  4f, 

il  siilfira  pour  pouvoir  calculer  w' — u de  tlclerininer  t — t à 
l'aide  de  l'cquation  (a).  Or  celle  équation  n’est 'pas  seulement 
fonction  de  t' — t,  elle  contient  encore  t'- — mais  par  une 
transformation  convenable  on  |ieut  ramener  à ne  renfermer  que 
t' — t.  En  effet,  au  lieu  de  T,  introduisons  la  moytnne  arithmé- 
tique des  temps  T -f-  t Pt  T + t',  c’est-à-dire  le  temps 


T-(- 

il  faudra  remplacer  T-t-t  et  par  T' — j(/' — tj  et  ï'-t-J  (f' — r); 


supposons,  en  outre,  ipie  x et  ses  dérivées  , com-spon - 

dent  au  temps  T',  nous  aurons  les  équations  suivantes 

(t  Z 

» = x^Ax-  ;(t'-  ,)  - + -iir'-  t,=  _ - ^,0'- 


fit 


f/’a 


,/r 

fp 


0-  « ^ aa  -4-  ■ ff-  r).  r - r)-  ~ 

et  |)ar  conse(|ut*nt 

, » I t 


Pour  résoudre  celte  équation  par  rapport  à r' — t,  nous  neyli- 
j;erons  d’abord  le  terme  en  (<' — ty,  et  nous  reniplaeerons  ensuite 
dans  le  second  membre  t' — t par  la  valeur  ainsi  obtenue,  ^olls 
trouvons  alors 

, , 0’— 0 1 e'— 0\’£/’at 

fit  \ fit  J 

Si  la  diflerence  des  longitudes  des  deux  lieux  ne  surpasse  pas 
deux  heures,  le  dernier  terme  est  si  petit,  ipi’on  [>eut  le  ncjjliger 
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roni|ilétement.  Cette  solution  nVst  d’ailleurs  qu’indirecte,  puis- 
que la  détermination  de  V suppose  déjà  une  connaissance  a|)- 
prorhée  de  la  différence  dés  longitudes. 

Pour  l’application  de  celte  uiethode,  il  est  nécessaire  d’ajouter 
cpiciques  remarcfues. 

Supposons  0 et  0'  donnés  en  temps  sidéral  et  0 — 0'  exprimé 
en  secondes;  |K)ur  trouver  aussi  r*  — /en  secondes,  il  faudra 

adopter  la  même  unité  pour^;  ainsi  h étant  l’arc  qui  repré- 
sente la  variation  de  l’ascension  droite  de  la  Lune  en  une  lieiire 
sidérale,  on  aura  * T . • 

cfa I /< 

c/r  i5  36oo  • 

Or,  dans  les  Ephéinerides,  les  positions  de  la  Lune  ne  sont  pas 
rapportées  au  temps  sidéral,  mais  au  temps  moven  ; on  n’v  trouvera 
donc  que  le  mouvement  de  la  Lune  en  une  heure  de  temps  moven, 
mais  comme  SGG,  24'2  2o  jours  sidéraux  valent  365,242  20  jours 
moyens, 

' Un  jour  sidéral  = 0,997  26g  3 jour  moyen, 

et,  par  conséquent,  si  h’  désigne  le  mouvement  de  la  I.une  en 
ascension  droite  pour  une  heure  de  temps  moyen,  on  a 

c/a I 0 , 997  269  3 


{'/) 

fl  en  resuite 


rit 


f — lz=. 


i5  36oo 
i5  X 36oo  0' 


//'. 


O >997  ^693 

et,  d’après  l’équation  (6), 

' , ^ I i5  X 3600  I 

S)'— <0  = (©'-  0 n-  cTi  h 

L 0,9CJ7  2693J 

mais,  pour  la  Lune,  le  second  terme  de  la  parenthèse  est  tou- 
jours plus  grand  que  l’unité,  il  vaut  donc  mieux  écrire  l’exprcs- 
sioB  précédente  comme  il  suit 

, . , , , . / I i5x36oo  V \ 

(e)  w — U = {0  — 0 I I — — ■ — 1)1 

\/i'  0,997  269  i ) 
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ft  suivant  (jvic  B' — 0 sera  positif  ou  négatif,  le  second  lieu,  celui 
dont  le  temps  d’observation  est  0',  sera  à d'ouest  ou  à l’est  du 
premier. 

Dans  les  Tables  on  donne  toujours  les  positions  du  centre  de  la 
l.une,  mais  en  réalité  on  n’en  observe  jamais  que  run  des  bords; 
il  est  donc  nécessaire  de  calculer  à l’aide  du  temps  de  l’observation, 
celui  de  la  culmination  du  centre.  Nous  donnerons  dans  le  second 
volume  le  procédé  rigoureux  et  la  méthode  de  réduction  des  ob- 
servations de  la  Lune  faites  au  méridien;  mais  pour  le  but  que 
nous  voulons  atteindre  actuellement,  ce  qui  suit  sera  suflisant. 
Appelons  |Meinier  bord  celui  qui  passe  le  premier  au  méridien, 
c’est-à-dire  celui  ilont  l’ascension  droite  est  inferieure  à celle  du 
centre  : il  faudra,  si  l’on  a observé  le  premier  bord,  ajouter  au 
tem|)S  de  l’observation  une  certaine  correction,  et  la  retrancher 
au  contraire,  si  l’on  a observé  le  second  bord.  Cette  correction  est 
d’ailleurs  égale  au  temps  que  met  le  demi-diamétre  de  la  Lune  à 
traverser  le  méridien,  ou,  en  d’autres  termes,  à l’angle  horaire 
corres|)ondant  au  demi-diamètre  tie  cet  astre;  i et  R étant,  à un 
moment  donné,  les  valeurs  de  la  déclinaison  et  du  demi-diamétee 
géocenlrique  de  la  Lime,  et  à l’augmentation  de  son  ascension 
droite  en  une  seconde  de  temps  moyen,  c’est-à-dire  la  valeur 

SC  ■ 

de  — donnée  par  l’équation  {il),  on  a 


lit 


r/a_  I 0,i;.)7 

r/7“l5  3ÜOO  *’ 


la  valeur  de  cette  correction  est  donc  au  même  instant 


I 'K  t 
i5  cos'7^ — >.  ’ 

mais  comme  S et  R varient  avec  le  tetnps,  si  0 et  R,  S'  et  R sont 
leurs  valeurs  aux  époques  0 et  6’  observées  aux  deux  lieux  pour 
la  culmination  du  bord  de  la  Lune,  on  a 


1 / 

= Ozfc-r  r; 

i5  \costf 
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d'üù  il  résulte^  (Paprès  IVqiiation  cr). 


( A ) C*>  M*  ~ 


(— 

coso' 


où  /i'  désigne  le  mouvement  en  ascension  droite  de  la  Lime  pour 
une  heure  de  temps  moyen,  et  où  il  faut  prendre  le  signe  supé- 
rieur ou  le  signe  inférieur,  suivant  ([u’on  a observé  le  premier  ou 
le  second  liord. 

Si  rinstrument,  avec  lequel  on  a fait  l’observation  à l'une  des 
stations,  n’est  pas  exactement  dans  le  méridien,  l’angle  horaire  de 
la  Lune  ne  sera  pas  nul  au  moment  de  l’observation  et,  par  con- 
seipient,  la  différence  de  longitude  des  deux  lieux  sera  en  erreur 
de  lu  quantité 

I 1 5 X 3 6oo 

/'■  079972^3 


où  s désigne  cet  angle  horaire. 

Dans  les  voyages,  où  il  est  impossible  d’avoir  un  instrument 
exactement  établi  dans  le  méridien,  cette  méthode  ne  serait  point 
applicable;  d’ailleurs,  on  ne  pourrait  avoir  alors  une  détermi- 
nation exacte  du  temps;  mais  on  évite  cette  erreur  en  conqiarant 
la  Lune  à des  étoiles  situées  dans  son  parallèle,  parce  qu’alurs 
les  erreurs  de  l’instrument  ont  la  même  influence  sur  les  obser- 
vations de  la  Lune  et  celles  des  étoiles.  Dans  ce  cas  on  observe 
, en  chaque  lieu  la  différence  seule  de  l’ascension  droite  de  la  Lune 
et  de  l’étoile,  c'est-à-dire  le  temps  qui  s’écoidc  entre  les  passages 
des  deux  astres,  et  cette  différence  est  complètement  indépendante 
des  erreurs  instrumentales.  Mais  comme  on  a fait  l’observation 
non  point  au  moment  où  la  Lune  passait  au  méridien,  mais  au 
moment  où  elle  avait  un  angle  horaire  c’est-à-dire  où  elle  pas- 
sait par  le  méridien  d’un  lieu  ayant,  avec  le  lieu  d'observation, 
une  différence  de  longitude  égale  à s,  la  différence  de  h>ngitude 
des  deux  lieux  ainsi  trouvée  est  en  erreur  de  la  quantité  s.  Il 
faudra  donc  ajouter,  à la  différence  de  longitude  trouvée,  la  valeur 
absolue  de  l’angle  horaire  de  la  Lune  et  de  l’étoile  au  moment  de 
l’observation,  angle  horaire  pris  positivement  ou  négativement 
suivant  que  le  méridien  de  rinstrument  est  à l’intérieur  ou  à l'ex- 
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terieur  do  l’iinÿlc  forme  parles  méridiens  des  deux  lieux  (*).  On 
monlreni  plus  lard,  dans  la  théorie  de  l'inslruiuent  des  passades, 
comment  on  peut  trouver  la  valeur  de  l’anyle  horaire  .<  quand 
on  connaît  les  erreurs  de  l’instrument  ( t.  Il,  n“  18). 

Pour  que  les  ohservaleurs  se  servent  toujours  des  mêmes 
étoiles'de  comparaison,  on  publie  chaque  année  dans  le  yaidirnt 
Ahnanac  et  dans  les  autres  Éphemerides  asironniniques  une  Table 
des  étoiles  qui  sont  situées  dans  le  parallèle  de  la  Lune  pour 
chacun  des  jours  où  cet  astre  peut  être  observé  au  méridien. 

F.xempi.e.  — A Bilk,  le  i3  juillet  iSjS,  on  a observé  la  Lune 
et  ses  étoiles,  et  les  temps  des  passades  au  méridien,  non  corrigés 
lie  l’état  de  la  pendule,  ont  été  les  suivants  ( t.  TI,  n® '21  ) ; 

b RI  » 

»i  Ophiuehus.  . . 17.  l.Sî.iij 

P Ophiuehus  . . 6,59 

Centre 1 . 27 , 3j  ,<>n 

p'  Sagittaire....  18.  4-52, ;»9 

X Sagittaire.  .. . 18.18.48.12 

Le  meme  jour,  on  avait  trouvé  à Hambourg 

b Oi  S 

H Ophiuehus...  17.  1.42,81 

P Ophiuehus..  17.11.58,91 

i''''Bord...  . 17.25.50,43  . 

p'  Sagittaire....  18.  4-43|53 

X Sagittaire....  i8.i8.38,5(> 

Le  deini^diametre  de  la  Lune  au  moment  de  la  culmination  à 
Hambourg  était  i5'2",io,  la  déclinaison  — i8"io',l  et  la  v.iria- 
tion  de  l’ascension  droite  en  une  heure  de  temps  moyen  129%  8; 

(•)  On  petit  ansiii,  à la  différence  observée  des  ascefiskoiis  droite,  de  la 
Lune  et  de  l'étoile,  ajouter  la  quantité 

s à 

~ l—  à 
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et  pour  tenijis  de  eiilminalion  du  centre  de  la  Lune  à llaudiourg 
I 7*’  2(j"‘  56*,  ot). 

Il  en  résulte  entre  les  ascensions  droites  des  étoiles  imiiquées 
et  celle  du  centre  de  la  Lune,  les  différences  suivantes  : 


Pour  Bilk.  Pour  Hambourg. 

m I m • 

« Opliiucltus -t- a5.4i  ,9*’>  4-a5.i3,48 

P Opliiiichiis -t-  i5. 28,01  + i4.5t),i8 

(x'  Sasittaire —37.18,39  —37.47.44 

X Sagittaire — 5i.i3,5a  — 5i.42,47 


Par  suite,  entre  les  observations  de  Bilk  et  de  Hambourg,  on  a 
les  différences 

0'— 0 = -h  0,8’, 48 
28.83 
29 , o5 
28,  92 

Moyenne.  . . + 28*, 83 

Or  ( n“  13),  nous  avons  trouvé,  pour  mouvement  lioraire  de  la 
Lune  aux  éiioques  suivantes  (temps  moyen  de  Berlin  ),  les  valeurs 

lo'*...  -J-2“'9’,77, 

t I ...  2.  9 ,91  . 

12..  . 2 . I o . o5  ; 

il’autrc  part,  les  temps  d’observation  correspondent, 

Celui  de  Bilk  à lo'‘3o"',  temps  de  Berlin, 

Celui  de  Hambuurg  à.  10.16,  temps  de  Berlin, 

JSoiis  avons  donc 

T'=  I0**23‘",  d’où  /l'=  2“'9*,82, 
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fl,  à l’aidf  clf  la  formule  (ej.  nous  obtenons 


(.> — u'=:  -4-  I2‘"59.’,83  (*). 

Hrmaïque.  — h étant  égal  environ  à 3o'»  le  cneflinient  de  $'  — $ dans  IV- 
qu;ilion  (A)  sera  à peu  près  égal  à 29;  les  erreurs  dVhservaiioii  se  retroii' 
veroni  <lonc  dans  la  dilTérencc  des  longiturles,  mais  multipliées  par  jg.  Ainsi 
une  erreur  de  o*,i  commise  sur  fi' — fi  donnera  Heu  à une  erreur  d'environ 
1 secondes  sur  la  difTérence  de  longitude. 


C ) Si  dans  chacun  des  deux  iiciix  on  a observe  le  même  bord  de  la  Lune, 
la  formule  (A)  permettra  d'cffecliier  le  i-.ilcul  plus  simplement. 
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CHAPITRE  VI. 

DIMENSIONS  DE  LA  TERRE.  - PARALLAXES  HORIZONTALES 
DES  CORl’S  CÉLESTES. 


Dans  les  Chapitres  précédents,  nous  avons  fréquemment  employé 
des  constantes  qui  dépendent  de  la  forme  et  des  dimensions  de  la 
Terre,  ainsi  que  les  angles  sous  lesquels  apparaît  le  rayon  équa- 
torial de  la  Terre,  vu  des  autres  corps  célestes,  c'est-à-dire  les 
parallaxes  horizontales  de  ces  astres  ; nous  allons  maintenant 
donner  les  méthodes  qui  servent  à déterminer  les  valeurs  de  ces 
constantes.  Les  parallaxes  horizontales  de  Mars  et  de  la  Lime 
sont  seules  obtenues  par  l’observation  directe,  tandis  que  les 
distances  des  planètes  et  des  comètes  à la  Terre,  rapportées  au 
demi-grand  axe  de  l’orbite  terrestre  pris  pour  unité,  se  déduisent 
des  grands  a.xes  des  orbites  qu’elles  décrivent  autour  du  Soleil 
suivant  les  lois  de  Kepler;  par  cons<‘quent,  pour  obtenir  les  pa- 
rallaxes horizontales  de  tous  ces  astres,  il  suffit  de  connaître, 
soit  la  parallaxe  du  Soleil,  soit  encore  la  parallaxe  horizontale  de 
l'un  d’eux. 


I.  — E'ilit'BK  KT  DIMKXSIONS  UE  LA  TeIIBE. 

136.  Mesure  de  deux  arcs  du  méridien  terrestre.  — La  figure 
de  la  Terre  est,  comme  l’indique  la  théorie  tout  aussi  bien  que 
les  mesures  effectuées,  un  ellipsoïde  aplati,  c’est-à-dire  engendré 
par  la  révolution  d’une  ellipse  tournant  autour  de  son  ]^*tit  axe. 
A la  vérité,  la  Terre  n’aurait  rigoureuserflent  cette  forme  que  si 
elle  était  une  masse  fluide;  cependant  l’ellipsoïde  aplati  est  la 
surface  courbe  qui  s’approche  le  plus  de  la  véritable  figure  de  la 
Terre. 
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On  iroiivo  les  dimensions  de  ce  sphéroïde  par  dos  mesures 
de  degré,  c’esl-à-dire  en  déterminant  par  des  opérations  géo- 
dt-siques  la  dimension  linéaire  d’un  arc  de  méridien  compris 
entre  deux  stations,  et,  par  l’observation  des  latitudes  des 
deux  stations,  le  nombre  de  degrés  correspondant.  Ératosthène 
(3oo  ans  avant  J.-C.)  employa  réellement  cette  méthode  pour  la 
détermination  de  la  longueur  de  la  circonférence  de  la  Terre  qu’il 
supposait  sphori(|ue..II  remarqua  que  les  villes  d'Alexandrie  et  de 
Syène  en  Égypte  étaient  à peu  prés  situées  sur  le  même  méridien. 
Il  savait  <le  pins  que  le  jour  du  solstice  d’été,  à Syène,  les  corps 
ne  donnaient  pas  d'ombre  à midi,  c’est-à-dire  qu’à  cet  instant  le 
Soleil  était  au  zenith  de  ce  lieu;  d’où  il  conclut  que  Syène  était 
située  sur  le  tropique  du  Cancer;  le  même  jour  il  trouva  ;i  Alexan- 
drie r”  12'  pour  distance  zénithale  méridienne  du  Soleil.  L'arc  de 
méridien  compris  entre  Syène  et  Alexandrie  était  donc  de 
ou  la  cinquantième  partie  de  la  circonférence.  D’autre  part,  les 
mesures  directes  donnaient  5ooo  stades  pour  la  distance  des  deux 
villes;  Ératosthène  en  concluait  aSo  000  stades  pour  la  longueur 
du  méridien  terrestre.  Cette  détermination  était  affectée  d’erreurs 
diverses  : 1“  les  deux  lieux  ne  sont  pas  sur  le  même  méridien, 
Syène  étant  à 3"  à l’est  d’Alexandrie;  2"  Syène  ne  se  trouve  pas 
sur  le  tropique  du  Cancer,  sa  latitude  étant  de  ?4°8'  d’après  de 
récentes  déterminations,  tandis  que  l’obliquité  de  l’écliptiqiie 
au  temps  d’Ératosthène  était  égale  à 23"44’>  enfin  la  latitude 
d’Alexandrie  et  la  distance  des  deux  villes  étaient  inexactement 
déterminées.  Cependant  Ératosthène  a le  mérite  d’avoir,  le  pre- 
mier, cherché  à mesurer  les  dimensions  de  la  Terre,  et  d’avoir 
indiqué  la  méthode  dont  on  se  sert  encore  aujourd’hui. 

Newton  ayant  prouvé  par  des  considérations  théoriques  que  la 
Terre  n’est  pas  une  sphère,  mais  un  sphéroïde,  on  ne  peut  plus 
se  contenter,  pour  en  déterminer  les  dimensions,  de  mesurer  la 
longueur  d’un  degré  dans  une  seule  région  de  la  surface,  mais 
il  est  évidemment  nécessaire  de  combiner  deux  observations  de 
ce  genre,  faites  sous  des  latitudes  très-différentes,  afin  d’en  dé- 
duire l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

Nous  avons  trouvé  au  n®  66  pour  coordonnées  d’un  point  de 
la  surface  de  la  Terre  par  rapport  à un  système  d’axes  tract  s dans 
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If  plan  Ju  ini'ridirn, 

«cos^*  _ a \J  i — «’sinç 

yi — l'sin’y  Vi — c'sin'o 

a fl  i (lesijinant  le  demi-^rand  axe  et  l’excentricité  de  l’ellipse 
méridienne,  et  * la  latitude  du  point  considéré.  De  plus,  en 
désignant  par  b le  demi-petit  axe,  le  rayon  de  coiirhure  est  en 
ce  point 

, n' — « I — «’ ) 
r _ ^ . 

(i  — e’  sin’y)' 

Si  donc  ç et  sont  les  latitudes  des  mdieiix  de  deux  degrés  du 
méridien,  G et  G'  les  longueurs  de  ces  degrés,  on  a 


et  l’excentricité  de  l’ellipse  méridienne  une  fois  connue,  on  trouve 
la  valeur  du  demi-grand  axe  à l'aide  de  l'une  quelconque  des 
deux  équations  précédentes. 

Exemple. — La  distance  des  parallèles  de  Tarqiii  et  Cbtehesqui, 
au  Pérou,  mesurée  par  Bouguer  et  La  Condamine,  est  égale  à 
176875,5  toises,  et  leurs  latitudes  sont  respectivement 

- 3'’4'32",o68,  o»2'3i",387; 

la  distance  des  parallèles  de  Maloern  et  Pahtawara,  en  Laponie, 
mesurée  par  Swanberg,  est  égale  à 92  777*981  toises  et  leurs  lati- 
tudes sont  resptectivement 

-t-65»3i'3o',265,  -f-67’’8'49',83o. 
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Nous  di-diiirons  de  là  pour  valeur  d'un  degré  en  toises,  d’après 
les  opérations  du  Pérou  , 

G = 56'j34iOI  à la  latitude  — i‘'3i'  o",34, 

et  d’après  les  opérations  de  Laponie 

G'=  5^  à la  latitude  -I- (i6. 30.  lo,  o5; 

on  en  conclut  > 

r = o ,oo(j  }35  I , « = 33.7iG5i  toises, 

et  puisque  l’aplatissement  de  la  Terre  est  a = i — ^ t — 

I 

• . * ~ -, 

J I O , 2<1 

On  a déterminé  ainsi,  avec  le  |)lus  grand  soin,  la  longueur 

d’un  degré  en  différents  lieux  de  la  surface  de  la  Terre.  Mais 

combinées  deux  à deux,  ces  déterminations  donnent,  pour  les 
dimensions  de  la  Terre,  des  nombres  qui  diffèrent  les  uns  des 
autres,  soit  à cause  des  erreurs  d’observation,  soit  à cause  de  ce 
fait,  que  la  forme  de  la  Terre  n’est  pas  un  véritable  ellipsoïde.  On 
devra  donc  déduire  de  toutes  ces  déterminations  particulières  le 
résultat  qui  concorde  le  plus  exactement  possible  avec  les  diffe- 
rentes mesures  effectuées. 

137.  Mrsure  d'un  nombre  qnrlrnnqur  d’nrcs  dit  mrridirn 
tprrrstiT.  — La  longueur  .t  d’un  arc  de  courbe  est  donnee  par  la 
formule 

d7'  ^ 

I -t-  7-  dx  -, 
d.f 

les  v.ileurs  de  dx  et  djr  s’obtiennent  en  différentiant,  par  rapport 
à Y,  les  expressions  de  .r  et  y données  dans  le  numéro  précédent; 
nous  obtenons  ainsi,  pour  longueur  de  l’arc  du  méridien  ellip- 
ticpie  compris  entre  l’équateur  et  le  point  de  latitude  y, 

.1 

(t  — î’  sin’y)  ’ dq  : 
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(i  — «’sin’(]>)  * = I + i - sin’Ÿ  + | ‘ -j— ^ sin'y 


remplaçons  les  puissances  de  sinf  par  les  cosinus  des  miilliples 
de  intégrons  chaque  terme  d'après  la  formule 


I . 

I cosJ.^'rf^  = - sin 
Jo  ^ 


et  posons 


P = i-f-l  •- -1-ii  .'4- Ht 

AP= 

BP=  + 

> 

nous  obtenons 

r = O (i  — i’)  P (y  — A sin2f  + Bsin4f  — . . .). 

Soit^  la  longueur  moyenne  d’un  degré  du  méridien,  et  faisons 
dans  la  formule  précédente  y = 180",  nous  aurons 

180g’ = jrn  (i  — «')  P, 

et,  par  suite, 

iSoff  , . . _ . / 

r = ^ (y  — A sin  2y  + B sin^f  — • . .). 

tr 

Par  conséquent,  la  distance  de  deux  parallèles,  dont  les  lati- 
tudes sont  f et  y',  est 

/ — f = — [y' — y — 2 A sin(y' — y)  cos(y'-t-  y) 

TT 

-t-2Bsin2(y'—  y)cOS2(y'-t-  y)], 

OU,  en  désignant  y'  — y par  /,  la  moyenne  arithmétique  des  lati- 
tudes par  L et  en  exprimant  / en  secondes  à l’aide  du  facteur 
H'  — 206265, 


■ (j*  — *)  = I — 2CI-A  sin/  C0S2L  -I-  2«'B  sin2/cos4L. 


Digitized  by  Google 


48ci  ÀSTROHOIIIB  SPDÊRIQUB.  ' 

Or,  en  remplaçant  dans  cette  formule  l el  / — s par  les  valeurs 
(]ue  donne  l'observation  directe  pour  la  différence  des  latitudes 
et  la  longueur  de  l’arc  du  méridien,  cette  équation  ne  sera  satis- 
faite que  si  l’on  adopte  aussi  pour  g et  t,  c'est-à-dire  pour  g, 
A et  B les  valeurs  mêmes  qui  correspondent  à l'opération  ac- 
tuelle. Si,  au  contraire,  on  prend  pour  g,  A et  B les  valeurs  qui 
résultent  de  l’ensemble  des  différentes  mesures  faites  en  différents 
lieux,  il  faudra,  pour  que  l'cqualion  précédente  soit  encore  satis- 
faite, faire  subir  de  petites  corrections  aux  latitudes  observées. 
Remplaçons  donc  f et  <f'  par  y -H  a?  et  iji'  -t-  ar*,  j et  étant  de 
petites  quantités  dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits; 
de  même  ne  tenons  pas  compte  des  cliangements  que  ces  petites 
variations  peuvent  produire  sur  l,  nous  aurons 

' 3fioo  , . 


3=  / — 2u’A  sin/  cosaL  -h  smB  sinaf  cqs4L  (x' — .r)p. 


où 


I — aAcos/cosaL-t-  4Bros3/cos4L; 


il  en  résulte 


U.]. 


-(-  2ii-Asinf  cosaL  — amB  sinaf  cos 


Nous  obtiendrons  une  équation  analogue  pour  chaque  déter- 
mination des  latitudes  de  deux  lieux  et  de  la  longueur  de  l'arc 
de  méridien  compris  entre  leurs  parallèles;  et  si  les  mesures  de 
degré  ont  été  assez  souvent  répétées  pour  que  le  nombre  de 
ces  é<|uations  soit  plus  grand  que  celui  des  inconnues,  on  déter- 
minera les  valeurs  de  g et  de  t par  la  condition  que  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  résiduelles  x,  x',..,  soit  un  minimum. 
Prenons  g,  et  A,  pour  valeurs  approchées  de  g et  A,  et  posons 


g 


— -Il 


-J  A — A,  ( I -t-  é). 


soit  de  même  B,  la  valeur  de  B correspondante  à la  valeur  A, 
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adoptée  pour  A,  remplaçons  et  négligeons  les  carrés  de  / et  A 
ainsi  que  leur  produit,  nous  aurons 


, I F36oo  'I 


I • 36oo, , ■ , 

-4-  2 — (A,sin/cos2L  — B,sin2/cos4L)-f (sr  — 

? P 

-4-2  — (a,  sin/ COS2L  — A,  — ^ sina/  cosiL^  h. 

P \ '/A,  ^ ] 

Potir  trouver  la  dérivée  *1  faut  d’abord  exprimer  B en 
fonction  de  A;  or  on  a 


A = 


■+T'’-i-ÏT‘‘  + 7T4‘‘+--- 

= -î«’+rV  + -rT^‘‘+--- 

B = -Li-s'-f- . .. 

!»•*  ^ liH*  -T-.... 

En  renversant  la  série  qui  donne  la  valeur  de  A,  on  obtient 
•’=iA  — ^A’-4-4A>4- 

d’ob 


et 


d\ 

Si  pour  abréger  on  pose 


B = -r^A>-t-^A«+... 


I r3()oo  > ,1 


(A) 


H [A,  sin/eos2l, — (-^  AJ  -4-  A')  sin  2/cos4L], 


I 36oo  , , , 

a=  - -—(i  — s), 

P 

A =:  — [A,sinf  C0S2L  — (J  AJ  -4-  JJ  AJ  ) sina/  cos4Ll, 

• P 

3i. 
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.r*  — X = n -i-  ai  -h  bÂ  j 

on  obtient  une  équation  semblable  en  combinant  la  station  la  plus 
australe  employée  dans  la  mesure  du  degré  avec  une  station 
quelronqiie  située  plus  au  nord. 

Traitées  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  ces  équations 
donnent  comme  équations  du  minimum  par  rapport  à x,  i et  A, 
relatives  à l'ensemble  des  observations  de  la  mesure  de  degré, 

fix  -h  [o]  ; -I-  [ ft]  X -I-  [«]  = O,  ‘ 

[0]  X 4-  {aa\i  + \ai\  A + [an ] = o, 

[1] x  + [fli]/  4-  [ié]  A 4-  [bn\  = o, 

nà  P désigne  le  nombre  des  latitudes  observées  dans  une  mesure 
de  degré;  de  sorte  que  chacune  de  ces  opérations  fournit,  pour 
déterminer  les  valeurs  les  plus  probables  de  i et  de  A,  les  deux 
équations  • 

o = [an,]  4-  [aa,]i  4-  [oi|]  A, 

o = [X/i,]h-  [«X|]  i 4- 

obtenues  par  l'élimination  de  x entre  les  équations  précédentes. 

Désignons  par  [an,]  la  somme  des  dilTérentes  quantités  [noi] 
que  l’on  trouve  dans  les  différentes  mesures  de  degré;  représen- 
tons de  meme  par  [aa,)  la  somme  des  quantités  [aa,], . . . , nous 
aurons 

o =:  [an,)  + [aa,]  i -h  (ab,)  A, 
o — {bn,)  4-  (nf'i)  ' 4-  {bb,)  A, 

équations  qui  permettront  de  déduire  de  toutes  les  mesures  de 
degré  les  valeurs  les  plus  probables  de  / et  A. 

Exemple.  — Flous  prendrons  comme  exemple  les  mesures  de 
degré  suivantes  ; 
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DllUnc* 
tfe»  pira)lè[«s 

LaUtvda.  I txprlDé*  «b  IoIsbb. 

I.  — Arc  rÉRCTi». 


Tarqui — 3.  4<3b,o68  ^ ^ ^ 

Cotcbcsqui -i- o.  3.31,387  3.  7.  3,45  176875,500 

II.  — Arc  iRDien. 

TrÎTRDileporum -t-i  1 .44.51,59 

PauJru .4-13.19.49,01  1.34.56.43  89813,010 

III.  — Arc  prdrsiih.  ^ 

Trunt. .., +S5.i3,ii,47 

Kcenigiberg +54>43-5o,5o  0.19.39,03  38111,619 

Memel +55.43.40.45  i.3o  i8,g8  86176,975 

IV.  — Arc  scBbou. 

Halœrn +65.3i  .3o,l65 

Pahtawara +67.  3.49,83o  1.37.19,56  9^777, q8i 


Prenons  mainlcnant 

57008  I + 

nous  trouvons 

logA,=  3,39794, 
log(VAj-l-7VâA:)  = 6,41567. 
iog(iAj  + |;ai)  = 6,71670; 

posons  de  plus 

10000/=/,  ioX=c, 

nous  obtenons,  pour  les  quatre  mesures  de  degn'*,  les  équations 
suivantes  : 


(i)  x'i  — x,  = + r'97  + I , i2a5./  + 5,6059.2, 

{2)  x',  — X,  = + o, 94  + 0,5697./ 4-  2,5835.2, 

I x'3  — x,  = — 0,37  + 0,1779  / — 0,2852.2, 
( x'  — x,=  + 3,79  + 0,5433./ — 0,9157.2, 
(4)  x',  — x,  = — o,5i  + 0,583g./  — i ,971 1 .2, 
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il'où  nous  déduisons 


ta) 

(‘1 

[an] 

(t) 

-+-'.97 

-t-I  ,1335 

-+-5,6o5g 

-+-3,3I  l3 

(2) 

-1-0,94 

-+-0,5697 

-+-3,5835 

-1-0,5355 

(3) 

-t-3.4» 

-4-0,7313 

—1,3009 

-+-1,9933 

(4) 

— o,5i 

-1-0, 583g 

—1.9;" 

-0,2978 

[aa] 

(ai) 

(ia) 

[ii) 

(<) 

i -1-1,3600 

-1-6,3934 

1 -1-11,0436 

-+-31,4354 

(ï) 

1 -+-0,3346 

-1-1,4718 

-t-  3,4384 

-1-  6,6743 

(3) 

-++.,3268 

— 0,5483 

— 3,365o 

-t-  0,9198 

(4) 

1-0,3409 

— i,i5o9 

-+-  1 ,0036 

-1-  3,8853 

et 

[un, J 

[aa,] 

[ai,] 

[W.] 

(') 

-f*i , îo56 

-+-o,61oo 

-1-3, 146a 

-f-5 ,5318 

-1-15,7137 

(2)  , 

-»-o,ar>78 

-+-0,1633 

-+-0,7339 

-+-I 

-+-  3,3371 

(3) 

-4-1,1711 

-l-o,  i534 

—0,3395 

-',9960 

o,43gi 

(4)  1 

d’où 

— 0, 1489 

-1-0,1705 

—0,5755 

-+-o,5oi3 

-t-  1,94*6 

(an,)  = -H  3,3956,  (aa,)=-t-  1,1163,  (ai,)  =-+- 3,o4;i, 
(la,)=-t-5,34i3,  (il,)=-l-2i,43i5.  • 


Les  deux  équations  qui  déterminent  y eX.  t sont  donc 

o = + 2,3956-1- 1 ,1162.7  + 3, 0471. Z, 
o = -1-  5,24i3  -t-  3,0471  -7  + ?■«  )43i5.z, 


et  donnent 


d’où 


Z = -l- 0,099012,  y — — 2,4i65; 

^•  = -1-0,0099012,  / = -!- 0,000241  65, 


et  par  conséquent 


g = 

A = 


57  008 

I — 0 ,00024 ' 65 

I -t-  0,0099012  _ 
4oo  ~ 


= 57021,79, 

: 0,002624  753. 


Or  nous  avons  trouvé 


c’=|A—  va>-i-4a*, 
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il  en  résulte 


0,006710073, 

ce  qui  donne,  pour  l'aplatissetneni  de  la  Terre,  la  valeur 


^97, 53 


Nous  avons  de  plus 
b 


log-  =lüg^I  — t’  = 1 ,9985380, 
_ ■ 180g 


et  comme  a = — , nous  trouvons 

ir(l  — t’)  P 


loga  = 6,5147884,  log(  =6,5i33264  •' 

c'est  de  eetle  manière  que  Bessel  ('*')  a déduit  de  dix  mesures  de 
degré  les  valeurs  que  nous  avons  données  au  n°  G5. 


U.  — DiTERULNATION  DBS  PARALLAXES  HORIZONTALES 
DES  CORPS  CÉLESTES. 

138.  Détermination  de  la  parallaxe  horitonlale  d’un  astre  par 
l’observation  de  sa  distance  zénithale  méridienne  en  différents  lieux 
de  la  Terre.  — L'observation  de  la  position  d’un  astre  voisin  de 
la  Terre,  faite  en  deux  points  de  sa  surface,  permet  de  déter- 
miner la  parallaxe  de  cet  astre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sa  dis- 
tance à la  Terre  exprimée  en  fonction  du  rayon  équatorial  ter- 
restre pris  pour  unité  : les  méthodes  qui  précèdent  ayant  donné 
la  valeur  de  ce  rayon,  il  sera  facile  d’oblcnir  Ja  distance  de  l'astre 
à la  Terre,  rapportée  à une  unité  linéaire  qiielcon(|iie. 

Méthode  générale.  — Nous  supposerons  actuellement  que  les 
deux  stations  sont  situées  sur  le  même  méridien,  de  part  et  d'autre 
de  l'équateur,  et  que  la  distance  zénithale  de  l'astre  a été  observée 


(')  Àêtronomhche  NMchrichlen,  333  et  438. 
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en  ces  deux- points  au  moment  de  la  culmination.  Nous  avons 
trouvé  (n°  67)  pour  l'expression  de  la  parallaxe  de  hauteur 

$in/)'=  P siny^  sin[i  — (f  — y')], 

où  P représente  la  parallaxe  horizontale,  z la  distance  zénithale 
observée  et  corrigée  de  la  réfraction,  f la  latitude,  la  latitude 
géocentrique,  et  p la  distance  du  lieu  d'observation  au  centre  de 
la  Terre;  nous  aurons  donc  pour  les  deux  stations 

« _ psin[z  — (y  — y')] 

sin/>  sin/<' 

» _ pisin[z,—  (y — y',)) _ 

sin/>  sin/'i 

Considérons  les  deux  triangles  formés  par  le  lieu  de  l’astre,  le  centre 
de  la  Terre  et  chacun  des  lieux  d’observation  ; dans  le  premier, 
l'angle  qui  a l'astre  pour  sommet  est  égal  à p',  celui  dont  le 
sommet  est  an  lieu  d'observation  a pour  valeur  i8o“ — i + y — y', 
et  l'angle  qui  a son  sommet  au  centre  est  égal  à y'ip^,  en  dési* 
gnant  par  S la  déclinaison  géocentrique  de  l’astre,  et  en  prenant 
le  signe  supérieur  nu  le  signe  inférieur  suivant  que  le  corps  cé- 
leste et  le  lieu  d'observatiun  sont  du  même  côté  de  l'équateur, 
ou  de  côtés  différents.  Les  angles  analogues  du  second  triangle 
sont 

p’;,  1 8o”  y.  — y',  , y , ± 

On  a donc 

//=z  — yrtJ,  — y, ipiî, 

et,  par  suite, 

/»'  -H  //,  = Z -t-  Z,  — y — y,. 

Désignons  par  q la  quantité  connue  p'  -t-  p\,  c'est-à-dire  posons 

p'-y-p\=tq, 

nous  aurons  l'équation 

psin[z  — (y  — y'))  _ p,  sin[z,— l'y,  — y,)]^ 
sin/V  sin(y — p') 
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TJ]’ 

lorsqu'on  aura  dclerminé  p'  ou  p\ , on  en  déduira  p à l'aide  de 
l’une  des  deux  formules 

sin»' 

P»in[=  — (?—  Ÿ )] 

sin^',  • 

sm/>  — — r-f rr;- 

p,Sin[l,-(y,-Ÿ,)] 

Nous  avons  supposé  jusqii'ici  les  deux  lieux  d'observation 
situés  de  part  et  d’autre  de  l’équateur,  car  c’est  le  cas  qui  se  prête 
le  mieux  à la  détermination  de  la  parallaxe.  Si  les  deux  lieux 
d’observation  sont  d’un  même  côté  de  l’équateur,  les  angles  au 
centre  de  la  Terre,  dans  les  deux  triangles  considérés,  sont  égaux 
à ^ dans  le  premier,  et  dans  le  second.  Mais  en 

posant 

q — p'—  I,—  ; _ (y,  — 

on  trouvera  p'  et  //,  à l'aide  des  memes  équations  que  précé- 
demment. 

Lorsque  les  deux  stations  ne  sont  pas  situées  sur  le  même  mé- 
ridien, les  deux  observations  ne  peuvent  être  faites  au  meme 
instant;  il  faut  alors  tenir  compte  du  changement  de  déclinaison 
dans  l'intervalle  des  deux  observations. 

C'est  par  cette  méthode  qu’en  ij5i,  et  1^53  on  a déter- 
miné les  parallaxes  de  la  Lune  et  de  Mars.  Dans  ce  but,  Lacaille 
observait  au  Cap  de  Bonne-Espérance  les  distances  zénithales  de 
ces  astres  au  moment  de  leur  culmination,  pendant  que  Cassini 
à Paris,  Lalande  à Berlin,  Zanotti  à Bologne  et  Bradley  ü Green- 
wich faisaient  des  observations  analogues.  Ces  stations  étaient 
avantageusement  situées.  La  plus  grande  différence  de  latitude, 
correspondant  à Berlin  et  au  Cap,  est  86° 3o',  tandis  que  la  plus 


DtTBRMIHAnON  UES  PARALLAXES. 


p sin  17  sin[î  — (y  y’)] 
p,sin[j,—  (y,—  y',)]  pcosq  sin[a  — (y  — 


p,  siny  sin[z,  ■— — y',)] 

psin[z  — (y  — y')]-(-  pi  cosy  sinfz,  — (y,— 
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grande  différence  de  longitude,  correspondant  au  Qap  et  i 
Greenwicli,  est  égale,  à iS*",  intervalle  pour  lequel  le  mouve- 
ment de  la  Lune  en  déclinaison  peut  cire  connu  avec  une  très- 
grande  exactitude.  De  leurs  observations,  ces  astronomes  ont 
conclu  58' 3"  pour  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  à sa  distance 
moyenne  de  la  Terre,  cl  2’]",']  pour  parallaxe  horizontale  de 
Mars.  , 

Parallaxe  de  la  Lune.  — Nous  venons  de  traiter  le  problème 
de  la  parallaxe  sous  sa  forme  la  plus  simple,  mais,  en  réalité, 
cette  solution  n'est  pas  suffisante  pour  obtenir  la  parallaxe  de  la 
Lu^e;  on  ne  peut,  en  effet,  observer  que  l’un  des  bords  de  cet 
astre,  et  pour  la  réduction  il  est  nécessaire  de  connaître  son 
demi-diamètre  apparent,  variable  lui-même  avec  la  parallaxe. 

Désignons  par  r et  r'  les  demi-diamètres  apparents  de  la  Lune 
vue  du  centre  de  la  Terre  et  du  lieu  d’observation,  par  A et  A' 
les  distances  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre  et  au  lieu  d’obser- 
vation, nous  avons 

. sinr'  A 

sin  r A'  ’ 

de  plus,  le  triangle  formé  par  le  centre  de  la  Terre,  celui  de  la 
Lune  et  le  lieu  d’observation  donne 

A sin(i8o" — z') 

. sin(z'-/) 

où  z'  désigne  l’angle  que  la  ligne  menée  du  lieu  d’observation  au 
centre  de  la  Lune  fait  avec  le  rayon  de  la  Terre  qui  aboutit  en 
ce  lieu  ; d’ailleurs  si  z est  la  distance  zénithale  du  bord  de  la  Lune 
donnée  par  l’observation,  il  y a entre  z'  et  z la  relation 

z'=z— (y  — ç')±r', 

le  signe  supérieur  se  rapjiortant  au  bord  supérieur  de  l’astre  ; on 
a donc 

A sin[z  — (ç  — if')±r'] 

sin[z  — (y  — y')  — ' 
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après  avoir  remplacé  —,  par  la  valeur  » éliminons  />'  à l’aide 
A"  sin  r 

de  l’équation 

sin/>'=  P sinp?  sin[z  — (f  — y')  ±:  r'], 

faisons  en  outre  p = i,  et  pour  simplifier  l’écriture  représentons 
par  î la  quantité  * — (y  — c’est-à-dire  l’angle  que  fait  avec 
le  rayon  de  la  Terre  aboutissant  au  lieu  d'observatiun  la  ligne 
allant  de  ce  point  au  bord  observé,  il  viendra 

810/=  sinr-4-sinr'  sin/>  cos(Ç±r')  -t-  ,sinr'  sin’ya  sin’(Ç±r'), 

et  en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre 

r'=  r-+-  sinr  sinpi  cos(Ç±  r)  -I»  isinr  sin’/J  sin’(J  ±:  r)  ; 

d'autre  part,  la  distance  zénithale  géocentrique  Z du  centre  de  la 
Lune,  exprimée  en  fonction  de  (,  est  donnée  par  la  formule 

Z = Ç±  r' — sin/>  sin(Ç±r')  — -Jsin’p>  sin’(Ç  ± r'). 


ou,  en  substituant  pour  r'  la  valeur  trouvée  plus  haut, 

Z = Ç ± r±  sinrsin/i  cos  (Ç  ± r)  rfc  sinr sin’/>  sin'(!;  ± r) 
— sinp?  sin(î±  r)  — -Isin'/j  sin’(î;  ± r); 

développons  cette  équation,  et  négligeons  les  termes  qui,  par 
rapport  h p et  r,  sont  d’un  degré  sapérienr  au  troisième,  nous 
trouvons 

Z = Ç ± r — J sin’r  sinp?  sin  Ç ± -j  sinr  sin’/j  sin’Ç 
— sin/)  cosr  sint;  — ïS>n*/>  sin'Ç, 

équation  qui,  par  la  substitution  de  i — jsin’r  à cosr  et  le  ré- 
tablissement de  P sin/>  au  lieu  de  sinp>,  devient 

Z = Ç±  r — P sin/>sin^  — j psinp>  sin  Çsin‘-r±|p’  sin'p}sinrsin’( 
— -Jp’  $in’/'<  sin’i. 
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Posons  enfin 

\ — sinr  = fi  sin/>, 

et,  par  suite, 

r = ^ sin/^  -jX’  sin’/3, 

remplaçons  Ç par  sa  valeur  z — X,  nous  aurons  pour  expression 
de  Z, 

Z =z  — \ — sin/j[fsin(z  — i)q:  X]  — isin’/>[f  sin(z  — XjqpXf. 

Si  D est  la  déclinaison  géocenirique  du  centre  de  la  Lune,  S la 
déclinaison  observée  du  bord  de  cet  astre,  nous  avons 

D = ç'— Z,  a = /— (z  — îi}, 

la  substitution  de  ces  valeurs  donne 

D = J -t-  [psin(z  — ).)  qp  X]sin/>  -t-  i[psin(z  — a)  q;  X]’sin*/>. 

. Celle  équation  résout  évidemment  la  question  proposée  et,  avec 
deux  observations  de  la  Lune  faites  en  des  lieux  différents,  elle 
permettrait  d’obtenir  la  parallaxe  cherchée.  Mais  les  quantités  p 
et  X dépendent  de  l'aplatisseroeut  de  la  Terre,  quantité  qui  n’est 
josqu’Â  présent  connue  que  d’une  façon  approchée;  il  serait  donc 
désirable  de  mettre  l’expression  de  la  parallaxe  de  la  Lune  sous 
* une  forme  qui  rende  facile  toute  correction  due  à un  change- 
ment de  la  valeur  adoptée  pour  l'aplatissement.  C’est  pourquoi 
nous  transformerons  l’expression  précédente  de  manière  à j 
mettre  en  évidence  l'aplatissement  lui-même. 

Nous  avons  trouvé  (n"  66) 

fl’ — é’ 

or  on  a 

fl’ — 6’=  fl’  (2a  — a’), 
fl’-t-  é’=r  fl’  (2  — 2*  -t-  a’); 

d'où,  en  négligeant  tous  les  termes  de  l’ordre  de  a’, 

ç — = asinaf. 
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I — i’sin’Ÿ 
I — II’  sin’ip  -I-  •'  sin’y 


( I — t’)’  sin’ 
I — «’  sin*<p 


I — f-  sin’ç 

et  par  suite,  en  éliminant  i’  par  l’équation 
s’  = 2 a — a’ 

et  négligeant  tous  les  termes  de  l’ordre  de  a}, 
P = I — a sin’f . 

La  dernière  expression  de  D devient  donc 


? 


49^ 


I D = J + (sinz  rp'X  ) sin/» 

(a)  I — (sin’f  sinr  + sin  2f  cosz]  a sin/» 

I -h  î(sinizf:^)’sin’/». 

Toute  observation  d’un  bord  de  la  Lune  faite  en  un  lieu 
de  l'hémisphère  boréal  de  la  Terre  donne  une  équation  de  cette 
forme,  dans  laquelle  le  signe  supérieur  correspond  au  bord  supé- 
rieur de  la  Lune,  et  le  signe  inférieur  à son  bord  inférieur. 

On  trouverait  de  la  même  manière  ]»our  un  lieu  de  l’hémisphère 
austral 

I D,  = J,— (sinz,  X ) sin/», 

[b)  I -H  (sin’tp,  sinz,+sin2f,  cosz,)  a sin/», 

( — i (sinz,  zp  X)’ sin’/»|. 


Actuellement  soient 


t et  r,  les  temps  moyens  d'un  premier  méridien  quelconque, 

■ qui  correspondent  aux  deux  observations; 
p,  et  D,  la  parallaxe  et  la  déclinaison  géocentriqiie  de  la  Lune 
au  temps  arbitraire  T; 

^ et  ^ leurs  variations  en  une  heure  de  temps  moyen,  la 
dt  dt 

seconde  étant  regardée  comme  positive  si  la  Lune  s’approche 
du  pôle  Nord. 
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Nous  aurons,  d’une  part, 

dp 

sin/<  =3  sin/),-t-  (<  — cos/>,, 

sin/j,=  sin//,+  (r, — T ) — cos^„ 

d'autre  part,  à l’aide  des  équations  (a)  et  [b), 

<10 


(f.-o 


(tt 


= (î, — lî  — [sinz,::p:  /■  — a (sin’y,  sinî,-i-  sinaç,  cosa,)]  sin/>, 

— [sinirn^  — a(sin’(psina  -t- sin 2y  cos:}]  sin/j 

— i(sin:,qp  X)’sin’//, — ^(sinzrp  X)’  sin’/>- 


En  remplaçant  dans  celle  relalion  sin/>  et  sin/>,  par  leurs  va- 
leurs, nous  obtiendrons,  pour  délerminer  la  parallaxe  au  temps  T 
l’équation  suivante  : 

o = J, — ^ -t-  ~ ~ i[(sinj=p  / )*-(-  (sinz.q:  X)*]  sin’/>, 

— ^^cos/»,[(sinz::pX)  (r  — T)  h (sinz,q:X)(r,  — T)] 

— sin/j,  (sinz  + sinz.rp  X ;:p  X ) 

-H  asin;^, (sin’f  sinz  -+- sina^ + sin’y,  sinz, 

-H  sinay,  cosz,)  (*). 


Si  aux  deux  stations  on  a observé  des  bords  différents  de  la  Lune, 
le  coefficient  de  sin/J,  est  inilépendani  de  X,  et  |iuisqu’alors  celte 

quantité  n’entre  plus  (|ue  dans  les  petits  termes  en  sin*/>,  et la 


(')  Pour  tenir  coni(Ho  Jes  dérivées  secondes,  on  doit  ajouler  à l'espres- 
sîon  precedeme,  te  terme 

iDftU  il  faut  remarquer  que  pour  ta  valeur 


ce  tormo  t'annule. 


T = J ( / -f- 
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valeur  p,  obtenue  à l’aide  de  cette  équation  est  indépendante 
d’une  erreur  commise  sur  la  valeur  de  k.  En  outre,  par  des  dé- 
terminations antérieures,  nous  connaissons  la  parallaxe  avec 
une  approximation  suriisante  pour  pouvoir  calculer  sans  erreur 
appréciable  le  troisième  et  le  quatrième  terme  de  la  formule;  il 
est  donc  permis  de  considérer  comme  connus  les  quatre  premiers 
termes,  car  les  quantités  qu’ils  contiennent  ont  été  données  par 
l’observation,  ou  peuvent  être  tirées  des  Tables  de  la  Lune.  Soient 
n leur  somme,  a et  b les  coefficients  de  sin/^  et  ctiinp,,  nous 
avons  l'équation 

o = /j  — (o  — b x)  sin/>a, 
qui  donne  p,  en  fonction  de  a. 

On  cherche  d’ailleurs  non-seulement  la  parallaxe  horizontale  p, 
correspondant  au  temps  T,  mais  la  parnlla.re  horizontale  moyenne, 
c’est-è-dirc  la  valeur  de  cette  parallaxe  horizontale  p,  pour  la 
distance  moyenne  de  la  Lune  à la  Terre  (*).  Or,  si  n est  la  va- 
leur que  donnent  les  Tables  de  la  Lune  pour  la  parallaxe  hori- 
zontale au  temps  T,  K la  valeur  adoptée  dans  les  mêmes  Tables 
pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne,  et  enfin  n la  valeur  cher- 
chée de  celte  parallaxe  horizontale  moyenne,  on  a 

. rt 

sin/;,=  — sinri  ^sinfl, 

l’équation  de  condition  qui  précède  devient  ainsi 

" , , , . 

o= la  — oalsinll; 

f* 

la  valeur  de  sinn  ou  l’angle  n lui-même  est  la  constante  de  ta 
parallaxe  lunaire. 

Exemfi.f..  — Le  23  février  i'52,  Lalande,  observant  à Berlin, 
trouva  pour  déclinaison  du  bord  supérieur, 

i = -H  ao^ati'  aS",  2, 

(*)  Celle  disinneo  moyenne  est  égale  au  demi-grand  oxe  de  l'orbite  lu- 
naire supposée  elliptique. 
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et  Lacaille,  observant  au  Cap  de  Bonne-Espérance,  obtint  pour 
la  déclinaison  du  bord  siipcricur 

d,=  21  ”46' 44",  8. 

La  roojcnne  arithmétique  des  temps  d'observation  était,  en 
temps  moyen  de  Paris,  T = 6’'4o‘"  ; de  plus,  d’après  les  Tables 
lunaires  de  Burckhardt, 

^=^-34",.  5,  J = -^o',28,  n = 5g' 24",  54, 

et  les  latitudes  des  deux  stations  étaient 

y = -+-  52” 3o'  i6", 

- 33.56.  3. 

Puisque  le  Cap  de  Bonne-Espérance  est  placé  à 20*°  19', 5 de 
longitude  i l'est  de  Berlin,  et  que  l'accroissement  horaire  de 
l'ascension  droite  de  la  Lune  était  38'  10",  la  culmination  de  la 
Lune  à Berlin  avait  lieu  21"'  1 1*  plus  tard  qu'au  Cap,  et  par  suite 

f — t,=: -f- 21"’ n*  et  (/ — t.)  — = — i2*,o6, 

nous  avons  en  outre 

St — i -h  l”2o'  19", 6; 

si  donc  on  prend  A = 0,2725,  le  troisième  , terme,  dé|>endant 

' dp 

de  sin’p,  est  égal  à — o",  12;  en  négligeant  le  terme  en  qui 

est  tout  à fait  insensible,  on  trouve 

n = -+-  i"2o'  7",4?> 
ou,  en  parties  du  rayon, 

/»=-+-  0,023307; 

d'ailleurs,  comme  la  valeur  de  la  parallaxe  horizontale  moyenne 
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adoptée  dans  les  Tables  lunaires  de  Burckbardi  est 


K = 57'o”',5a, 

on  a 

logf*  = 0,0179a, 

d’où 

n 

- ==  -h  0,022365; 

\ ** 

d’autre  part. 

32“3'5.'',  a,  = 55»42'48', 

d'où 

“=-+-1,3571,  *=-+- 1,9321, 

et  en  déGnitive  pour  déterminer  sinn  on  a l’équation 


O — o,o».2  365  — (i,  35^  I — i,g32  i . x]  sin  n. 

Combinaison  d'un  grand  nombre  d'observations.  — Cette  équa- 
tion et  toutes  celles  de  la  même  forme 

o = ~ — .T{a—ba)  = n,—x(a  — b<i),  - ' 

obtenues  par  la  combinaison  de  deux  observations  quelconques, 
ne  donnent  qu’une  relation  entre  l’inconnne  x = sinn  et  l’apla- 
tissement a;  une  seule  d’entre  elles  ne  peut  donc  servir  qu’à  trou- 
ver la  valeur  de  x qui,  pour  une  valeur  donnée  de  «,  satisfait 
à I équation  même.  Ainsi,  dans  l’exemple  précédent,  si  l’on  sup- 
pose 

' t \ 

8 = — 9 

=>99. '5 

on  obtient 

logsinn  = 2,2tgoi , 

n = 56'55",4. 

Mais  si  l’on  dispose  d’un  grand  nombre  de  couples  d’observa- 
*’  32 
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lions,  et  par  suite  d'un  grand  nombre  d'équations,  telles  que 


O — n,  — JC  {a  — b a), 
o — n\ — .r  (a' — 6'a), 
o — r,",  — x{a"—  b"  a), 


on  les  combinera  par  la  méihode  des  moindres  carrés,  et  on  ob- 
tiendra pour  équation  du  minimum  par  rapport  à jc, 

O = — -t-[fla]j  — [fli]ax; 


le  dernier  terme  est  très-petit,  et  dans  une  première  approxima- 
tion peut  être  négligé,  d'où 


et,  en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans  le  dernier  terme,  on  a 
pour  équation  finale  ' ' 


[aa] 


Telle  est  la  méthode  suivie  par  Olufsen  pour  discuter  les  ob- 
servations faites  au  siècle  dernier  par  Lacaille,  Lalande,  Zanotti 
et  Bradley  (*).  ^ 

Il  a déduit  de  toutes  leurs  observations  l’équation  finale 

a:  = o,oi65i2a3  -t-  0,024 492o> 

I ' . • 

Avec  la  valeur  a = - . adoptée  par  Olufsen,  elle  donne 

3o2,02 

|M>ur  constante  de  la  parallaxe  lunaire  . . 

57' 2",  64; 

en  prenant,  au  contraire,  la  valeur  de  Bessel  a = 

299,1628 


(*)  Astronofniiçhe  Nêchrlchienf  31^6 
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on  a 

Sj'a'.So. 

Par  la  comparaison  des  observations  de  distances  ténithales 
méridiennes  faites  par  lui  en  i832  et  i833  au  Cap  de  Bonne- 
Espérance,  et  des  observations  faites  simultanément  à Greenwich, 

Henderson  a trouvé  (*),  avec  la  valeur  a = — 5* 

' 299,1528 

5Y  i",  80  ■ . 

pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne  de  la  Lune.  La  moyenne 
arithmétique  de  cette  valeur  et  de  celle  d’OIufsen  est 

57'2*,3o. 

Les  constantes  adoptées  dans  les  différentes  Tables  lunaires 


sont 

Tables  de  Burckhardt 5']'  o",52. 

Tables  de  Damoiseau 57  .0  ,90, 

Tables  de  Hansen 57.2, 06. 

) 


Cette  dernière  valeur  est  déduite  de  la  théorie;  elle  présente, 
avec  celles  qu’a  données  l’observation  directe,  un  remarquable 
accord. 

Renur^ue.  — La  parallaxe  de  le  Lune  élaot  considérable,  011  peut  déjA  la 
déterminer  avec  une  certaine  approximation  A l’aide  d’observations  faites  en 
un  même  lieu.  Pour  cela  on  combine  les  observations  faites  au  voisinage  du 
xénith,  pour  lesquelles  la  parallaxe  de  baoteur  est  trêa-fiiible,  avec  d’aulrea 
Cillea  au  voisinage  de  l’boviion,  pour  lesquelles  au  contraire  la  parallaxe 
alieinl  presque  son  maximum.  C'est  ainsi  qu’Hipparque  a découvert  la  pa- 
railaxe  de  la  Lune,  en  remarquant  dans  le  mouvement  de  cet  astre  une  iné- 
galité dépendant  de  la  hauteur,  et  dont  la  période  était  d'un  jour. 

139.  Parallaxes  du  Soleil  et  des  planètes.  — Les  parallaxes 
horizontales  du  Soleil  et  des  planètes  sont  trop  petites  pour  pou- 
voir être  déterminées  avec  exactitude  par  la  méthode  précédente. 
Cependant  c’est  ainsi  qu’ont  été  obtenues  les  premières  valeurs 
approchées.  Telle  est  la  valeur  2$',  5 donnée  an  xvii*  siècle  pour 


(’)  Aalronomitche  Nachrlchlen,  n®  338. 


3a . 
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la  parallaxe  de  Mars  par  Richer,  Picard  et  La  Condamiae,  et  dé* 
diiite  d'observations  méridiennes  de  Mars  faites  en  1761  par 
Richer  à Cayenne,  et  les  deux  autres  à Paris.  Or,  quand  on 
connaît  la  parallaxe  ou  la  distance  d'une  planète,  il  est  facile  de 
trouver  les  parallaxes  de  toutes  les  autres,  et  aussi  celle  du  Soleil, 
car,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  • les  carrés  des  temps 
de  révolution  des  planètes  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites.  * 

On  obtient  ainsi  pour  parallaxe  du  Soleil  la  valeur  9',  5 à 
l'aide  du  nombre  donné  par  Richer  et  La  Condamine,  et  la  valeur 
10",  à l'aidé  de  celui  qu'ont  donné  Lacaille  et  Lalande,  valeur 
plus  inexacte  que  celle  de  Richer  quoique  la  détermination  en  ait 
été  faite  presque  un  siècle  plus  tard. 

Les  observations  faites  récemment,  de  1849  à iSSa,  par  Gilliss 
au  Chili  (*)  ne  contribuèrent  en  rien  k une  détermination  plus 
exacte  de  cette  constante  importante;  ce  résultat  doit  être  attribué 
en  partie  ù la  rareté  des  observations  corresjiondantes  dans  l’hé- 
misphère boréal.  Quoique  les  résultats  obtenus  par  cette  méthode 
soient  insuflisanls,  il  est  néanmoins  à désirer  que  l’on  s'en  serve 
encore  pour  obtenir  une  valeur  nouvelle,  ou  bien  qu’on  suive  la 
méthode  d’ailleurs  tout  à fait  analogue  indiquée  par  Gerling  {**), 
et  qui  permet  de  déduire  la  parallaxe  du  Soleil  de  l'observation  de 
Vénus  à l'époque  d'une  de  ses  stations.  Avec  les  instruments  per- 
fectionnés dont  on  dispose  aujourd’hui,  on  obtiendrait  certaine- 
ment ainsi  une  approximation  beaucoup  plus  grande. 

Effet  de  la  parallaxe  sur  les  passages  de  Fénus.  — Une  bonne 
méthode  de  détermination  de  la  parallaxe  solaire  repose  sur  les 
observations  des  passages  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil;  elle 
a été  proposée  par  Halley.  Les  formules  données  aux  n”'  131 
et  133  pourraient  servir  au  calcul  de  ces  phénomènes.  Mais  Encke 
a publié,  dans  le  Jahrhuth  de  Berlin  pour  i84?.,  une  méthode 
plus  commode  dont  le  principe  est  dû  à Lagrange,  et  qui  consiste 
à calculer  d'abord  le  phénomène  pour  le  centre  de  la  Terre  et  à 


(*)  U.  S.  Expedilion  lo  Chili,  vol.  111. 

( * " ) Attronomiiche  Nachrichlm,  n®  599. 
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déduire  de  ce  premier  résultat  les  différentes  phases  du  passage 
pour  les  divers  lieux  de  la  Terre. 


Calcul  pour  le  centre  de  la  Terre.  — Soient  : 

a et  A et  D les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  géocen^ 
triques  de  Vénus  et  du  Soleil  pour  un  temps  T d'un  premier 
, méridien,  temps  voisin  de  l'époque  de  la  conjonction  ; 
m la  distance  apparente  de  leurs  centres  à ce  temps  T ; 

M et  i8o° — M'  les  angles  ayant  pour  sommets  les  centres  du 
Soleil  et  de  Vénus  dans  le  triangle  formé  par  ces  deux  points 
et  le  pôle  de  l’Équateur, 

on  a les  formules 

sin  ' J»  sin  ; ( M'  4-  M)  = sin  ^ { a — A ) cos  J -I-  D ) , 
sinŸ/ncoSj(M'-l-  M)  =;  cosj  (a  — A)  sin  |(iî  — D), 
cosÿ/n  sin  i(M'  — M)  = sin  j ( * — A)  sin  i (3  + D) , 
cosj/«  cosy(M' — M)  = cosÿ(o  — A)cosÿ(J  — D; 

et,  comme  aux  moments  des  contacts,  a — A et  S — D,  et  par 
suite  m et  M'  — M sont  de  petites  quantités,  ces  formules  se  ré- 
duisent alors  à 


(A) 


I m siuM  = (a  — A)  cos  J (3  -I-  D), 


f m cosM  =3  — D. 
Posons  maintenant 


(B) 


I /isinN  = 

I" 


-A)  *, 


cos  J(3  4-  D), 


rf (a  — A)  rf(3  — D)  , , . . , . , 

— i et  — i étant  les  variations  relatives  des  ascen- 

dt  dt 

sions  droites  et  des  déclinaisons  dans  l'unité  de  temps  (*];  dési- 


( *)  n est  la  viteue  relative  de  Vénus  par  rapport  au  Soleil  ; N déflnil  la 
direction  de  celte  vitesse  : c'est  I’sn0le  qu’elle  fait  avec  le  cercle  horaire  pas- 
sant par  la  position  de  Vénus  au  temps  T. 
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gnons  en  outre  par  T + t l’époque  de  l’iin  des  contacts,  par  R 
et  r les  demi>diamètres  du  Soleil  et  de  Vénus  ù cet  instant,  nous 
aurons  ■ ^ ' 

(m  sinM  + t/i  sinN )’  + (n;  cosM  -i-  t/j  cosN)’  = (R ± r)’, 

le  signe  supérieur  convenant  à un  contact  extérieur,  le  signe  in- 
férieur à un  contact  intérieur. 

De  cette  équation  on  tire 


ni  R±/-  / /w’sin’fM — N) 

T= cos  M — N q= 1/«—  _1_— 

« n y (R±r)’ 

et  si,  ^ étant  un  angle  compris  entre  — 90°  et  -P  90°,  on  pose 

m sin(M  — N) 


(C) 


R±/- 


sin^|., 


la  valeur  de  T sera  donnée  par  l'expression  - , 

(D)  T = — ^cos(M  — N ) ip  cos} , 

dont  le  dernier  terme  doit  être  pris  avec  le  signe  — pour  l’en- 
trée et  avec  le  signe  -f-  pour  la  sortie,  de  telle  sorte  qu’en  temps 
du  premier  méridien  adopté,  l’entrée  ct<la  sortie  ont  lieu  pour  le 
centre  de  la  Terre  aux  époques  : 

r ' \ 

T — — cos(M  — N)  — cosJi,  pour  l’entrée, 

'n  n ^ 

T — ^ cos(M  — N)  -4-  ^ ~ cos\|/,  pour  la  sortie. 

Enfin,  si  0 est  l’angle  que  le  grand  cercle  mené  du  rentre  du 
Soleil  au  point  de  contact  fait  avec  le  cercle  de  déclinaison  pas- 
sant par  le  centre  du  Soleil,  on  a 

(R  ± r)  cos©  = ///cosM -i- n cosN.t, 

(R  dr  r)  sin  O = /«  sin M JJ  sin N. T, 
oti 

cosQ  = — sinN  $in^{l  cosN  cos}(, 
sin O = H- cosN sin}  rp  sinN  cos^!/ ; 
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noas  aurons  donc 

(E)  0 = N — \j>  + i8o“,  pour  l'entrée, 

(F)  0 = N+i|<,  pour  la  sortie. 

Les  formules  (A),.'.,  (F)  servent  h la  prédiction  complète 
du  phénomène  pour  le  centre  de  la  Terre. 

Pî^diction  du  passage  pour  un  lieu  donné.  — Pour  calculer 
les  époques  d'entrée  et  de  sortie  en  un  lieu  de  la  surface  de  la 
Terre,  nous  traiterons  d’abord  un  cas  plus  général,  et  nous  cher- 
cherons è exprimer  la  distance  des  centres  des  deux  astres  telle 
qu’elle  parait  à un  moment  donné  d'un  point  de  la  surfaice,  en 
fonction  de  la  distance  des  centres  des  deux  astres,  telle  qu'on 
la  voit  au  même  instant  du  centre  de  la  Terre. 

Or,  avec  les  notations  indiquées,  on  a évidemment 

cosm  = sin^  sinD  -t-  cosi  cosD  cos(a  — A), 

et  de  même,  si  a'  et  J',  A'  et  D'  sont  les  ascensions  droites  et  les 
déclinaisons  apparentes  de  Vénus  et  du  Soleil  vues  du  lieu  de  là 
surface,  et  m'  la  distance  apparente  d|^  leurs  centres,  ‘ 

cosm' = sin  J' sin  D' -f- cosê'cosD' cos(a' — A');  . 

il  en  résulte 

cosra'  = cosw  -t-  (J'  — J)  [cos J sinD  — sind  cosP  cos(x  — A)] 
-I-  {D' — D)  [siniJ  cosD  — cosiî  sinD  cos  (a  — A)] 
— (a'  — a)  cosê  cosD  sin  (a  — A) 

-t-  (A' — A)  cosd  cosD  sin  (a  — A). 

Mais,  d'après  les  formules  du  n°  68  (*),  n et  p étant  les  paral- 


(*)  Cos  formule»  donnent,  en  supposant  p constant  et  égal  à l'ubité, 
sinf^— y) 


0 — o=7r*in^ 
et  paiique 
il  Tient 


: Tt  sinp(8tn^  coty  eos<^), 


siiiy 

coty  s=  coa(a  — ©)  colp, 
f = x Ccofp  cos(«  —'6)  — linp  eos^l. 
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laxes  horizontales  de  Vénus  et  du  Soleil,  on  a 


^ [cosçsinJ  cos[a  — e)  — siny  cosj], 
D'  — D = />[cûS(psinDcos(A  — 0)  — sinycosD], 
a'  — a = 1cséc^  sin  (oc  — 0)  cosç, 

A'  — A =/JsécDsin(A — 0)  cosç, 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  cosm'. 


<") 


COim'  = 


COSTO  + [cosdsinD  — sinj  cosD  cos(a  — A)] 

X [jr  cos»  sinJ cos(a — 0)  — irsin^ cos^] 
+ [sinJcosD  — cos5sinDcos(a  — A)] 

X [/> cosy  sin D cos(A— 0)  — /> sinf  cosD  J 
' — cosDsin(a  — A).nsin(a  — 0)  cosf 
-I-  cosJ  sin(a  — A).y>sin  (A — 0)  cosy. 


Tous  les  termes  de  cette  équation  contiennent  soit  cosy,  soitsinp ; 
cherchons  les  coefficients  de  ces  deux  quantités.  D'abord  le  déve- 
loppement de  l’équation  donne  pour  coefficient  de  cosç  l’ex- 
pression 

-t-ir[sin  JcosJ  sin D cos  (a  — 0j  — sin’ jcosDcos(a — 0)  cos(a — A) 

1 — cosDsin(a  — 0)sin(a  — A)] 

-I-  />  [sin  î cosD  sin  D cos  (A— 0)  — sin’  D cos  J cos  (A — 0)  cos  (a —A) 

coiS  sin  (A  — 0)  sin(x  — A)], 

ou,  puisque  sin’J  = i — cos’^  et  sin’D  = i — cos’D, 


-t-)r|[sinî sinD  -f-  cos^  cosD  cos(a  — A)]  cos^  cos(a  — 0) 

— cosD  cos  (A  — 0)  I 
+ p j [sin  5 sin  D -t-  cos^  cosD  cos  (a  — A)]  cosD  cos  (A  — 0) 

— cos^  cos(  a — 0)  j , 


qu’on  peut  encore  écrire 


,-t-  K cos/n  cosi  cos(a  — 0)  — ir  cosD  cos(A  — 0) 
-4-/icosmcosDcos(A  — 0)— y>  cosS  cos(a  — 0); 
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si,  dans  cette  expression,  on  met  en  évidence  les  coordonnées 
d'un  lieu  déterminé  de  la  surface  de  la  Terre,  elle  devient 

■+■  (ir  cos/n  cos^  cosa  — cosD  cosA]  cos6 
— [p  cos/»  cosD  cosA  — P cos  S cosa  ) cos© 

-I-  (k  cosot  cosi  sina  — ic  cosD  sin  A)  sin© 

^ 4- (/J  COSOT  cosD  sinA — petnS  sina)  sin©, 

ou  encore  / 

4-  [(«  COS»l  — p)  COS^  cosa  — (jr  — p COSot)  COsD  COSA]  COSf  cos© 

• 4-  [ (rr  COSOT  — p)  co»3  sin  a — (r  — p cos/n)  cosD  sin  A]  cosy  sin©. 

Quant  an  coefficient  de  sin^,  il  a pour  valeur 

-t-  ir  [ — cos’ J sin  D 4-  sin^  cosS  cosDcos(  a — A)] 

-i-  p [ — Cüs’Dsin^  + sinD  cosD  cos^  cos(a  — A )], 

ou,  puisqu#>cos’^  = I — sin’iî  et  cos’D  = i — sin’D, 

-+-  TT  j — sinD  + sin^  [sini  sinD  + cosd  cosD  cos  (a  — A)]{ 

4-/>  j — sin  J -t-  sinD[sind  sinD  4-  cosJ  cosD  cos(a  — A)]  j. 

Le  terme  qui  contient  siof  dans  l’cqiiation  (a)  est  donc 

(«■COSOT  — p)  sin  J siiif  — («  — pcoim)  sinD  sin  f, 

et  par  suite  l'équation. (<i)  se  transforme  dans  la  suivante  : 

cosot'  = COSOT 

4-  [{«  COSOT  — p)  COS  J cosa  — («  — //cos/n)  cosD  cosA]  cosç  cos© 
4-  [(«  COSOT  — p)  cosdsin  a — («  — //cos/n)  cosD  sinA]cosf  sin  © 
4-  [(«  COSOT  — p)  sini — («  — p cosot)  sinDjsinf. 

1 

Posons  maintenant 

/sin»  - 4-  «COSOT  — p, 

/ cos»  = — « sin  OT, 

alors 

« — //COSOT  =/sin(»  — otJ, 
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et  par  conséquent 


cos/n  = cos/n 


^ ^1  +/[sinf  eos# cosa _ — sin(r — m)co$UcosA]cosf cos0, 

j +y[sinf  cosJ  sin  a — sin(.t  — m ) cosD  sin  A]  cos  y sin0, 
\ ^-/[sin^sin^  — sin  (a  — m)sinD]siny; 

posons  de  plus 

Icosü  sinA  cos^  — sin(A  — m)  cosD  cosA  = P cosf  cosl, 
sin  tt.  sin  A cos#  — sin  (a  — m)  cosD  sin  A z=  P cos^  sin>, 
sinAsin#  — sin[A — m)  sinD  =PsinP; 

et  comme,  en  ajoutant  les  équations  (e)  et  (/),  après  les  avoir 
• élevées  an  carré,  on  trouve 

P’=  sin’A  ■+-  sin’(A  — m)  — 2sinAsin(A  — n/)cosm 
= sin’A  — sin’A  cos’n»  -4-  cos’a  sin',m  = sin'^, 

les  équations  (/)  peuvent  s’écrire  encore 

cosa  sinA  cos#  — sin(A  — m)  cosD  cosA  = sinm  cos^  cos>, 
sin  a sin  A cos#  — sic  (a  — m)  cosD  sin  A = sinra  cosjl  sini, 
sinA  sin#  — sin(A — /«)  sinD  = sinni  sinp, 


isin(X  — A)  sin/n  cosp  = sinA  cos#sin(«  — A), 
cos(X  — A)  sin;ncosp  = sinA  cos#  cos(a  — A) 

1 — sin  (a  — /n)cosD, 

' sin/n  sing  = sin  a sin#  — sin  {a  — m)  sinD. 


Mais  nous  avons 

sinA  cos#  cos  (a  — A)  — sin  (a  — m)  cosD 

= sina[cos#  cos(a  — A)  — cos/n  cosD]  -i-  cosAsinm  cosD, 

et 

sinA  sin#  — sin(A  — m]sinD 

— sinA[sin#  — cosm  sinD]  -4r  cosAsinm  sinD, 
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de  plus,  dans  le  triangle  sphéricpie  considéré, 

!sinMsinm=cos^sin(a  — A), 
cosMsinm  = sin ^rosD  — cosi  sinD  eos(a  — A), 
cosm  =sinj  sinD  + cos^  cosD  cos(a  — A), 

relations  d'où  l’on  déduit 

cos(a  — A)  cosJ  = cosD  cosTO  — . sinD  sinm  cosM, 
sin  ^ = sin  D cosm  + cos  D sin/n  cos M, 

et  les  équations  {g)  prennent  la  forme 

sin(X  — A)  cos^  = sin^t  sinM,  , 

(/)  cos(X  • — A)  cos  P = COSJ  cosD  — sinjsinDcosM, 

\ sinp  = COSJ  sinD  + sinJCosD  cosM,  ' 

formules  dans  lesquelles  jet  M ont  été  calculées  au  moyen  des  équa- 
tions (rf)  et  (A),  et  qui  donneront  les  quantités  auxiliaires  X et  P; 
on  calculera  ensuite  cosm'  au  moyen  de  la  relation  suivante,  dé- 
duite de  la  comparaison  des  formules  {e)  et  [/)  : 


cosm'  =.cosm  4- /sinm  [siny  sinp  ■+■  cos  y cos  p cosX  cos0 

4-  cosy  cosp  sinX  sinBj 

= cosm  -(- y'sinm  [siny  sinp  h-  cosy  cosp  cos(X  — e)]. 


Actuellement  désignons  encore  par  T l'époque,  en  temps  moyen 
du  premier  méridien,  pour  laquelle  sont  calculées  les  quantités  a, 
9,  A et  D,  par  L le  temps  sidéral  correspondant,  et  par  / la  lon- 
gitude supposée  orientale  du  lieu  aiiquèl  se  rapportent  6 et  y,' 
nous  aurons 

e = /-t-l., 

X^0=.X  — L — /; 

i . ' 

ainsi,  en  posant  - , ' »V 

' ■ ‘ i-'-‘ 

A X — L, 

t-, 

cosi;=:sinysinp -)-cosycospcos(A — ), 


nous  obtiendrons  la  formule  simple 

{/)  cosm'  = cosm  4- /'sinm  cosÇ. 


Digitized  by  Google 


ASTRONOMIE  SPHÉRIQUE. 


5o8  , 


Or,  remarquons  que  les  quantités  auxiliaires  r et/,  > et  p ne 
dépendent  que  de  la  valeur  initiale  T adoptée  pour  le  temps  ; par 
conséquent,  si  l'on  imagine  que  A et  p dé6nis«cnt  la  direction  d’un 
rayon  de  la  Terre,  ou,  en  d'autres  termes,  que  A et  ^ soient 
la  longitude  et  la  latitude  d'un  point  C de  la  Terre,  ce  point 
sera  fixe,  et  la  Terre  étant  considérée  comme  sphérique  !;  sera, 
d’après  la  seconde  des  formules  (X),  la  distance  angulaire  de'  ce 
point  fixe  C et  du  lieu  de  la  surface  defini  par  la  longitude  / et 
la  latitude  y,  c'est 'à>dire  du  lieu  considéré.  La  formule  (/) 
conduit  donc  à cette  conséquence  importante  : A un  même  im~ 
slant  absolu  qui  correspond,  pour  le  premier  méridien  choisi,  au 
temps  sidéral  L ou  au  temps  moyen  T,  et  pour  chaque  lieu  de  la 
surface,  au  temps  moyen  T + /,  la  distance  apparente  des  deux 
astres  est  ta  même  pour  tous  tes  points  de  la  surface  de  la  Terre 
qui  donnent  à ^ la  même  valeur,  c’est-à-dire  pour  tous  les  lieux 
qui  sont  situés  sur  un  petit  cercle  décrit  du  point  C comme  pôle 
acee  la  distance  polaire X (*)• 

Cherchons  maintenant  l'époque  à laquelle,  de  tous  ces  lieux,  les 
astres  paraissent  à la  distance  m.  L’équation  (f)  donne 

dm  = — /cosÇ, 


d'où 


dt  — — 


/cos  g 

dm 


dt 


Mai  si  m est  une  petite  quantité,  comme  cela  a lieu  au  moment 
du  contact  des  deux  bords,  on  a,  d’après  les  formules  ( A}, 


m 

dm 

~iïî 


= (a  — A)  cosf(^  -f-  D)sinM  -I-  — D)  cosM, 

dlu  — k)  , d{S—n)  „ 

= ■ co$Ÿ(d  -f-  D)sinM  -I — cosM, 


ou  d'après  les  formules  (B), 


dm 

dt 


= n cos(M  — N); 


(*)  Co  ihéorèma  a été  donné  par  Lagrange  {Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin  pour  1766). 
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il  en  résulte 

,u  = _ /<=«»';  . 

n cos  (M  — N) 

Par  conséquent  si,  ponr  un  observateur  placé  au  centre  de  la 
Terre,  les  deux  astres  paraissent  au  temps  T à la  distance  m,  ils 
seront  à cette  même  distance  pour  un  observateur  placé  en  un 
point  de  la  surface,  à l'époque 

„ /cosî  , . , . 

T -t-  ■ ■ ■ en  temps  du  premier  méridien, 

ncos(M  — N)  * 

„ ycosi;.  . ' , 

T -H  — — . -t-  /,  en  temps  du  lieu, 
n CO  S ( M — N ) ^ 

Ce  problème  résolu,  il  est  facile  de  passer  au  ras  particulier 
du  contact;  il  suffit  de  remplacer  dans  les  formules  précédentes, 

m par  R ± r, 

M par  0 ; 


or,  d'après  les  équations  (E)  et  (F),  on  a aux  moments  des 
contacts 


O = N — t8o®,  pour  l’entrée, 

O = N + ^|>,  pour  la  sortie. 


Il  suffira  donc,  pour  avoir  les  époques  de  contact  au  lieu  déter- 
miné de  la  surface,  d’ajouter  aux  temps  calculés  pour  le  centre 
les  quantités 


/cosÇ 

Tl 

n cos-]/ 


pour  l’entrée, 


/cosÇ 

+ r> 

ncos-]/ 


pour  la  sortie.. 


Tablrnu  des  formules.  — En  résumé,  les  formules  qui  servent 
à la  prédiction  complète  du  phénomène  sont  les  suivantes. 

Ponr  te  centre  de  la  Terre. 


Pour  un  temps  T d’un  premier  méridien  voisin  de  l’époque  de 
la  conjonction  ou  même  coïncidant  avec  la  conjonction,  on  cherche 
dans  les  Tables  les  ascensions  droites  a.  et  A,  les  déclinaisons  J et  D 
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de  Vénus  et  du  Soleily  ainsi  que  les  demi-diamètres  apparents 
r et  R de  ces  deux  astres;  on  calcule  ensuite 


m sinM  = (a  — A)cos|  {S  -t-  D), 
m cosM  = 3 — D, 

rf(a—  A) 


n sinM  : 

n cosM  = 
m sin(M  — N) 


dt 

d{3  — n) 
dt 


C0S7(J  -t-  D)» 


R±r 


= sin^|«,  — 90*  < ![<•<-(- 9Q°,  ’ 

T = — -cosfM  — H)— '?l^-^cos|. 

n 1 ^ . /I 

/ r R±/" 

T = cosiM  — NJ  H cos<|i, 

n n 


et  on  en  déduit,  pour  époques  de  l’entrée  et  de  la  sortie, 

pour  l'entrée. . . r = T t avec-  Qz=N  — ijct-iSo*, 

pour  la  sortie. . . /'=  T -H  t'  avec  Q = N -H  iji. 

Pour  un  lieu  de  longitude  orientale  l et  de  latitude 

Pour  l’entrée  et  la  sortie,  et  avec  les  valeurs  correspondantes 
de  l’angle  0,  on  calcule  les  formules 

/sin  J = -t- ir  cos(R  ± r) — p, 
fcois= — *sin(R±:r), 

-±-  = g 

, O COS\|*  ' 

sin(X  — A)  cosp  = sinr  sinQ, 
cos(X  — A)  cosp  = cosrcosD  — sinr  sinD cosQ, 
sinp  - — cosrsinD  -t-  sinrcosDcosQ, 

A = i — L, 

cosî;=  sin  P siny  -I-  cosp  cos^  cos(A  r-  /), 
ot'i  L est  le  temps  sidéral  correspondant  au  temps  t ou  au  temps  r'; 
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et  l’on  obtiendra  ensuite  en  temps  moyM  du  lieu  les  époques 
de  l’entrée  et  de  la  sortie,  en  calculant  les  expressions 

t -i-  l — g cosÇ,  pour  l’entrée, 

/'-f- / H- ^cosï,  pour  la  sortie. 

Tous  les  lieux  pour  lesquels 

sinp  siny  -t-  cosp  cosy  cos{  A — /)  = ± i 

voient  le  phénomène  le  plus  tdt  ou  le  plus  tard.  Ainsi  les  durées 
de  ce  phénomène  pour  un  lieu  de  la  surface  et  ])our  le  centre  de 
la  Terre  peuvent  différer  d’une  quantité  presque  égale  à 2g,  et 
puisque,  pour  le  passage  central,  on  a approximativement 


la  différence  des  deux  dorées  peut  atteindre  le  double  du  temps 
nécessaire  à Vénus  pour  parcourir  sur  le  disque  du  Soleil  en 
vertu  de  sa  vitesse  relative,  un  arc  égal  à la  différence  entre 
la  parallaxe  de  Vénus  et  celle  du  Soleil.  Or  la  différence  de 
ces  parallaxes  est  de  ad',  et  le  mouvement  horaire  de  Vénus,  k 
l’époque  de  sa  conjonction,  est  de  a34',  la  différence  des  durées 
peut  donc  atteindre  la”*;  par  conséquent,  ces  phénomènes  peu- 
vent servir  à déterminer  avec  une  grande  exactitude  la  diffé- 
rence des  parallaxes  du  Soleil  et  de  Vénus,  et  par  suite  celle  du 
Soleil,  à l’aide  de  la  troisième  des  lois  données  par  l’immortel 
Kepler. 

Exemple.  — Pour  le  passage  de  Vénus  du  5 juin  1761,  on  a 
les  lieux  suivants  du  Soleil  et  de  Vénus  : 


Temps 
■ojrea 
de  Paris. 

A 

D 

a 

i 

h 

<f  t H 

0 t ^ 0 

74.35.50,3 

0 , . 

16 

74.17.  1,8 

-t-ai.ji.  3,7 

-t-aa.33. 17,6 

*7 

19.36,4 

4>'9.« 

a4  i3,a 

3a.3a,4 

18 

aï. 10,9 

41.34,5 

aa  36,a 

31.47,1 

•9 

34.45.5 

4 '-4919 

ao.Sg.a 

3i.  1,9 

10 

37.30,1 

■ 4a.  5,3 

19  M, s 

3o. 16,6 
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w = 29",6o68,  r = 2q",o, 

P—  8,44o^>  R = 94^1  S- 


Les  époques  des  œntacts  extérieurs  pour  le  centre  de  la  Terre 
se  calculent  comme  il  suit  : en  prenant 


' / » 


« — A=-t-4'  36",  8, 


dt 


dt 


= -4'ii",6, 


„ d5  rfD 

J-D  = -8.46.7. 


o ,7, 


R + r = 975",8i 


On  obtient  ensuite 

M = i54”  7', 2,  logOT  =2,76746, 
N=255.2i,9,  logn  = 2,38028, 

M — N = — 258”45',3, 

, 4.  = - 36.  2 ,6, 


cos(M  — N)  = -t-  0,4756, 


R + r 


COSi]/  = -t-  3,2870; 


T= — 2'‘,8ii4= — 2'*48”'4t*,0, 

t'=  + 3,  7626  =+3.45. 45, 4.  J 

D’où  résulte,  en  temps  moyen  de  Paris,  pour  époques  de  IVnti'ée 
et  de  la  sortie  vues  du  centre  de  la  Terre, 


14*“  1 1™  19*, O,  avec  O = 1 1 1®  24’t5,  pour  l’entrée, 
20.45.45,4,  avec  O = 219.  19,  3,  pour  la  sortie. 

Si  l’on  veut  ensuite  connaître,  pour  un  lieu  de  la  surface  de  la 
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Terre,  les  époques  des  mûmes  contacts,  far  exemple  celle  de  la 
sortie,  on  devra  d’abord  calculer  les  constantes  p et  g.  Mais 
on  a 

i=9o"22',7,  log/=i  ,32504,  log»=  I ,03764, 
et  |)nisqiie  , • 

0 = 21C)'’ iq',3 , D = 22"42',3,  A=74"29',3, 

on  a 

p=— 45»44',4. 

De  plus,  le  temps  moyen  de' Paris  2o'*45"'45',4  «>r‘'‘’sp<>nd  au 
temps  sidéral  1 ''45'"  34‘,6;  on  a donc 


Poursuivons  maintenant  le  calcul  pour  un  lieu  donné,  par 
exemple  pour  le  Cap  de  Bonnq- Kspérance;  pour  cette  station, 
nn  a 

/ = + i''4'"33%5,  33"56'3". 


On  en  déduit  ' 

log  cosC  = 1,94043,  S cosÇ  = -4-  5'47",o, 
et  par  suite,  en  temps  du  Cap,  l’époijiie  de  la  sortie  est 
/ + / 4-  g' rosi;  = 2i''56"'5*,g. 


Remarque.  — La  différentiation  de  l'équation 
T = /4-/4-gcosÇ 
donne,  en  exprimant  dT  en  secondes. 


36oo.cosi;  , 3600.  cosÇ  7r~«  , 

f/T  = : — f/(jr  — p)  = j dp,. 


Il  eos<ji 


Il  COS\}> 


33 
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p,  désignant  la  parallaxe  horiaimiale  équatoriale  ninvenne  du 
Soleil,  et  on  a pour  l’exemple  précédent,  r/T  = 

Ainsi  line  erreur  de  o",  i 3,  dans  la  râleur  adoptée  pour  la  pa- 
rallaxe du  Soleil , change  d’au  moins  5*  de  temps  l’epoque  cal- 
♦ culée  des  contacts.  Au  contraire,  une  erreur  commise  dans  l’ob- 
servation du  temps  des  contacts  n’aura  qu’une  faible  influence  sur 
la  valeur  de  la  parallaxe  iléduite  de  celte  observation;  et  si  les 
époques  des  conlacts  du  bord  lumineux  du  Soleil  avec  le  bord 
obscur  de  la  planète  peuvent  se  déterminer  d'une  façon  précise, 
un  oblieniira  de  cette  manière  la  parallaxe  du  Soleil  avec  une 
grande  exactitude. 

liO.  Détrrminniitm  dr  la  parallaxe  du  Soleil  par  tes  passages 
de  t'énus.  — Pour  obtenir  l’équation  de  condition  complète  qui 
convient  à chaque  observation  de  contact,  on  part  de  l’équation 

{a)  (»'— A')»cos=5,-t-(o'— D')’=:(Rd=r)’, 

dans  laquelle  a'.  A'  et  S',  D'  sont  les  ascensions  droites  et  les  dé- 
clinaisons apparentes  de  Vénus  et  du  Soleil,  non  corrigées  de  la 
parallaxe,  et  dans  ia(|uellc  o,  est  la  moyenne  arithmétique  des 
deux  déclinaisons 

Mais  les  parallaxes  des  deux  astres  sont  de  petites  (pianlilés,  il  en 
est  de  même  des  différences  de  leurs  ascensions  droites  et  de  leurs 
déclinaisons  pour  les  époques  des  conlacts;  ou  peut  donc,  en 
posant 

=<•  = ï (»  -t-  A)) 

écrire 

a' — A'  = a — A -l-(jr  — p)  cosip' séc5, sin( i,  — 0), 

S' — D'=ô  — D -t-  (tt  — p)  [cosy'sing,  cos  (a,  — &)  — sinçi'  cos^,]. 

Introduisons  maintenant  les  grandeurs  auxiliaires  suivantes 

J /i  sinH  = cos^' sin(a, — 0), 

^ ^ / /i  cosH  = coso' cos(a,  — 0]  sin  — sinf'cos^,, 


Digitized  by  Google 


PARALLAXE  DU  SOLEIL. 


5l5 


l’équation  {n)  deviendra 

[a  — A -l-(7r  — j/]/i  sinH  sccJo]’  cos’5, 

-t- [ô  — D -I- —/>)/(  cosU]>  = (R  ± r)>. 

Les  quantités  a,  A,  S,  D,  n,  p,  K et  r sont  supposées  prises 
dans  les  Tables;  si,  au  contraire,  a -I-  r/a,  A + dX,  S -H  rfJ, 
D 4-  flD,  TT  -I-  tin,  P 4-  dp,  R 4-  (/R  et  r/r  sont  les  valeurs 
exactes,  et  dl  l'erreur  de  la  valeur  adoptée  pour  la  longitude  du 
lieu  d’observation,  l'équation  précédente  devient 

l^a — A4-  — p]  h sinH  iécê, 

"iJ 

4-  rf(a  — A)  4-  d[ic  — p)h  sin  H séc^, ^ — dl  I -cos’^, 

4-  j^J  — D 4-  (n  — p)  h cosH 

-I-  d[5  — D)  -4-  r/(  ir  — p)  h cos  H — — - d /J 

= [R  4-rfR±(r-  dr)]>. 

Dans  le  développement  de  cette  équation,  négligeons  les  carrés  et 
les  produits  de  n — p et  des  variations,  et  posons 

A'=  a — A -4-  (tt  — p)/i  sin  11  sé^^, , 

D'=  J — D 4-  (tt  — />)  /i  cosH  ; 

nous  obtenons 


A"cos’iî.  4-D'»— (R±/-)’ 

= — 2 A'cos^5,rf(a  — A) — a[A'/(  sin  H cos  J, 4- D'A  cosH]«/(ir — />) 


— aD'r/(5  — D)4-  2 
4-  2{R  ± r)rf(R±  r) 


cos’ 4-  D' 


,d{ê-D)' 
Ht 


dl 


Mais  si  on  représente  par  m’  la  quantité  ( A'’ cos’ 4- D’’),  on  a 
approxiniati  veinent 


tld  — (R  ± /•)’  = 2 w [ OT  — ( R ± r) ] 
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et,  par  suite, 

/«  [ OT  — ( R zh  r)  ] 

=r— A'cos’o,f/(a—  A)—  DV(iî  — D) 

— [A'/(  sin  II  cosJ,  -I-  D'A  cosH  ] ■/(::  — />) 
fi  {a  — A) 


j^A'  cos’  O.  -f-  D'  - j <>l  -I-  [R  ± /•]</(  R ± r 


Soient  maintenant 


(B) 


(C) 


m cosM  = D’, 
nt  sin  M — A'  cos  J,  ; 

, I .i{S  - 1)1 

I " T — 

J I ti{x  — A) 

I = fïT—' 


ré(|uation  précédente  devient 


fii  -h 


R rh  r — /!/ 


1 sin  M cos  J, 

(D)  . __ — 

« cos(M  — iS) 

A cos(M  — H)  7T  — P 

n cos  (M  — N)  J), 


rosM  , 


/;  cos  ( M — N 


rf(R±r); 


la  dinérenre  de  longitude  a dil  être  déterminée  par  d'autre» 
observations.  Oh  pourrait  donc  poser  tll  — o,  et  par  suite  né- 
gliger le  dénominateur  eomnitin  ncos(M  — N);  mais  puisrpie 

n eosf  M — W ) =1^  — — ' il  faudra,  lorsnue  l'on  conservera  ce  déno- 

minaleur,  que  R zfc  /•  — m soit  exprimé  eu  secondes  de  temps. 


Exemple.  — Au  Cap  de  Bounc-Espéraiice,  on  a observé  le  se- 
cond conlaet  intérieur  (sortie)  à l'époque 

21*' SS™  3*,3  temps  moyen  du  Cap, 

20  .33 . 2y  ,8  temps  moyen  de  Paris. 

1.33.33,2  temps  sidéral. 
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On  avait  ainsi  e = a'*37“‘49’>  7 De  pins,  pour  ce 

temps  moyen  de  Paris,  “ 


a = 74°  >8'  î.8'',o5 , 
A=  74-?8.4G  ,4i , 


s — 23.”  2y'  5i",  3a, 

D = aa.4a.  i3  ,go. 


a,  = 74.23.37  ,a3.  S,  ^22,36.  2,61, 

a — A = — 10.18,36,  lî  — D — 12.22  ,58, 
a,  — © — 34°56'  12", 

(ir  — />)  /j  sinlJ  = -+-  10", 07 , H = 3i°  34',  O , 
(t:  — /i]  h cosH  =:  -I-  16  ,3t),  logA  = 1 ,g5835, 

(jr — /j) /i  sin II  sécJ,  = + 10", 90, 


Or 


A'=  — io'7",46. 

D'=  — 1 2' 6",  19 

M = 2i7“4o',  7, 

log  n»  = 2 , 962  62 , 

> = 255  19,3, 

logn  = 2,824  12. 

R — r=  917",  80 

t’’'» 

00 

II 

< 

on  obtient  donc 


0=5,3  + lo,684.<’/{  a — A ) + l4  ,986  .l■/(o  — D) 

-I-  42 , 240 . f//<,  -H  1 8 ,934 . f/  ( R — rj. 

Valeurs  fie  la  pnrnllare.  Chaque  observation  d'un  conlact  in- 
térieur ou  extérieur  donnera  une  équation  de  la  même  forme 

•O  = « -t-  ad[a  — A)  -t-  bti(^3  — D)  -t-  ctlp,+  e?/(R  ip  r]  ; 

d’un  système  de  pareilles  équations,  on  déduira  les  valeurs  les 
plus  probables  des  inconnues,  en  rendant  minimum  la  somme  des 
carrés  des  erreurs  ré'siduelles. 

C’est  de  cette  in.inière  cpie  fincke  trouva,  par  une  discussion 
approfondie  de  toutes  les  observations  des  passages  de  Venus  en 
1761  et  176g,  que  la  parallaxe  du  Soleil  était  8", 5776.  Plus 
récemment,  a|»rès  la  découverte  du  manuscrit  original  des  obser- 
vations du  P.  Hell,  laites  à Wardoë  en  La|>onie,  sur  le  passage 
de  176;),  il  changea  cette  valeur  d’une  petite  quantité,  et  adopta 
le  nombre 

8",57i  16. 
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La  parallaxe  du  Soleil  étant  ainsi  déterminée,  celle  d’un  astre 
quelconque,  dont  la  distanc^au  centre  de  la  Terre  est  A (le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  terrestre  est  pris  pour  unité),  sera  donnée 
par  l'éjuation 

8",  5^1  i6 

A ’ 


sin/j  : 


On  a pendant  longtemps  accordé  une  grande  confiance  au 
nombre  donné  par  Encke  ; mais  des  recliercbes  récentes  sont 
venues  lui  enlever  toute  certitude.  Ainsi  M.  Le  Verrier  a adopté, 
dans  scs  Tables  du  Soleil,  la  valeur  8",c)5;  les  travaux  de  Fou- 
cault sur  la  vitesse  de  la  lumière  conduisent  au  nombre  8",  86,  et 
enfin  une  nouvelle  discussion  des  observations  du  passage  de 
Vénus  en  1769  faite  par  M.  Powalky  donne  la  valeur  8",  86. 

En  raison  de  l’importance  et  de  l’actualité  de  cette  question, 
nous  y reviendrons  dans  la  seconde  Partie. 

Iiemar<fue  /.  — Les  passages  do  Mercure  sur  1c  disque  du  Soleil  sc  prêtent 
moins  à une  bonne  détermination  de  la  parallaie  du  Soleil,  que  ceux  de  VC' 
DUS.  En  effet,  au  moment  de  sa  conjonction  inferieure,  le  mouvement  horaire 
de  Mercure  atteint  55o*,  et  la  différence  dos  parallaxes  de  Mercure  et  du 
Soleil  est  d'environ  9'';  si  Poft  applique  rèquation  (D  ) au  passage  de  Vénus 
et  à celui  de  Mercure,  les  coeniciODts  de  seront  donc  entre  eux  dans  le 
rapport 

■i3  55o 

— X— • 

y ïi4 

Ainsi  ce  coefficient  sera  six  fois  plus  grand  pour  Vénus  que  pour  Mercure, 
et  une  erreur  de  5*  sur  l'obscrvalion  du  temps  d'un  contact  dans  un  pas« 
sage  do  Mercure  produirait  une  erreurüc  o",8  sur  la  parollaze  du  Soleil. «En 
raison  de  la  ;rande  excentricité  de  Torbile  de  Mercure,  ce  rapport  peut 
néanmoins  devenir  favorable,  par  exemple  si,  h répoquctlc  sa  conjonction 
inrèricnro  Mercure  so  trouve  en  même  temps  à son  aphélie,  c'est<é-dire  à 
sa  plus  grande  distance  du  Soleil. 

Remanjue  //.  — Consulter  sur  les  passages  de  Venus  et  de  Mercure  : 

Ekcke.  — Die  Enl/ernung  der  Sonne  von  der  Erde  nus  drm  Venusdurch- 
f^nng  von  1761  hergelAtct.  Gollia,  i8aa. 

Exese.  — Der  Venusdurchgang  von  1769  nls  Fortseixung  der  Ahhandlung 
über  die  Eni/ernung  der  Sonne  von  fier  Erde.  Gotha,  182^. 

Le  Veseier. — Annales  de  VOhsertfaluire  impérial.  On  trouvera,  vol.  V 
et  VI,  une  discussion  des  anciennes  observations  des  passages  de  Mercure 
cl  de  Vénus  cl  les  formules  relatives  à ces  passages. 
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